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votre copie.

Consignes générales

interdits lors de cette épreuve.

Important

L'épreuve est constituée de quatre exercices indépendants les uns des autres, Le
candidat est libre de traiter le sujet dans I'ordre qui lui convient 3 condition de bien
mentionner les références complétes de chaque question traitée.

il sera tenu compte dans l'appréciation des copies de la rigueur de votre
raisonnement, de la clarté de la rédaction et du scin apporté a la présentation de

Le candidat peut utiliser les résultats énoncés dans les questions précédentes, il
veillera toutefois a3 mentionner la référence du résultat utilisé.

Les calculatrices et tout matériel ¢lectronique ainsi que les documents sont

Si le candidat repére ce qu'il pense étre une erreur de I'énoncé, il fe
signale sur sa copie en expliquant les raisens qui I'ont amené a le
penser. Ceci ne doit pas I'empécher de finir son épreuve et il a le
choix d'adopter les rectifications qu'il croit nécessaires ou pas.

Bareme
EXERCICE 1 | EXERCICE2 | EXERCICE 3 | EXERCICE 4 ‘ Total
20 pts i5pts | 20pts 25pts | 80pts
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EXERCICE 1

1. Seit p un nombre premier p > 2.
{a) Mentrer que p est de la forme 4k — 1 avec k € N* ou bien de la forme 4k + 1 avec k € N.
(b) Endéduire que si p > 5 alors p* — 1 est divisible par 24.

2. Onnote P l'ensemble des nombres premiers.

{a) Monirer que si n est un entier naturel non nul, alors il existe toujours un nombre premier stricte-

ment compris entre 11 et n! + 2. {ind. considérer les diviseurs premiers de 1! + 1).
(b) En déduire que P est infini.
3. Pourme NonposeF, =2% +1. =

p 2 i 5 2 1 .
(a) Montrer, st (n,m) € N°avecn > m, que 5, et F, sont premiers entre eux. (ind. exprimer F, en
fonction de F,,).

(b) Retrouver 2 'aide du (a) le fait que 'ensemble des nombres premiers est infini.
4. Soit& = {4k—1|ke N*].
{a) Montrer que pour tout» € £, il existe p € P N £ tel que p divise n.

{bj En déduire qu'il ¥ a une infinité de nombres premiers de la forme 4k — 1 tel que k € N™.

EXERCICE 2

. ge » . =, Ao — ==
Le plan euclidien étant muni d’un repeére orthonormé direct R = (O, W, @ e

\

Partie I: SoitFapplication f: C~ {1} - C~ {i};z — ’ff_;

1. Montrer que f est bijective.
2. Déterminer, en précisant leurs natures géométrigues, les ensembies f(RN{1}), f (iR)

3. SoitU={z € T||z| = 1}. Déterminer, en précisant sa nature géométrique, I'ensemble f (U \ {1}).
PartieII: On considere les points A, B, A’ et B’ d’affixes respectives:

2a=1-2i,25 =3 —1i,z4 = —2+4i et zg = 5i
4. Placer ces quatres points dans le plan, et monirer que ABB' A’ est un rectangle.
5. Soitglasimiltude C — C;z+— aZ+botra € C*etb € C telle que 8(za) = zq et g(zp) = zp.
(a) Déterminer les complexes a et b sous leurs formes algébriques.

(b) Déterminer la nature et une €quation cartésienne de 1'ensemble (A) des points M(z) tels que
ole — 2

() Représenter graphiquement (A) sur la méme figure que les points A, B, B et A’.

{d) Reconnaissez-vous la nature de g?
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EXERCICE 3

Soit f une fonction continue sur ]0, +o00[, on définit la fonction Gy sur |0, +oo| par

Vx € ]0,+00[: G¢(x) = ¥ !-:—(;-)—dt.

X

1. Montrer que Gy est dérivable sur |0, +oo] et calculer sa dérivée.

2. Déterminer la fonction Gy pour f constante égale a 1.

3. Dans cette question on suppose que f admet un développement limité a I’ordre 2 en 0™ :
Vt €0, 400 : f() = a+ bt + ct* + t2&(t)
avec ¢ fonction continue sur |0, +oo[ et tl_i,%l e(t) =0.
Déterminer le développement limité en 0" 4 'ordre 2 de Gy .
4. Montrer, en utilisant la définition de la limite, que si : Binoo f(t) = 0 alors xEToo Gs(x) = 0.
Dans la suite on note G la fonction déﬁnie sur |0, +-o0 par :

3% cos(t)

VxG]O,+oo[:G(x)=/ St

x

5. Calculer la dérivée de G et dresser son tableau de variations sur l'intervalle |0, 271] .

6 . Ecrire le développement limité de la fonction cosinus a l'ordre 2 en 0, et en déduire celui de la
fonction G.

7. Montrer alors que G est prolongeable par continuité en une fonction dérivable, puis déterminer
la position de la courbe de G par rapport a sa tangente en 0.

8. Montrer que pour tout x € |0, +oc[, on a:

sin(3x sin(x) /3% sin(t
Glr) = 22D _ x()+fx 0 g,

3xgin(t
9. Montrer que xliT sz( )dt = O etendéduire lim G(x).
—+00 Jx X—r1+00

10. Construire l'allure du graphe de G sur l'intervalle [0, 27] .
On donne les valeurs approchées suivantes:

3 37 9%
/n SR f £al0 5 olos / 2c05() 4y ~ 0.27;
t T t 37 /

2

67
/2 Cos 02 1n3 110

T t
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EXERCICE 4

Soit E I'espace vectoriel sur R des applications continues de ]0,1[ dans R, et T I'application de E dans
E définie par :

X st
VfeEVze 01 T(H)@) = £ (§) +£ (_2_> _
1. Vérifier que T est un endomorphisme de E.

2. Calculer la fonction T(u) (en fonction de u) o1 u est la fonction définie sur 10,1[ par:
Vx €]0,1[: u(x) = cotan7x .

Pour tout n € N” et pour tout x € ]0,1[, on pose

5 = 1 1 1
Un(x) = —— et wy(x) = vy(x) — + :
£ k=z_nx+k x+n x—n

3. Vérifier que pour tout n € N* et pour tout x € ]0,1]
1 = 1
) = = 0) Al
on(x) = xk=zl 7
et que les fonctions v, et w, sont continues sur (0L
4. Montrer que pour tout x € ]0, 1] les suites (v, (%))s>1 €t (wn(x)),,>; sont adjacentes.
On notera v (x) leur limite commune :

1
X2 S

i) -31;+2‘x i

n=1

5. Montrer que pour tout n € N*, v, est une fonction décroissante sur 10,1[, et en déduire que v est
aussi décroissante sur |0, 1].

6. Déduire de ce qui précéde que v est continue sur 16,10
7. Etablir une relation entre T(v,) et v;, puis en déduire que T(v) = 2v.

8. Dans cette question, on considére une fonction f continue sur [0,1] telle que :

X x+1

Vxe[O,l]:f(E)-Lf.( . )=2f(x).

(a) Montrer qu'il existe xo € [0,1] tel que f(xo) = max {f(x) | x € [0,1]}, qu’on note M, et que .
s
f(3)=m

(b) En déduire que f atteint son maximum au point 0.

(c) Montrer que f atteint aussi son minimum au point 0. Que peut-on déduire pour la fonction f.

9. Comment choisir le réel 2 pour que la fonction f = v — au soit pronlongeable en une application
f continue et périodique de période 1 sur R ?

10. Déduire de tout ce qui précéde que

00

VxG]R\Z:1+2xz 5
x a2 —

7 = 7T cotan 7tx .
n



