
U.S.T.H.B. Mai 2013
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Examen �nal

Exercice 1:
Soit E l�espace vectorielM2(R) des matrices réelles 2� 2:

Pour A =
�
x1 x3
x2 x4

�
2 E, on dé�nit la forme quadratique q par

q(A) = detA = x1x4 � x2x3:

1. Donner sa forme polaire f ainsi que sa matrice dans la base canonique

E =
�
A1 =

�
1 0
0 0

�
; A2 =

�
0 0
1 0

�
; A3 =

�
0 1
0 0

�
; A4 =

�
0 0
0 1

��
de E: Quel est le rang

de q?
2. Réduire q par la méthode de Gauss. En déduire sa signature.
3. La forme quadratique q est-elle un produit scalaire sur E?
4. Déterminer à partir de la question (2) une base orthogonale B de E.
5. Ecrire la matrice de q dans la base B.
6. Donner une base du sous-espace vectoriel F = fA 2 E=tr(A) = 0g de E:
7. Déterminer l�orthogonal de F pour la forme quadratique q:
8. A t-on E = F � F??

Exercice 2:
Soient a un réel et q la forme quadratique sur R3 de matrice

A =

0@ 2 a+ 1 0
a+ 1 a2 + 1 0
0 0 1

1A
dans la base canonique E de R3.
1. Pour quelles valeurs de a la forme quadratique q est-elle dégénérée?
Donner alors son rang et son noyau.
2. Déterminer, suivant les valeurs de a, une base orthogonale B de R3 (on pourra déterminer une

matrice inversible P telle que tPAP est diagonale).
3. Pour quelles valeurs de a la forme quadratique q est-elle un produit scalaire sur R3?
4. On prend a = 0:
(i) En utilisant le procédé de Gram-schmidt pour la base E , trouver une base orthonormée C

pour le produit scalaire q:
(ii) Quelle est la matrice de q dans la base C?
(iii) Soit v = (1; 2; 3) dans E ; écrire q(v) dans la base C:
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U.S.T.H.B. Juin 2013
Faculté de mathématiques
Alg 4/ 2ème année Lic.Mat

Corrigé de l�examen �nal

Exercice 1:

E=M2(R), E =

�
A1 =

�
1 0
0 0

�
; A2 =

�
0 0
1 0

�
; A3 =

�
0 1
0 0

�
; A4 =

�
0 0
0 1

��
la base

canonique de E; q la forme quadratique sur E dé�nie par q(A) = detA = x1x4 � x2x3 pour tout

A =

�
x1 x3
x2 x4

�
2 E:

1. Forme polaire f de q : (1pt)

Pour A1 =
�
x1 x3
x2 x4

�
2 E et A2 =

�
y1 y3
y2 y4

�
2 E

f(A1; A2) =
1

2
(q(A1 + A2)� q(A1)� q(A2))

=
1

2
(det(A1 + A2)� det(A1)� det(A2))

=
1

2
(x1y4 + x4y1 � x2y3 � x3y2) :

Matrice M de f dans la base E : (1pt)

M = (f(Ai; Aj))1�i;j�4

=

0BB@
0 0 0 1

2

0 0 �1
2
0

0 �1
2

0 0
1
2

0 0 0

1CCA
M peut être déduite directement de l�expression de la forme polaire f ou de celle de q:
Rang de q : (0,5pt)

Rg(q) = rg(M) = 4:

2. Réduction de q par la méthode de Gauss: (2pt)

q(A) = x1x4 � x2y3 = 2(
1

2
x1x4 �

1

2
x2y3)

Les coe¢ cients aii = 0 81 � i � 4
Comme a14 = 1

2
6= 0 (a14 est le coe¢ cient de x1x4), posons

L1(A) =
1

2

@q(A)

@x1
=
1

2
x4

L2(A) =
1

2

@q(A)

@x4
=
1

2
x1

2



Nous avons alors

q(A) =
1

2
a�114 ((L1 + L2)

2 � (L1 � L2)2) + q1(A)

= (L1 + L2)
2 � (L1 � L2)2 + q1(A)

= 4L1L2 + q1(A)

= x1x4 + q1(A):

Par suite q1(A) = �x2x3 = 2(�1
2
x2x3):

Réduction de q1 par la méthode de Gauss.
On a a23 = �1

2
6= 0: Soit alors

L3(A) =
1

2

@q1(A)

@x2
= �1

2
x3

L4(A) =
1

2

@q1(A)

@x3
= �1

2
x2

Nous avons

q1(A) =
1

2
a�123 ((L3 + L4)

2 � (L3 � L4)2) + q2(A)

= �4L2L3 + q2(A)
= �x2x3 + q2(A):

D�où q2(A) = 0:
On obtient donc

q(A) = (L1 + L2)
2 � (L1 � L2)2 � (L3 + L4)2 + (L3 � L4)2

= L021 (A)� L022 (A)� L023 (A) + L024 (A)

avec

L01(A) =
1

2
(x1 + x4)

L02(A) =
1

2
(�x1 + x4)

L03(A) = �1
2
(x2 + x3)

L04(A) =
1

2
(x2 � x4):

Signature de q : (0,5pt)
S(q) = (P;N) = (2; 2):
3. Puisque P = 2 6= dimE = 4 alors q n�est pas dé�nie positive et par conséquent pas un produit

scalaire. (0,5pt)
4. Détermination d�une base orthogonale de E à partir de (2): (2pts)
D�après Gauss, les formes linéaires L0i (1 � i � 4) sont linéairement indépendantes( on le véri�e

aisément) elles forment une base B�= fL01; L02; L03; L04g du dual E� de E: Soit B = fM1;M2;M3;M4g
la base de E dont la duale est B�: On a L0i(Mj) = �ij. B est donc une base orthogonale de E par
rapport à la FBS f:

Détermination de M1 =

�
x1 x3
x2 x4

�
:
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M1 est solution de système L0i(M1) = �i1: D�où8>><>>:
1
2
(x1 + x4) = 1

1
2
(�x1 + x4) = 0
�1
2
(x2 + x3) = 0

1
2
(x2 � x4) = 0

Ce qui donne M1 =

�
1 0
0 1

�
= I2:

De manière analogue, on obtient M2 =

�
1 0
0 �1

�
;M3 =

�
0 1
1 0

�
;M4 =

�
0 1
�1 0

�
:

5. Matrice N de q dans la base B : (0,5pt)
D�après (4)

N = (f(Mi;Mj))1�i;j�4

=

0BB@
1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 1

1CCA :
6. Une base du s.e.v. F = fA 2 E=tr(A) = 0g : (0,5pt)

F =

�
A =

�
x1 x3
x2 x4

�
2 E=x1 + x4 = 0

�
=

�
A =

�
x1 x3
x2 �x1

�
=x1; x2; x3 2 R

�
= hA1 � A4; A2; A3i :

fA1 � A4; A2; A3g est une base de F et dimF = 3:
7. Détrmination de F? : (1pt)
Par dé�nition F? = fA 2 E=f(A;B) = 0 8B 2 Fg :
Puisqu�on connait une partie génératrice de F alors

F? = fA 2 E=f(A;A1 � A4) = 0; f(A;A2) = 0; f(A;A3) = 0g

=

�
A =

�
x1 x3
x2 x4

�
2 E=� x1 + x4 = 0;�x3 = 0;�x2 = 0

�
= hI2i = hA1 + A4i :

8. F +F? = hA1 � A4; A2; A3; A1 + A4i : Les matrices A1�A4; A2; A3; A1+A4 étant linéairement
indépendantes, on déduit que dim(F + F?) = 4 = dimE: D�où E = F + F?:
De la relation dim(F + F?) = dimF + dimF? � dim(F \ F?) on tire F \ F? = f0Eg :
Il s�ensuit E = F � F?: (1pt)

Exercice 2:
Soient a un réel et q la forme quadratique sur R3 de matrice

A =

0@ 2 a+ 1 0
a+ 1 a2 + 1 0
0 0 1

1A
dans la base canonique E de R3.
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1. Conditions sur a pour que q soit dégénérée: (1pt)

q dégénérée , rg(q) < dimR3

, rg(A) < 3

, det(A) = 0

, (a� 1)2 = 0
, a = 1

Pour a = 1; A =

0@ 2 2 0
2 2 0
0 0 1

1A
par suite rg(q) = rg(A) = 2 (0,5pt)
et le noyau de q est

N(q) = kerA

=
�
X 2 R3=AX = 0

	
=

�
X = (x; y; z) 2 R3=2x+ 2y = 0 et z = 0

	
= h(1;�1; 0)i : (1pt)

2. Une base orthogonale B de R3 : (2pt)
Déterminons une matrice inversible P telle que tPAP soit diagonale.
On considère le bloc (A jI ). On e¤ectue l�opération 2L2 � (a + 1)L1 sur la deuxième ligne de

(A jI ) puis 2C2 � (a+ 1)C1 sur la 2�eme colonne de A (avec la condition a 6= �1) :

(A jI )!

0@ 2 a+ 1 0
0 (a� 1)2 0
0 0 1

������
1 0 0

�(a+ 1) 2 0
0 0 1

1A!

0@ 2 0 0
0 2(a� 1)2 0
0 0 1

������
1 0 0

�(a+ 1) 2 0
0 0 1

1A
La matrice à droite du dernier bloc représente la transposée de la matrice P cherchée, qui est

évidemment inversible.
Considérons la base B = f(1; 0; 0); (�(a+ 1); 2; 0); (0; 0; 1)g = fe1;�(a+ 1)e1 + 2e2; e3g de R3:
B est une base orthogonale de R3 relativement à laquelle la matrice de q est la matrice diagonale

A0 =

0@ 2 0 0
0 2(a� 1)2 0
0 0 1

1A

et la matrice P =

0@ 1 0 0
�(a+ 1) 2 0

0 0 1

1A est la matrice de passage de la base E à la base B:

Si a = �1 alors A =

0@ 2 0 0
0 2 0
0 0 1

1A diagonale donc B = fe1; e1; e3g = E est orthogonale.

3. valeurs de a pour lesquelles q est un produit scalaire: (1pt)
D�après la question (2) la signature de q est

(P;N) =

�
(2; 0) si a = 1
(3; 0) si a 6= 1

alors

q produit scalaire , P = dimR3 = 3
, a 6= 1:
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4. On prend, dans toute la suite, a = 0:
(i). Procédé d�orthonormalisation de Gram-Schmidt pour la base E : (1,5pts)
Nous avons besoin de l�expression de la forme quadratique q et de celle de sa forme polaire f:

(1pt)

Puisque a = 0 alors A =

0@ 2 1 0
1 1 0
0 0 1

1A :
On déduit que pour X = [X]E = (x1; x2; x2) et Y = [Y ]E = (y1; y2; y2) 2 R3

f(X; Y ) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2 + x3y3

q(X) = 2x21 + 2x1x2 + x
2
2 + x

2
3:

Soit C = fu1; u2; u3g la base orthonormée de R3 obtenue à partir de E :
prenons u1 = e1

ke1k ,u2 =
w2
kw2k ; u3 =

w3
kw3k

avec w2 = e2 � f(e2; u1)u1 et w3 = e3 � f(e3; u1)u1 � f(e3; u2)u2:
Comme f(e2; u1) = 1p

2
f(e2; e1) =

1p
2
; f(e3; u1) = 0 et f(e3; u2) = 0 alors

w2 = e2 � 1
2
e1 = (�1

2
; 1; 0) et w3 = e3.

Par suite ke1k =
p
q(e1) =

p
2; kw2k = 1p

2
et kw3k = 1:

On déduit que

u1 =
1p
2
e1 = (

1p
2
; 0; 0)

u2 = � 1p
2
e1 + 2e2 =

1p
2
(�1; 2; 0)

u3 = e3 = (0; 0; 1):

(ii) Matrice A00 de q dans la base C : (1pt)
C = fu1; u2; u3g est orthonormée signi�e que f(ui; uj) = �ij. Par conséquent, la matrice de q dans

la base C est

A00 = (f(ui; uj))ij

=

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
= I3:

(iii) q(v) dans la base C avec v = [v]E = (1; 2; 3) : (1pt)
Posons v = [v]C = (x1; x2; x3):
D�après la question précédente q(v) = x21 + x

2
2 + x

2
3 = (q(v) dans la base C):

Pour déterminer q(v) il su¢ t juste de connaitre x1; x2; x3:

Soit Q =

0@ 1p
2
� 1p

2
0

0 2p
2

0

0 0 1

1A la matrice de passage de la base E à la base C: Nous savons que

[v]E = Q [v]C donc [v]C = Q
�1 [v]E ie0@ x1

x2
x3

1A =

0@ p
2

p
2
2

0

0
p
2
2

0
0 0 1

1A0@ 1
2
3

1A
=

0@ 2
p
2p
2
3

1A
par suite q(v) = (2

p
2)2 + (

p
2)2 + 32 = 19:
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