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Diseno y analisis
de algoritmos

Escribir un programa de computador para resolver un problema comprende varios
pasos que van desde la formulacién y especificacién del problema, el disefio de la
solucidn, su implantacién, prueba y documentacion, hasta la evaluacion de la solucidn.
En este capitulo se presenta el punto de vista de los autores sobre estos pasos. En
los capitulos siguientes se analizan los algoritmos y estructuras de datos con los que
se construye la mayor parte de los programas de computador.

1.1 De los problemas a los programas

La mitad del trabajo es saber qué problema se va a resolver. Al abordar los proble-
mas, por lo general, éstos no tienen una especificacién simple y precisa de ellos. De
hecho, problemas como crear una receta digna de un gastrénomo o preservar la paz
mundial pueden ser imposibles de formular de forma que admitan una solucién por
computador; aunque se crea que el problema puede resolverse en un computador,
es usual que la distancia entre varios de sus pardmetros sea considerable. A menudo
s6lo mediante experimentacion es posible encontrar valores razonables para estos pa-
rametros.

Si es posible expresar ciertos aspectos de un problema con un modelo formal,
por lo general resulta beneficioso hacerlo, pues una vez que el problema se formali-
za, pueden buscarse soluciones en funcién de un modelo preciso y determinar si ya
existe un programa que resuelva tal problema; aun cuando no sea tal el caso, sera
posible averiguar lo que se sabe acerca del modelo y usar sus propiedades como ayu-
da para elaborar una buena solucidn.

Se puede recurrir casi a cualquier rama de las matematicas y de las ciencias para
obtener un modelo de cierto tipo de problemas. En el caso de problemas de natura-
leza esencialmente numeérica, esto puede lograrse a través de conceptos matemati-
cos tan familiares como las ecuaciones lineales simultdneas (por ejemplo, para de-
terminar las corrientes en un circuito eléctrico o encontrar los puntos de tensién en
estructuras de vigas conectadas) o ecuaciones diferenciales (por ejemplo, para pre-
decir el crecimiento de una poblacién o la velocidad de una reaccién quimica). Tra-
tindose de problemas de procesamiento de simbolos y textos, se pueden construir
modelos con cadenas de caracteres y gramaticas formales. Entre los problemas de
esta categoria estdn la compilacion (traduccién a lenguaje de maquina de programas
escritos en algiin lenguaje de programacién) y las tareas de recuperacién de infor-



2 DISERO Y ANALISIS DE ALGORITMOS

macién, como el reconocimiento de ciertas palabras en el catdlogo de titulos de una
biblioteca.

Algoritmos

Cuando ya se cuenta con un modelo matematico adecuado del problema, puede bus-
carse una solucién en funcién de ese modelo. El objetivo inicial consiste en hallar
una solucién en forma de algoritmo, que es una secuencia finita de instrucciones,
cada una de las cuales tiene un significado preciso y puede ejecutarse con una can-
tidad finita de esfuerzo en un tiempo finito. Una proposicién de asignacién entera
como x: = y + z es un ¢jemplo de instruccién que puede ejecutarse con una cantidad
finita de esfuerzo. Las instrucciones de un algoritmo pueden ejecutarse cualquier ni-
mero de veces, siempre que ellas mismas indiquen la repeticion. No obstante, se exi-
ge que un algoritmo termine después de ejecutar un nimero finito de instrucciones,
sin importar cudles fueron los valores de entrada. Asi, un programa es un algoritmo
mientras no entre en un ciclo infinito con ninguna entrada.

Es necesario aclarar un aspecto de esta definicién de algoritmo. Se ha dicho que
cada instruccién de un algoritmo debe tener un «significado preciso» y debe ser eje-
cutable con una «cantidad finita de esfuerzo»; pero lo que esti claro para una per-
sona, puede no estarlo para otra, y a menudo es dificil demostrar de manera rigurosa
que una instruccién puede realizarse en un tiempo finito. A veces, también es dificil
demostrar que una secuencia de instrucciones termina con alguna entrada, aunque
esté muy claro el significado de cada instruccién. Sin embargo, al argumentar en fa-
vor y en contra, por lo general se llega a un acuerdo respecto a si una secuencia de
instrucciones constituye o no un algoritmo. Quien afirme tener un algoritmo debe
asumir la responsabilidad de demostrarlo. En la seccién 1.5 se verd como estimar el
tiempo de ejecucién de algunas construcciones usuales con lenguajes de programa-
cién de las que se puede demostrar que requieren de un tiempo finito de ejecucién.

Ademaés de usar programas en Pascal como algoritmos, se empleara un seudolen-
guaje que es una combinacién de las construcciones de un lenguaje formal de pro-
gramacién con proposiciones informales expresadas en espaiiol. Se utilizard Pascal
como lenguaje de programacion, pero para realizar los algoritmos que se estudiaran,
éste puede sustituirse casi por cualquier otro lenguaje conocido. El ejemplo que se
da a continuacidn ilustra muchos de los pasos que componen la escritura de un pro-
grama de computador, de acuerdo con el esquema de los autores.

Ejemplo 1.1. Un modelo matemético puede ayudar a disefiar un seméforo para una
interseccion complicada de calles. Para construir la secuencia de sefiales, se creard
un programa que acepte como entrada el conjunto de giros permisibles en una in-
terseccién (un «giro» también serd continuar en linea recta por una calle) y que di-
vida este conjunto en el menor nimero posible de grupos, de manera que todos los
giros de un grupo sean permisibles en forma simultdnea sin colisiones. Después, se
asociard una sefial del semdforo a cada grupo de giros. Buscando una divisién que
tenga el menor nimero posible de grupos, se obtendra un semaforo con el menor ni-
mero posible de fases.

Se tomara como ejemplo la interseccién de la figura 1.1, donde las calles Cy E
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son de una direccién, mientras las restantes son de dos. En esta interseccidn es po-
sible realizar 13 giros. Algunos pares de giros, como 4B (de A hacia B) y EC, pueden
ocurrir en forma simultdnea, mientras que otros, como AD y EB, ocasionan el cruce
entre lineas de trafico y, por tanto, no pueden realizarse al mismo tiempo. Asi, las
luces del seméforo deben permitir los giros en un orden tal que AD y EB nunca
ocurran al mismo tiempo, en tanto que AB y EC puedan ser simultineos.

D E

7

B A
Fig. 1.1. Una intersaccion.

Puede obtenerse un modelo de este problema con la ayuda de una estructura ma-
tematica conocida como grafo. Un grafo se compone de un conjunto de puntos, lla-
mados vértices, y de lineas que unen los puntos, llamadas aristas. Es posible construir
un modelo del problema de la interseccién de trafico mediante un grafo cuyos vér-
tices representen los giros posibles y cuyos arcos unan los pares de vértices que re-
presentan giros que no se permiten al mismo tiempo. En la figura 1.2 se muestra el
grafo para la interseccion de la figura 1.1. La figura 1.3 es otra representacién del
mismo grafo en forma de tabla, donde un 1 en la interseccién de la fila i y la co-
lumna j indica que hay una arista entre los vértices i y J.

El grafo puede ayudar a solucionar el problema de disefiar el semaforo. La colo-
racion de un grafo es la asignacién de un color a cada vértice de éste, de tal forma
que no haya dos vértices del mismo color unidos por un arco. Asi pues, resulta evi-
dente que el problema equivale a buscar una coloracién del grafo de giros incompa-
tibles que utilice el menor niimero posible de colores.

El problema de la coloracién de grafos se ha estudiado durante varias décadas,
la teoria de algoritmos ofrece mucha informacién. Lamentablemente, la coloracion
de un grafo arbitrario con el menor nimero posible de colores es un problema que
se clasifica entre los llamados «NP-completos», para los cuales las unicas soluciones
conocidas consisten, en esencia, en «intentar todas las posibilidades». En el proble-
ma de la coloracidn, esto significa intentar todas las asignaciones de colores a los vér-
tices, primero con un solo color, luego con dos, con tres, y asi sucesivamente, hasta
encontrar una coloracién vélida. Con un poco de cuidado es posible acelerar este pro-
cedimiento, pero, en general, se cree que ningun algoritmo que resuelva este proble-
ma puede ser sustancialmente mds eficiente que el enfoque, mas obvio, recién des-
crito.
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Fig. 1.2. Grafo que representa los giros incompatibles.

AB AC AD BA BC BD DA DB DC EA EB EC ED

AB i 1 1 1
AC 1 1 1 1 1
AD 1 1 1
BA
BC 1 1 1
BD 1 1 1 1 1
DA 1 1 1 1 1
DB 1 1 1

EB I 1 1 1 1
EC 1 1 1 1
ED

Fig. 1.3. Tabla de giros incompatibles.

Ahora, existe la posibilidad de que encontrar una solucién éptima al problema
en cuestién tenga un costo computacional muy elevado. Ante esto, puede elegirse en-
tre tres enfoques. Si el grafo es pequefio se puede buscar una solucién 6ptima a tra-
vés de una bisqueda exhaustiva, intentando todas las posibilidades. Para grafos gran-
des, en cambio, este enfoque resulta prohibitivo por su costo, sin importar qué gra-
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do de eficiencia se intente dar al programa. El segundo enfoque consiste en buscar
informaci6n adicional sobre el problema. Podria suceder que el grafo tuviera pro-
piedades especiales que hicieran innecesario probar todas las posibilidades para ha-
llar una solucién 6ptima. El tercer enfoque consiste en cambiar un poco el problema
y buscar una solucién buena aunque no necesariamente éptima; podria ser suficien-
te con encontrar una solucién que determinara un niimero de colores cercano al mi-
nimo en grafos pequefios, y que trabajara con rapidez, pues la mayor parte de las
intersecciones no son tan complejas como las de la figura 1.1. Un algoritmo que pro-
duce con rapidez soluciones buenas, pero no necesariamente dptimas, se denomina
heuristico.

El siguiente algoritmo «dvido» es un heuristico razonable para la colora-
cién de grafos. Para empezar, se intenta colorear tantos vértices como sea posible
con el primer color; después, todos los que sea posible con el segundo color, y asi
sucesivamente. Para dar a los vértices un nuevo color, se procede como sigue:

1. Se selecciona un vértice no coloreado y se le asigna ¢l nuevo color.

2. Se examina la lista de vértices no coloreados. Para cada uno de ellos se deter-
mina si existe alguna arista que lo una con un vértice que ya tenga asignado el
nuevo color; si tal arista no existe, se asigna el nuevo color al vértice.

Este enfoque recibe el nombre «dvido» porque le asigna color a un vértice en
cuanto le es posible, sin considerar las potenciales desventajas inherentes a tal ac-
cién. Hay situaciones en las que podrian colorearse mds vértices con un mismo co-
lor si fuera menos «dvido» y pasara por alto algun vértice que legalmente se po-
dria colorear. Por ejemplo, considérese el grafo de la figura 1.4, donde, después de
colorear con rojo el vértice 1, se puede asignar el mismo color a los vértices 3 y 4,
siempre que no se coloree antes el vértice 2. Si se consideran los vértices en orden
numérico, con el algoritmo exhaustivo se asignaria el color rojo a los vértices 1 y 2.

Fig. 1.4. Un grafo.

Como ejemplo del enfoque dvido aplicado a la figura 1.2, supdngase que se
empieza por asignar a 4B el color azul. Se pueden colorear AC, AD y BA de azul,
pues ninguno de estos tres vértices tiene una arista comiin con 4B. No es posible asig-
nar el color azul al vértice BC, porque existe una arista entre A8 y BC. Del mismo
modo, no se pueden colorear de azul BD, DA ni DB, porque estin unidos por una
arista a uno o mds vértices de los ya coloreados. Sin embargo, si se puede asignar el
azul a DC. Asi, EA, EB y EC no se pueden colorear con azul, pero ED si.
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Ahora se empieza con el segundo color, por ejemplo, coloreando BC de rojo. BD
puede colorearse de rojo, pero DA no, a causa de la arista entre BD y DA. De igual
manera, a DB no se le puede asignar el color rojo y DC ya es azul, pero EA si se pue-
de colorear de rojo. Los demads vértices sin color tienen ahora una arista con un vér-
tice rojo, de modo que ninglin otro vértice puede ser rojo.

Los vértices que aiin no tienen color son DA, DB, EB v EC. Si se colorea DA de
verde, DB también podrd ser verde, pero EB y EC no. Estos deben colorearse con
un cuarto color, por ejemplo, amarillo. La asignacién de colores se resume en la fi-
gura 1.5. Al aplicar el enfoque avido se determina que los giros «adicionales»
de cierto color son compatibles con aquellos que ya tenian asignado ese mismo co-
lor y entre si. Cuando el seméforo permita giros de un color, también permitira los
giros adicionales sin colisiones.

color giros giros adicionales

azul AB, AC, AD, BA, DC, ED —

rojo BC,BD, EA BA, DC, ED

verde DA, DB AD, BA, DC, ED
amarillo EB, EC BA, DC, EA, ED

Fig. 1.5. Coloracion del grafo de la figura 1.2.

El enfoque 4vido no siempre usa el menor nimero posible de colores. Aho-
ra, es posible utilizar de nuevo la teoria de algoritmos para evaluar la bondad de la
solucién obtenida. En teoria de grafos, un grafo completo-k es un conjunto de k vér-
tices donde cada par de ellos estd unido por una arista. Puesto que en un grafo com-
pleto no hay dos vértices a los que se pueda asignar el mismo color, es obvio que se
necesitan k colores para colorear un grafo completo-k.

En el grafo de la figura 1.2, el conjunto de cuatro vértices AC, DA, BD y EB es
un grafo completo-4. Para este grafo no existe, pues, una coloracién posible con tres
colores o menos y, por tanto, la solucién de la figura 1.5 es 6ptima en el sentido de
que usa el menor numero posible de colores. Para el problema original, ningun se-
maforo puede tener menos de cuatro fases para la interseccién de la figura 1.1.

Asi pues, considérese el control de un seméforo basado en la figura 1.5, donde
cada fase del control corresponde a un color. En cada fase, se permiten los giros in-
dicados en la fila de la tabla que corresponde a ese color, y se prohiben los restantes.
Este modelo utiliza el menor numero posible de fases. O

Seudolenguaje y refinamiento por pasos

Una vez que se tiene un modelo matematico apropiado para un problema, puede for-
mularse un algoritmo basado en ese modelo. Las versiones iniciales del algoritmo a
menudo estdn mezcladas en proposiciones generales que deberdn refinarse después
en instrucciones mas pequefas y definidas. Por ejemplo, se ha descrito el algoritmo
avido de coloracion de grafos con expresiones del tipo «elegir algin vértice no
coloreado». Es de esperar que esas instrucciones sean lo bastante claras para com-
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prender el razonamiento. Sin embargo, para convertir en programa un algoritmo tan
informal, es necesario pasar por varias etapas de formalizacién (refinamiento por pa-
sos) hasta llegar a un programa cuyos pasos tengan un significado formalmente de-
finido en el manual de algin lenguaje de programacion.

Ejemplo 1.2. Considérese el algoritmo dvido de coloracion de grafos con el fin de
convertirlo en un programa en Pascal. A continuacidn, se supondrd que existe un gra-
fo G con algunos vértices que pueden colorearse. El siguiente programa dvido deter-
mina un conjunto de vértices llamado nue_color a los cuales se puede asignar un nue-
vo color. Se llama repetidas veces al programa hasta colorear todos los vértices. Sin
entrar en detalles, se puede especificar dvido en seudolenguaje como se muestra en
la figura 1.6.

procedure dvido ( var G: GRAFO; var nue_color: CONJUNTO ),
| dvido asigna a nue_color un conjunto de vértices de G a los que se
puede dar el mismo color |

begin
(1) nue_color =@, 1
(2) for cada vértice v no coloreado de G do
(3) if v no es adyacente a ninglin vértice de nue_color then begin
(4) marca v como coloreado;
(5 agrega v a nue_color

end
end; | dvido |

Fig. 1.6. Primer refinamiento del algoritmo dvido.

En la figura 1.6 se observan algunas caracteristicas importantes de este seudo-
lenguaje. La primera de ellas es que se utilizan letras minidsculas negritas para las
palabras clave de Pascal que tienen el mismo significado que en Pascal esténdar. Las
palabras en mayuscula, como GRAFO y CONJUNTO 11, son nombres de «tipos de
datos abstractos». Estos se definirdn mediante declaraciones tipo Pascal, y las ope-
raciones asociadas con esos tipos de datos abstractos se definirdn mediante proce-
dimientos de Pascal al crear el programa final. En las dos secciones siguientes se ana-
lizardn con mas detalle los tipos de datos abstractos.

Las construcciones de flujo de control de Pascal como if,, for y while se pueden
utilizar en las proposiciones en seudolenguaje, pero las expresiones condicionales,
como la de la linea (3), pueden ser proposiciones informales, en vez de expresiones
condicionales de Pascal. Obsérvese que la asignacién de la linea (1) utiliza una expre-
si6n informal a la derecha, y que el ciclo for de la linea (2) itera sobre un conjunto.

Para su ejecucion, el programa en seudolenguaje de la figura 1.6 se debe refinar
hasta convertirlo en un programa convencional en Pascal. Este proceso no se reali-

t El simbolo e representa el conjunto vacfo.
1 Se debe distinguir entre el tipo de datos abstracto CONJUNTO y el tipo incorporado set de Pascal.
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zara en forma completa para el programa de este ejemplo, pero si se dard un ejem-
plo de refinamiento, transformando la proposicién if de la linea (3) de la figura 1.6 en
un c6digo mas convencional.

Para probar si un vértice v es adyacente a otro vértice de nue_color, se puede con-
siderar cada miembro w de nue_color y examinar el grafo G para determinar la
existencia de una arista entre v y w. Una manera organizada de realizar esta prueba
consiste en utilizar una variable booleana encontrado que indique si se ha encontra-
do una arista. De este modo, las lineas (3) a (5) de la figura 1.6 pueden reemplazarse
por el cédigo de la figura 1.7.

procedure dvido ( var G: GRAFO; var nue_color: CONJUNTO );

begin
(1) nue_color =@ ;
(2) for cada vértice v no coloreado de G do begin
(3.1) encontrado = false;
(3.2) for cada vértice w de nue_color do
(3.3) if hay una arista entre vy w en G then
(3.4) encontrado = true;
(3.5) if encontrado = false then begin

{ v no es adyacente a ningiin vértice de nue_color |
(4) marca v como coloreado;
(5) agrega v a nue_color
end
end
end;

Fig. 1.7. Refinamiento parcial de la figura 1.6.

Ahora, el algoritmo se ha reducido a una coleccién de operaciones sobre dos con-
juntos de vértices. El ciclo externo, compuesto por las lineas (2) a (5), itera sobre el
conjunto de vértices no coloreados de G. El ciclo interno, lineas (3.2) a (3.4); itera so-
bre los vértices que se encuentran en el conjunto nue_color. La linea (5) agrega vérti-
ces recién coloreados a nue_color.

En un lenguaje de programacion como Pascal hay muchas formas de representar
conjuntos. En los capitulos 4 y 5 se estudiardn varias de esas representaciones. En
este ejemplo, los conjuntos de vértices se representardn simplemente por otro tipo
de datos abstracto, LISTA, que se puede aplicar mediante una lista de enteros ter-
minada con un valor especial nul/o (para lo cual se podria aplicar el valor 0). Estos
enteros podrian almacenarse, por ejemplo, en un arreglo, aunque hay muchas otras
formas de representar una LISTA, como se verd en el capitulo 2.

Se puede ahora reemplazar la proposicién for de la linea (3.2) por un ciclo en el
que w se inicializa como primer miembro de nue_color y cambia al siguiente miem-
bro en cada repeticién del ciclo. También se puede realizar el mismo refinamiento
con el ciclo for de la linea (2) de la figura 1.6. El procedimiento dvido revisado
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se muestra en la figura 1.8. Después de esto, aiin hay refinamientos por hacer, pero
se hard una pausa para repasar lo estudiado. O

procedure dvido ( var G: GRAFO, var nue_color: LISTA );
{ dvido asigna a nue_color los vértices a los que se
puede dar el mismo color |
var
encontrado: boolean;
v, w: integer;
begin
nue_color := @,
v i= primer vértice no coloreado de G;
while v <> nulo do begin
encontrado := false;
w = primer vértice de nue_color,
while w <> nulo do begin
if hay una arista entre vy w en G then
encontrado := true;
w := siguiente vértice de nue_color;
end;
if encontrado = false do begin
marca v como coloreado;
agrega v a nue_color,
end,;
v = siguiente vértice no coloreado de G
end
end; { dvido |

Fig. 1.8. Procedimiento dvido refinado.

En la figura 1.9 se representa el proceso de programacion tal como se tratard en este
libro. La primera etapa es la modelacién, mediante un modelo matematico apropia-
do, como un grafo. En esta etapa, la solucién del problema es un algoritmo expre-
sado de manera muy informal.

En la siguiente etapa, el algoritmo se escribe en seudolenguaje, es deoir, en una
mezcla de construcciones de Pascal y proposiciones menos formales en espaiiol. Esta
etapa se alcanza sustituyendo el espafiol informal por secuencias de proposiciones
cada vez més detalladas, en un proceso denominado refinamiento por pasos. En al-
gun punto de este proceso, el programa en seudolenguaje estar4 suficientemente de-
tallado para que las operaciones que se deban realizar con los distintos tipos de da-
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tos estén bien determinadas. Entonces, se crean los tipos de datos abstractos para
cada tipo de datos (con excepcion de los datos de tipo elemental como los enteros,
los reales o las cadenas de caracteres) dando un nombre de procedimiento a cada ope-
racion y sustituyendo los usos de las operaciones por invocaciones a los procedi-
mientos correspondientes.

modelo tipos de datos estructuras
matematico abstractos de datos
— —
algoritmo programa en programa
informal seudolenguaje en Pascal

Fig. 1.9. Proceso de solucién de problemas.

En la tercera etapa, se elige una aplicacion para cada tipo de datos abstracto y se
escribe el procedimiento que corresponde a cada operacion con ese tipo. También
se reemplaza por cédigo Pascal toda proposicién informal que quede en el algorit-
mo en seudolenguaje. El resultado serd un programa ejecutable. Después de depu-
rarlo, serd un programa operativo y se espera que por haber aplicado el desarrollo
por pasos bosquejado en la figura 1.9, se requiera poca depuracion.

1.2 Tipos de datos abstractos

Con seguridad, la mayor parte de los conceptos introducidos en la seccién anterior
le es familiar al lector desde sus primeros cursos de programacién. Quiz4 la unica
nocién nueva sea la de tipo de datos abstracto; por €so, antes de continuar, se ana-
lizar4 el papel de estos tipos durante el proceso general de disefio de programas. Para
comenzar, es til comparar este concepto con el mds familiar, de procedimiento.

Los procedimientos, herramientas esenciales de programacidn, generalizan el
coneepto de operador. En vez de limitarse a los operadores incorporados de un len-
guaje de programacién (suma, resta, etcétera), con el uso de procedimientos, un pro-
gramador es libre de definir sus propios operadores y aplicarlos a operandos que no
tienen por qué ser de tipo fundamental. Un ejemplo de esta aplicacién de los pro-
cedimientos es una rutina de multiplicacién de matrices.

Otra ventaja de los procedimientos es que pueden utilizarse para encapsular par-
tes de un algoritmo, localizando en una seccién de un programa todas las proposi-
ciones que tienen importancia en relacién con cierto aspecto de éste. Un ejemplo de
encapsulacién es el uso de un procedimiento para leer todas las entradas y verificar
su validez. La ventaja de realizar encapsulaciones es que se sabe hacia dénde ir para
hacer cambios en el aspecto encapsulado del problema. Por ejemplo, si se decide ve-
rificar que todas las entradas sean no negativas, sélo se necesita cambiar unas cuan-
tas lineas de c6digo, y se sabe con exactitud dénde estdn esas lineas.
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Definicion de tipo de datos abstracto

Se puede pensar en un tipo de datos abstracto (TDA) como en un modelo matema-
tico con una serie de operaciones definidas en ese modelo. Un ejemplo sencillo de
TDA son los conjuntos de niimeros enteros con las operaciones de unidn, intersec-
cién y diferencia. Las operaciones de un TDA pueden tener como operandos no sélo
los casos del TDA que se define, sino también otros tipos de operandos, como en-
teros o casos de otro TDA, y el resultado de una operacién puede no ser un caso de
ese TDA. Sin embargo, se supone que al menos un operando, o el resultado, de al-
guna operacién pertenece al TDA en cuestion.

Las dos propiedades de los procedimientos mencionadas anteriormente, genera-
lizacién y encapsulacién, son igualmente aplicables a los tipos de datos abstractos.
Los TDA son generalizaciones de los tipos de datos primitivos (enteros, reales, et-
cétera), al igual que los procedimientos son generalizaciones de operaciones primi-
tivas (suma, resta, etcétera). Un TDA encapsula cierto tipo de datos en el sentido
de que es posible localizar la definicién del tipo y todas las operaciones con ese tipo
se pueden localizar en una seccién del programa. Asi, si se desea cambiar la forma
de implantar un TDA, se sabe hacia dénde dirigirse, y revisando una pequefia seccion
del programa se puede tener la seguridad de que no hay detalles en otras partes que
puedan ocasionar errores relacionados con ese tipo de datos. Ademds, fuera de la sec-
cién en la que estdn definidas las operaciones con el TDA, éste se puede utilizar
como si fuese un tipo de datos primitivo, es decir, sin preocuparse por la aplicacion.
Un inconveniente es que ciertas operaciones pueden implicar mds de un TDA, y
para que todo marche bien en tales casos, debe hacerse referencia a estas operacio-
nes en las secciones de los dos TDA.

Para ilustrar las ideas bésicas considérese el procedimiento dvido de la sec-
cién anterior (Fig. 1.8), implantado mediante operaciones primitivas en el tipo de da-
tos abstracto LISTA (de enteros). Las operaciones ejecutadas en la LISTA nue_color
fueron las siguientes:

1. vaciar la lista;

2. obtener el primer miembro de la lista y devolver nulo si la lista estaba vacia,

3. obtener el siguiente miembro de la lista y devolver nulo si no hay miembro si-
guiente, y, por iiltimo,

4, insertar un entero en la lista.

Existen muchas estructuras de datos que se pueden utilizar para implantar eficien-
temente a una lista como éstas; este tema se estudiara con profundidad en el capi-
tulo 2. Si en la figura 1.8 se reemplazan esas operaciones por las proposiciones

1. ANULA (nue_color),

2. w:=PRIMERO (nue_color),
3. w = SIGUIENTE (nue_color),
4, INSERTA (v, nue_color);

entonces se aprecia un aspecto importante de los tipos de datos abstractos. Se puede
aplicar un tipo en la forma que se desee sin que los programas, como el de la fi-
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gura 1.8, que utilizan objetos de ese tipo sufran cambios; solamente cambian los pro-
cedimientos que aplican las operaciones en el tipo.

Volviendo al tipo de datos abstracto GRAFO, se observa la necesidad de las si-
guientes operaciones:

obtener el primer vértice no coloreado;
determinar si hay una arista entre dos vértices;
marcar un vértice como coloreado, y

obtener el siguiente vértice no coloreado.

ol ol o

Es evidente que se necesitan otras operaciones fuera del procedimiento dvido,
como insertar vértices y aristas en un grafo y marcar todos sus vértices como no co-
loreados. Hay muchas estructuras de datos que se pueden usar para apoyar grafos
con estas operaciones; este tema se estudia en los capitulos 6 y 7.

Es importante resaltar el hecho de que no hay limite para el nimero de opera-
ciones que se pueden aplicar a diversos casos de un modelo matemético dado. Cada
conjunto de operaciones define un TDA distinto. Algunos ejemplos de operaciones
que podrian definirse con un tipo de datos abstracto CONJUNTO son los siguientes:

1. ANULA(4). Este procedimiento hace que el valor del conjunto A sea el conjunto
vacio.

2. UNION(4, B, C). Este procedimiento toma dos argumentos, 4 y B, cuyos valo-
res son conjuntos, y hace que el conjunto C tome el valor de la unién de 4 y B.

3. TAMANO(A). Esta funcién toma un argumento 4, cuyo valor es un conjunto,
y devuelve un objeto de tipo entero cuyo valor es ¢l nimero de elementos de A.

La implantacién de un TDA es la traduccion en proposiciones de un lenguaje de
programacién, de la declaracién que define una variable como perteneciente a ese
tipo, ademds de un procedimiento en ese lenguaje por cada operacion del TDA. Una
implantacién elige una estructura de datos para representar el TDA; cada estructura
de datos se construye a partir de los tipos de datos fundamentales del lenguaje de
programacién base, utilizando los dispositivos de estructuracién de datos disponi-
bles. Los arreglos y las estructuras de registro son dos importantes dispositivos de
estructuracién de datos de Pascal. Por ejemplo, una implantacién posible de la va-
riable S del tipo CONJUNTO seria un arreglo que contuviera los miembros de S.

Una razén importante para afirmar que dos TDA son diferentes si tienen el mis-
mo modelo matemadtico, pero distintas operaciones, es que lo apropiado de una rea-
lizacién depende en gran medida de las operaciones que se van a realizar. Gran parte
de este libro se dedica al examen de algunos modelos matemdticos bdsicos, como los
conjuntos y los grafos, y al desarrollo de las realizaciones preferibles para varios
conjuntos de operaciones.

Lo ideal seria escribir programas en lenguajes cuyos tipos de datos y operaciones
primitivos estuvieran muy cerca de los modelos y operaciones de los TDA que se
utilizarén aqui. En muchos sentidos, Pascal no es el lenguaje mds apropiado para im-
plantar varios TDA comunes, pero ninguno de los lenguajes en que un TDA puede de-
clararse més directamente es tan conocido. Consultense las notas bibliograficas del
final del capitulo.
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1.3 Tipos de datos, estructuras de datos y tipos de datos abstractos

Aunque los términos «tipo de datos» (o simplemente «tipow), «estructura de datos»
y «tipo de datos abstracto» parecen semejantes, su significado es diferente. En un
lenguaje de programacion, el tipo de datos de una variable es el conjunto de valores
que ésta puede tomar. Por ejemplo, una variable de tipo booleano puede tomar los
valores verdadero o falso, pero ningin otro. Los tipos de datos basicos varian de un
lenguaje a otro; en Pascal son entero (integer), real (real), booleano (boolean) y ca-
récter (char). Las reglas para construir tipos de datos compuestos a partir de los ba-
sicos también varian de un lenguaje a otro; se verd ahora la construccién de esos ti-
pos en Pascal.

Un tipo de datos abstracto es un modelo matemético, junto con varias operacio-
nes definidas sobre ese modelo. Tal como se indicé, en este libro se disefiardn los
algoritmos en funcién de los TDA, pero para implantar un algoritmo en un lenguaje
de programaci6n determinado debe hallarse alguna manera de representar los TDA
en funcién de los tipos de datos y los operadores manejados por ese lenguaje. Para
representar el modelo matematico basico de un TDA, se emplean estructuras de da-
tos, que son conjuntos de variables, quiz4 de tipos distintos, conectadas entre sf de di-
versas formas.

El componente bésico de una estructura de datos es la celda. Se puede representar
una celda como una caja capaz de almacenar un valor tomado de algin tipo de da-
tos basico o compuesto. Las estructuras de datos se crean dando nombres a agrega-
dos de celdas y (opcionalmente) interpretando los valores de algunas celdas como
representantes de conexiones entre celdas (por ejemplo, los apuntadores).

El mecanismo de agregacién mds sencillo en Pascal y en la mayor parte de los
lenguajes de programacion es el arreglo (unidimensional), que es una sucesién de cel-
das de un tipo dado al cual se llamard casi siempre «tipo_celda». Se puede imaginar
un arreglo como una transformacién del conjunto indice (como los enteros
1, 2, ..., n) al tipo tipo-celda. Se puede hacer referencia a una celda de un arreglo
dando el nombre del arreglo en unién de un valor tomado del conjunto indice del
arreglo. En Pascal, el conjunto indice puede ser un tipo enumerado definido por el
programador, como (norte, sur, este, oeste), 0 un subrango como 1..10. Los valores
de las celdas de un arreglo pueden ser de cualquier tipo. Asi, la declaracién

nombre: array [tipo_indice] of tipo_celda;

indica que nombre es una sucesién de celdas, una por cada valor del tipo tipo_in-
dice; el contenido de las celdas puede ser cualquier miembro del tipo tipo_celda.

A propdsito de esto, Pascal tiene una riqueza considerable de tipos indice. Mu-
chos lenguajes s6lo admiten subrangos (conjuntos finitos de enteros consecutivos)
como tipos {ndice. Por ejemplo, en FORTRAN, para indizar un arreglo con letras,
debe simularse el efecto utilizando indices enteros, como el indice 1 para represen-
tar la ’A’, el 2 para la 'B’, y as{ sucesivamente.

Otro mecanismo habitual para agrupar celdas en los lenguajes de programacion
es la estructura de registro. Un registro es una celda constituida por un conjunto de
celdas llamadas campos, que pueden ser de tipos distintos. A menudo, los registros
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se agrupan en arreglos; el tipo definido por la agregacién de los campos de un re-
gistro se convierte en el tipo_celda del arreglo. Por ejemplo, la declaracién en Pascal

var
lista_reg: array [1..4] of record
datos: real;
siguiente: integer
end

declara que /ista_reg es un arreglo de cuatro elementos cuyas celdas son registros
que tienen dos campos: datos y siguiente.

Un tercer método de agrupacién que se encuentra en Pascal y en otros lenguajes
es el archivo (file). Al igual que un arreglo unidimensional, un archivo es una suce-
sién de valores de un tipo particular. La diferencia estd en que un archivo no tiene
tipo indice; los elementos sélo son accesibles en el orden en que aparecen en el ar-
chivo. En contraste, tanto el arreglo como el registro son estructuras de «acceso alea-
torio», lo cual significa que el tiempo necesario para acceder a un componente de
un arreglo o de un registro es independiente del valor del indice del arreglo o del
selector de campo. La ventaja de agrupar por archivos en lugar de hacerlo por arre-
glos es que el nimero de elementos de un archivo puede ser ilimitado y variable
con el tiempo.

Apuntadores y cursores

Ademis de las caracteristicas de agrupacién-celdas de un lenguaje de programacién,
es posible representar relaciones entre celdas mediante apuntadores y cursores. Un
apuntador es una celda cuyo valor indica o sefiala a otra. Cuando se representan gra-
ficamente estructuras de datos, el hecho de que una celda A4 sea un apuntador a la
celda B se indica con una flecha de 4 a B.

En Pascal, se puede crear una variable ap que apunte a celdas de un tipo deter-
minado, como tipo_celda, mediante la declaracion

yar
ap: 1 tipo_celda

En Pascal se utiliza una flecha ascendente postfija como operador de desreferencia-
cién. Asi, la expresién ap t denota el valor (de tipo tipo_celda) de la celda a la que
apunta ap.

Un cursor es una celda de valor entero que se utiliza como apuntador a un arre-
glo. Como métodos de conexién, cursores y apuntadores son en esencia lo mismo,
con la diferencia de que un cursor se puede utilizar en lenguajes que, como FOR-
TRAN, carecen de los tipos apuntadores explicitos que tiene Pascal. Al tratar una
celda de tipo entero como un valor indice para un arreglo, se hace que esa celda apun-
te a una celda del arreglo. Desafortunadamente, esta técnica sélo sirve para apuntar
a celdas contenidas en un arreglo; no hay manera razonable de interpretar un entero
como un «apuntador» a una celda que no sea parte de un arreglo,

En este texto, se dibujard una flecha desde una celda cursor hacia la celda a la



TIPOS DE DATOS, ESTRUCTURAS DE DATOS Y TIPGS DE DATOS ABSTRACTOS 15

que «apunta», En ocasiones, se mostrard también el entero de la celda cursor, para
recordar que no se trata de un verdadero apuntador. El lector debe observar que el
mecanismo apuntador de Pascal es tal que a las celdas de los arreglos s6lo se puede
«apuntan» con cursores, y no con verdaderos apuntadores. Ciertos lenguajes, como
PL/I o C, permiten que los componentes de un arreglo sean apuntados tanto por cur-
sores como por apuntadores, mientras que en otros, como FORTRAN o ALGOL,
no existe el tipo apuntador y sdlo es posible usar cursores.

Ejemplo 1.3. En la figura 1.10 se observa una estructura de datos con dos partes,
constituida por una cadena de celdas que contienen cursores al arreglo lista_reg de-
finido antes. El prop6sito del campo siguiente de lista_reg es apuntar a otro registro
del arreglo. Por ejemplo, lista_reg [4]. siguiente es 1, por tanto, el registro 4 va se-
guido del registro 1. Si se supone que el registro 4 es el primero, el campo siguiente
de lista_reg ordena los registros en la secuencia 4, 1, 3, 2. Obsérvese que ¢l campo
siguiente del registro 2 es 0, lo cual indica que no existe un registro que lo siga. Una
convencién itil que se adoptard en este libro consiste en usar 0 como un «apunta-
dor NIL» cuando se trabaje con cursores. Esto sélo da buenos resultados si también
se adopta la convencion de que los arreglos a los que «apuntan» cursores han de in-
dizarse a partir de 1, no de 0.

encabezamiento Dj—‘

3| 56 2 4

4| 78 1 -

datos siguiente
lista_reg

Fig. 1.10. Ejemplo de una estructura de datos.

Las celdas de la cadena de registros de la figura 1.10 son del tipo

type
tipo_reg = record
cursor. integer,
ap: t tipo_reg
end
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A la cadena apunta una variable llamada encabezamiento, que es de tipo f tipo_reg; en-
cabezamiento apunta a un registro anénimo de tipo tipo_reg t. Ese registro tiene valor
4 en el campo cursor; este 4 se considera como un {ndice del arreglo lista_reg, y en
el campo ap tiene un verdadero apuntador a otro registro anénimo. Este iltimo tie-
ne un indice en su campo cursor, que indica la posicién 2 en lista_reg, y un apunta-
dor nil en su campo ap. 0

1.4 Tiempo de ejecucion de un programa

Cuando se resuelve un problema, con frecuencia hay necesidad de elegir entre va-
rios algoritmos. ;Cémo se debe elegir? Hay dos objetivos que suelen contradecirse:

1. Que el algoritmo sea fécil de entender, codificar y depurar.
2. Que el algoritmo use eficientemente los recursos del computador y, en especial,
que se ejecute con la mayor rapidez posible.

Cuando se escribe un programa que se va a usar una o pocas veces, el primer ob-
jetivo es el mds importante. En tal caso, es muy probable que el costo del tiempo de
programacién exceda en mucho al costo de ejecucién del programa, de modo que el
costo a optimar es el de escritura del programa. En cambio, cuando se presenta un
problema cuya solucién se va a utilizar muchas veces, el costo de ejecucion del pro-
grama puede superar en mucho al de escritura, en especial si en la mayor parte de
las ejecuciones se dan entradas de gran tamaiio. Entonces, es mds ventajoso, desde
el punto de vista econémico, realizar un algoritmo complejo siempre que el tiempo
de ejecucién del programa resultante sea significativamente menor que el de un pro-
grama mds evidente. Y aun en situaciones como esa, quiz4 sea conveniente implantar
primero un algoritmo simple, con el objeto de determinar el beneficio real que se
obtendria escribiendo un programa maés complicado. En la construccién de un sis-
tema complejo, a menudo es deseable implantar un prototipo sencillo en el cual se pue-
dan efectuar simulaciones y mediciones antes de dedicarse al disefio definitivo, De
esto se concluye que un programador no sélo debe estar al tanto de las formas de
lograr que un programa se ejecute con rapidez, sino que también debe saber cuindo
aplicar esas técnicas y cudndo ignorarlas.

Medicion del tiempo de ejecucion de un programa
El tiempo de ejecucién de un programa depende de factores como:

1. los datos de entrada al programa,
2. la calidad del cédigo generado por el compilador utilizado para crear el progra-
ma objeto,

1 El registro no tiene nombre conocido porque se creé con una llamada new (encabezamiento) cuyo efecto
fue que encabezamiento apuntara a ese registro recién creado. No obstante, en el interior de la méquina existe
una direccién de memoria que puede emplearse para localizar la celda.
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3. la naturaleza y rapidez de las instrucciones de mdquina empleadas en la ejecu-
cion del programa, y
4. la complejidad de tiempo del algoritmo base del programa.

El hecho de que el tiempo de ejecucién dependa de la entrada, indica que el tiem-
po de ejecucion de un programa debe definirse como una funcién de la entrada. Con
frecuencia, el tiempo de ejecucién no depende de la entrada exacta, sino sélo de
su «tamafio». Un buen ejemplo de esto es el proceso conocide como clasificacion
(sorting), que se analizard en el capitulo 8. En un problema de clasificacién, se da
como entrada una lista de elementos para ordenar a fin de producir como salida
otra lista con los mismos elementos, pero clasificados de menor a mayor o vicever-
sa. Por gjemplo, dada la lista 2, 1, 3, 1, 5, 8 como entrada, se desea producir la lista
1, 1,2, 3,5, 8 como salida. Se dice entonces que los elementos de la segunda lista
estdn en orden de menor a mayor. La medida natural del tamafio de la entrada a un
programa de clasificacion es el nimero de elementos a ordenar o, en otras palabras,
la longitud de la lista de entrada. En general, la longitud de la entrada es una medi-
da apropiada de tamafio, y se supondrd que tal es la medida utilizada a menos que
se especifique lo contrario.

Se acostumbra, pues, a denominar T(n) al tiempo de ejecucién de un programa
con una entrada de tamafio n. Por ejemplo, algunos programas pueden tener un tiem-
po de ejecucién T(n) = cn?, donde ¢ es una constante. Las unidades de T(n) se dejan
sin especificar, pero se puede considerar a T(n) como el nimero de instrucciones
ejecutadas en un computador idealizado.

Para muchos programas, el tiempo de ejecucién es en realidad una funcién de la
entrada especifica, y no sélo del tamafio de ella. En este caso se define T(rn) como el
tiempo de ejecucion del peor caso, es decir, el mdximo valor del tiempo de ejecucién
para entradas de tamafio n. También suele considerarse 7,,,,(n), el valor medio
del tiempo de ejecucion de todas las entradas de tamafio n. Aunque T,,,,(n) parece
una medida mds razonable, a menudo es engafioso suponer que todas las entradas
son igualmente probables. En la préictica, casi siempre es mas dificil determinar el
tiempo de ejecucion promedio que el del peor caso, pues el andlisis se hace intrata-
ble en matematicas, y la nocién de entrada «promedio» puede carecer de un signi-
ficado claro. Asi pues, se utilizard el tiempo de ejecucion del peor caso como me-
dida principal de la complejidad de tiempo, aunque se mencionara la complejidad
del caso promedio cuando pueda hacerse en forma significativa.

Considérense ahora las observaciones 2 y 3 anteriores: a saber, que el tiempo de
ejecucion depende del compilador y de la mdquina utilizados. Este hecho implica
que no es posible expresar 7{#) en unidades estidndares de tiempo, como segundos. An-
tes bien, s6lo se pueden hacer observaciones como «el tiempo de ejecucién de tal al-
goritmo es proporcional a n?», sin especificar la constante de proporcionalidad, pues
depende en gran medida del compilador, la maquina y otros factores.

Notacion asintética («0 mayuscula» y omega mayusculas)

Para hacer referencia a la velocidad de crecimiento de los valores de una funcién se
usard la notacién conocida como notacion asintdtica («o mayiscula»). Por ejemplo, de-
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cir que el tiempo de ejecucién 7(n) de un programa es O(n?), que se lee «o mayidscula
de n al cuadrado» o tan sélo «o de n al cuadradow, significa que existen constantes
enteras positivas c y n, tales que para n mayor o igual que ng, se tiene que 7{(n) =< cn?.

Ejemplo 1.4. Supéngase que T(0) = 1, 7(1) = 4, y en general T(n) = (n + 1)*. En-
tonces se observa que T(n) es O(n?) cuando ny =1y c=4; es decir, para n = 1, se
tiene que (n+1)? =4n?, que es fécil de demostrar. Obsérvese que no se puede hacer
ny =0, pues 7(0) =1 no es menor que ¢0? = 0 para ninguna constante ¢. D

A continuacion, se supondr4 que todas las funciones del tiempo de ejecucion es-
t4n definidas en los enteros no negativos, y que sus valores son siempre no negati-
vos, pero no necesariamente enteros. Se dice que 7(n) es O(f{n)) si existen constan-
tes positivas ¢ y n, tales que T(n) =< ¢fln) cuando n = n,. Cuando el tiempo de eje-
cucién de un programa es O{f{n)), se dice que tiene velocidad de crecimiento f{n).

Ejemplo 1.5. La funcién T(n) = 3n® + 2n? es O(n’). Para comprobar esto, sean ny = 0
y ¢= 5. Entonces, el lector puede mostrar que para n =0, 3n® + 2n? < 5n3. Tam-
bién se podria decir que T(n) es O(n*), pero serfa una aseveracién mds débil que de-
cir que T(n) es O(n?).

A manera de segundo ejemplo, se demostrara que la funcién 3" no es ((2"). Para
esto, supOngase que existen constantes n, y ¢ tales que para todo n = ny, se tiene que
37 < ¢2". Entonces, ¢ = (3/2)" para cualquier valor de n = n,. Pero (3/2)" se hace
arbitrariamente grande conforme n crece y, por tanto, ninguna constante ¢ puede
ser mayor que (3/2)" para toda n. O

Cuando se dice que T(n) es O(f(n)), se sabe que f(n) es una cota superior para la
velocidad de crecimiento de T(n). Para especificar una cota inferior para la veloci-
dad de crecimiento de T(n), se usa la notacién T(n) es Q (g(n)), que se lee «T(n) es
omega mayiiscula de g(n)» o simplemente «7{(#) es omega de g(n)», lo cual significa
que existe una constante ¢ tal que 7(n) = cg(n) para un nimero infinito de valores
dent.

Ejemplo 1.6. Para verificar que la funcién T(n) = n® + 2n? es Q(n?), sea ¢ = 1. En-
tonces, T(n) = cn*paran=0, 1, ...

En otro ejemplo, sea T{n) = n para n = | impar, y sea T(n) = n%/100 para n= 0
par. Para verificar que T(n) es Q(n?), sea ¢ = 1/100 y considérese el conjunto infini-
todevaloresden: n=0,2,4,6, ...0

La stirania- de la velocidad de crecimiento

Se supondré4 que es posible evaluar programas comparando sus funciones de tiempo
de ejecucion sin considerar las constantes de proporcionalidad. Seglin este supuesto,
un programa con tiempo de ejecucién O(n?) es mejor que uno con tiempo de ejecu-

+ Obsérvese la asimetria existente entre las notaciones «o mayuscula» y «omega mayiscula», La razén de que
esta asimetria sea con frecuencia wtil, es que muchas veces un algoritmo es rapido con muchas entradas
pero no con todas, Por ejemplo, para probar si la entrada es de longitud prima, existen algoritmos que se
ejecutan muy répido si la longitud es par, de modo que para el tiempo de ejecucién no es posible obtener
una buena cota inferior que sea vilida para toda n = n,
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cién O(n*) por ejemplo. Sin embargo, ademds de los factores constantes debidos al
compilador y a la mdquina, existe un factor constante debido a la naturaleza del pro-
grama mismo. Es posible, por ejemplo, que con una combinacién determinada de
compilador y méaquina, el primer programa tarde 100n? milisegundos, mientras el
segundo tarda 5n° milisegundos. En este caso, jno es preferible el segundo programa
al primero?

La respuesta a esto depende del tamafio de las entradas que se espera que pro-
cesen los programas. Para entradas de tamafio n < 20, el programa con tiempo de
ejecucién Sn’ serd mds rdpido que el de tiempo de ejecucion 100n% Asi pues, si el
programa se va a ejecutar principalmente con entradas pequefias, serd preferible el
programa cuyo tiempo de ejecucién es O(n?). No obstante, conforme n crece, la ra-
z6n.de los tiempos de ejecucion, que es 573/100n% = n/20, se hace arbitrariamente
grande. Asi, a medida que crece el tamaiio de la entrada, el programa O(r’) requiere
un tiempo significativamente mayor que el programa O(n?). Pero si hay algunas en-
tradas grandes en los problemas para cuya solucién se estdn disefiando estos dos pro-
gramas, serd mejor optar por el programa cuyo tiempo de ejecucién tiene la menor
velocidad de crecimiento.

Otro motivo para al menos considerar programas cuyas velocidades de creci-
miento sean lo més pequeiias posible, es que bdsicamente es la velocidad del creci-
miento quien determina el tamaiio de problema que se puede resolver en un com-
putador. Para decirlo de otro modo, conforme los computadores se hacen mds ve-
loces, también aumentan los deseos del usuario de resolver con ellos problemas mas
grandes; sin embargo, a menos que un programa tenga una velocidad de crecimien-
to baja, como O(n) u ((nlogn), un incremento modesto en la rapidez de un compu-
tador no influye gran cosa en el tamaiio del problema mds grande que es posible re-
solver en una cantidad fija de tiempo.

T(n)
3000

2000

5 10 15 20 n

Fig. 1.11. Tiempos de ejecucion de cuatro programas.
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Ejemplo 1.7. En la figura 1.11 se pueden ver los tiempos de ejecucién de cuatro pro-
gramas de distintas complejidades de tiempo, medidas en segundos, para una com-
binacién determinada de compilador y mdquina. Supdngase que se dispone de 1000
segundos, o alrededor de 17 minutos, para resolver un problema determinado. ;Qué
tamaiio de problema se puede resolver? Como se puede ver en la segunda columna
de la figura 1.12, los cuatro algoritmos pueden resolver problemas de un tamaiio si-
milar en 10? segundos.

Supdngase ahora que se adquiere una maquina que funciona diez veces mds ra-
pido sin costo adicional. Entonces, con el mismo costo, es posible dedicar 10* segun-
dos a la solucién de problemas que antes requerian 10° segundos. El tamafio méxi-
mo de problema que es posible resolver ahora con cada uno de los cuatro programas
se muestra en la tercera columna de la figura 1.12, y la razén entre los valores de
las columnas segunda y tercera se muestra en la cuarta. Se observa que un aumento
del 1000% en la velocidad del computador origina apenas un incremento del 30%
en el tamafio de problema que se puede resolver con el programa O(2”). Los au-
mentos adicionales de un factor de diez en la rapidez del computador a partir de
este punto originan aumentos porcentuales ain menores en el tamaifio de los proble-
mas. De hecho, el programa O(2") sélo puede resolver problemas pequefios, inde-
pendientemente de la rapidez del computador.

Tiempo de Tamaifio méximo Tamafio mdximo Incremento en el
ejecucién de problema de problema tamafio maximo
T(n) para 10° seg para 10* seg de problema
100n 10 100 10.0
5n2 14 45 12
n¥2 12 27 2.3
20 10 13 1:3

Fig. 1.12. Efecto de multiplicar por diez la velocidad del computador.

En la tercera columna de la figura 1.12 se puede apreciar una superioridad evi-
dente del programa (Xn); éste permite un aumento del 1000% en el tamafio de pro-
blema para un incremento del 1000% en la rapidez del computador. Se observa que
los programas O(n’) y O(n*) permiten aumentos de 230% y 320%, respectivamente,
en el tamarfio de problema, para un incremento del 1000% en la rapidez del compu-
tador. Estas razones se mantendrdn vigentes para incrementos adicionales en la ra-
pidez del computador. O

Mientras exista la necesidad de resolver problemas cada vez mds grandes, se pro-
ducird una situacion casi paraddjica. A medida que los computadores aumenten su
rapidez y disminuyan su precio, como con toda seguridad seguird sucediendo, tam-
bién el deseo de resolver problemas mads grandes y complejos seguird creciendo. Asi,
la importancia del descubrimiento y el empleo de algoritmos eficientes (aquellos cu-
yas velocidades de crecimiento sean pequefias) ird en aumento, en lugar de dismi-
nuir.
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Aspectos importantes

Es necesario subrayar de nuevo que la velocidad de crecimiento del tiempo de eje-
cucién del peor caso no es el tinico criterio, ni necesariamente el mds importante,
para evaluar un algoritmo o un programa. A continuacién se presentan algunas con-
diciones en las cuales el tiempo de ejecucién de un programa se puede ignorar en
favor de otros factores.

1. Siun programa se va a utilizar sélo algunas veces, el costo de su escritura y de-
puracién es el dominante, de manera que el tiempo de ejecucién raramente in-
fluird en el costo total. En ese caso debe elegirse el algoritmo que sea més facil
de aplicar correctamente.

2. Siun programa se va a ejecutar sélo con entradas «pequefias», la velocidad de
crecimiento del tiempo de ejecucién puede ser menos importante que el factor
constante de la férmula del tiempo de ejecucién. Determinar qué es una entra-
da «pequeiia», depende de los tiempos de ejecucion exactos de los algoritmos im-
plicados. Hay algoritmos (como ¢l de multiplicacién de enteros de Schonhage y
Strassen [1971]) que son asintdticamente los m4s eficientes para sus proble-
mas, pero nunca se han llevado a la practica ni siquiera con los problemas mas
grandes, debido a que la constante de proporcionalidad es demasiado grande
comparada con la de otros algoritmos menos «eficientes».

3. Un algoritmo eficiente pero complicado puede no ser apropiado porque poste-
riormente puede tener que darle mantenimiento otra persona distinta del escri-
tor. Se espera que al difundir el conocimiento de las principales técnicas de di-
sefio de algoritmos eficientes, se podrdn utilizar libremente algoritmos més com-
plejos, pero debe considerarse la posibilidad de que un programa resulte intil
debido a que nadie entiende sus sutiles y eficientes algoritmos.

4. Existen ejemplos de algoritmos eficientes que ocupan demasiado espacio para
ser aplicados sin almacenamiento secundario lento, lo cual puede anular la efi-
ciencia.

5. En los algoritmos numeéricos, la precisién y la estabilidad son tan importantes
como la eficiencia.

1.5 cilculo del tiempo de ejecucién de un programa

Calcular el tiempo de ejecucién de un programa arbitrario, aunque sélo sea una
aproximacién a un factor constante, puede ser un problema matemé4tico complejo.
Sin embargo, en la préctica esto suele ser mds sencillo; basta con aplicar unos cuan-
tos principios bdsicos. Antes de presentar estos principios, es importante aprender a
sumar y a multiplicar en notacién asintdtica.

Supéngase que T'y(n) y T,(n) son los tiempos de ejecucién de dos fragmentos de
programa P, y P,, y que T,(n) es O(fln)) y Ty(n) es O(g(n)). Entonces T\(n) +
+ Ty(n), el tiempo de ejecucidn de P, seguido de P,, es O{méx (f{n), g(n))). Para saber
por qué, obsérvese que para algunas constantes, ¢;, ¢;, M, ¥ N, i n = n,, entonces
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Ty(n) < c, fin), y si n = n,, entonces Ty(n) =< cg(n). Sea ny = max(n,, ny). Si
n = ny, entonces T,(n) + Ty(n) < c,fin) + c,g(n). De aqui se concluye que sin = ng,
entonces T,(n) + Ty(n) < (c, + cymax(f{n), g(n)); por tanto, Ty(n)+ T(n) es O(méx(fn),
&(n))).

Ejemplo 1.8. La regla de la suma anterior puede usarse para calcular el tiempo de
ejecucién de una secuencia de pasos de programa, donde cada paso puede ser un frag-
mento de programa arbitrario con ciclos y ramificaciones. Supéngase que se tienen
tres pasos cuyos tiempos de ejecucién son, respectivamente, O(n?), O(n*) y O(nlogn).
Entonces, el tiempo de ejecucién de los dos primeros pasos ejecutados en secuencia
es O(mdx(n?, n®)) que es O(n?). El tiempo de ejecucion de los tres juntos es O(max(n’,
nlogn)), que es (n?). O

En general, el tiempo de ejecucién de una secuencia fija de pasos, dentro de un
factor constante, es igual al tiempo de ejecucién del paso con mayor tiempo de gje-
cucién. En raras ocasiones dos pasos pueden tener tiempos de ejecucién inconmen-
surables (ninguno es mayor que el otro, ni son iguales). Por ejemplo, puede haber
pasos con tiempos de ejecucién O(f{n)) y O(g(n)), donde

n* si n es par n? si n es par
Amy= (7, S1NED = 4L uANP
n? si n es impar n? si n es impar

En tales casos, la regla de la suma debe aplicarse directamente; en el ejemplo, el tiem-
po de ejecucién es O(max(f{(n), g(n))), esto es, n* si n es par y »° si es impar.

Otra observaci6n 1itil sobre la regla de la suma es que si g(n) < fln) para toda n
mayor que una constante 7, entonces O(f{n) + g(n)) es lo mismo que O(f{n)). Por
ejemplo, O(n? + n) es lo mismo que O(n?).

La regla del producto es la siguiente: si T,(n) y T,(n) son O(fin)) y O(g(n)), res-
pectivamente, entonces T,(n)T,(n) es O(f{n)g(n)). Se aconseja probar este hecho con
las mismas ideas que se utilizaron para probar la regla de la suma. Segtn la regla
del producto, O(cfin)) significa lo mismo que O(f(n)) si ¢ es una constante positiva
cualquiera. Por ejemplo, O(n?/2) es lo mismo que O{(n?).

Antes de pasar a las reglas generales de andlisis de los tiempos de ejecucién de
los programas, se presentard un ejemplo sencillo para proporcionar una visién gene-
ral del proceso.

Ejemplo 1.9. Considérese el programa de clasificacién burbuja de la figura 1.13,
que ordena un arreglo de enteros de menor a mayor. El efecto total de cada recorri-
do del ciclo interno de las proposiciones (3) a (6), es hacer que el menor de los ele-
mentos suba hasta el principio del arreglo.

El nimero n de elementos que se van a clasificar es la medida apropiada del ta-
maiio de la entrada. La primera observacién que se hace es que cada proposicién
de asignacion toma cierta cantidad constante de tiempo, independiente del tamaiio
de la entrada. Esto significa que las proposiciones (4), (5) y (6) toman tiempo O(1)
cada una. Obsérvese que O(1) es 1a notacién «o mayuscula» de una «cantidad constan-
te». Por la regla de la suma, el tiempo de ejecucién combinado de este grupo de pro-
posiciones es O(mdx(1, 1, 1)) = O(1).
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Ahora deben tenerse en cuenta las proposiciones condicionales y las de control
de ciclos. Las proposiciones if y for estdn anidadas unas dentro de otras, de modo

procedure burbuja ( var A: array [1..n] of integer );
{ burbuja clasifica el arreglo 4 de menor a mayor |}

var

i, J, temp: integer;

begin
)] for i := 1 to n-1 do
(2) for j ;= ndownto i + 1 do
(3) if A[j-1] > A[j] then begin

{ intercambia A[j-1] y A[j] |

(4) temp = A[j-1];
(5) A[j-1] = A[j];
(6) Alf] = temp

end
end; | burbuja |

Fig. 1.13. Clasificacion burbuja.

que se debe ir de dentro hacia fuera para obtener el tiempo de ejecucién del grupo
condicional y de cada ciclo. En cuanto a la proposicidn if, la prueba de la condicion
requiere tiempo O(1). No se sabe si el cuerpo de la proposicidn if (lineas (4) a (6))
se ejecutard, pero dado que se busca el tiempo de ejecucién del peor caso, se supone
lo peor, esto es, que se ejecute. Por tanto, el grupo if de las proposiciones (3) a (6)
requiere tiempo O(1).

Asi, siguiendo hacia fuera, se llega al ciclo for de las lineas (2) a (6). La regla ge-
neral para un ciclo es que el tiempo de ejecucion total resulta de sumar, en cada ite-
racion, los tiempos empleados en ejecutar el cuerpo del ciclo en esa iteracién. Debe
acumularse al menos O(1) por cada iteraci6n para justificar el incremento del indice,
con el fin de verificar si se alcanzé el limite y para saltar de vuelta al principio del
ciclo. Para el ciclo de las lineas (2) a (6), el cuerpo tarda tiempo O(1) en cada ite-
racién. El nimero de iteraciones es n-i, de modo que, por la regla del producto, el
total de tiempo invertido en el ciclo de las lineas (2) a (6) es O((n-i)x1), o sea,
O(n-i).

Se sigue ahora con el ciclo externo, el cual contiene todas las proposiciones eje-
cutables del programa. La proposicidn (1) se ejecuta n-1 veces, de manera que el
tiempo total de ejecucion del programa tiene como cota superior una constante mul-
tiplicada por

-1
3 (n—i) = n(n=-1)/2 = n2/2 - n/2
=1

que es O(n?). Por tanto, para ejecutar el programa de la figura 1.13 se necesita un
tiempo proporcional al cuadrado del nimero de elementos que se van a clasificar.
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En el capitulo 8 se presentardn programas de clasificacidn cuyo tiempo de ejecucién
es O(nlogn), que es considerablemente menor, dado que logn 1 es mucho menor que
n para valores grandes de n. O

Antes de proseguir con algunas reglas generales de analisis, recuérdese que la de-
terminacion de una cota superior precisa para el tiempo de ejecucidn de un progra-
ma, unas veces es sencilla, pero otras puede ser un desafio intelectual profundo. No
existe un conjunto completo de reglas para analizar programas; en este libro sélo se
proporcionardn ciertas sugerencias e ilustraran algunos de sus aspectos més sutiles
mediante ejemplos.

Se enumerardn ahora algunas reglas generales para el andlisis de programas. En
general, el tiempo de ejecucién de una proposicidon o de un grupo de ellas puede te-
ner como pardmetros el tamaiio de la entrada, una o mds variables, 0 ambas cosas.
El tinico pardmetro permisible para el tiempo de ejecucién del programa completo
es n, el tamafio de la entrada.

1. El tiempo de ejecucion de cada proposicién de asignacion (lectura y escritura),
por lo comiin puede tomarse como O(1). Hay unas cuantas excepciones, como
en PL/I, donde una asignacién puede implicar matrices arbitrariamente grandes,
y en cualquier lenguaje donde se permitan llamadas a funciones en las proposi-
ciones de asignacién,

2. El tiempo de ejecucién de una secuencia de proposiciones se determina por la
regla de la suma. Esto es, el tiempo de ejecucién de una secuencia es, dentro de
un factor constante, el maximo tiempo de ejecucion de una proposicion de la se-
cuencia.

3. El tiempo de ejecucion de una proposicion condicional if es el costo de las pro-
posiciones que se gjecutan condicionalmente, mas el tiempo para evaluar la con-
dicién. El tiempo para evaluar la condicidn, por lo general, es O(1). El tiempo
para una construccién if-then-else es la suma del tiempo requerido para evaluar
la condicién mds el mayor entre los tiempos necesarios para ejecutar las propo-
siciones cuando la condicién es verdadera y el tiempo de ejecucién de las pro-
posiciones cuando la condicidn es falsa.

4. El tiempo para ejecutar un ciclo es la suma, sobre todas las iteraciones del ci-
clo, del tiempo de ejecucién del cuerpo y del empleado para evaluar la condi-
cién de terminacion (este ultimo suele ser O(1)). A menudo este tiempo es, des-
preciando factores constantes, el producto del numero de iteraciones del ciclo
y el mayor tiempo posible para una ejecucion del cuerpo, pero, por seguridad,
debe considerarse cada iteracién por separado. Por lo comiin, se conoce con cer-
teza el nimero de iteraciones, pero en ocasiones no es posible determinarlo con
precision. Incluso puede ocurrir que un programa no sea un algoritmo y que no
exista un limite al nimero de iteraciones de ciertos ciclos.

+ A menos que se especifique lo contrario, todos los logaritmos son de base 2. Obsérvese que O(logn) no
depende de la base del logaritmo, puesto que log,n = clogyn, donde ¢ = log,b.
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Llamadas a procedimientos

Si se tiene un programa con procedimientos que no son recursivos, es posible calcu-
lar el tiempo de ejecucién de los distintos procedimientos, uno a la vez, partiendo
de aquellos que no llaman a otros. (Recuérdese que la invocacién a una funcién debe
considerarse una «llamada».) Debe haber al menos un procedimiento con esa carac-
teristica, a menos que como minimo un procedimiento sea recursivo. Después, pue-
de evaluarse el tiempo de ejecucién de los procedimientos que sélo llaman a proce-
dimientos que no hacen llamadas, usando los tiempos de ejecucién de los procedi-
mientos llamados evaluados antes. Se continua el proceso evaluando el tiempo de
ejecucion de cada procedimiento después de haber evaluado los tiempos correspon-
dientes a los procedimientos que llama.

Si hay procedimientos recursivos, no es posible ordenar las evaluaciones de modo
que cada una utilice sélo evaluaciones ya realizadas. Lo que se debe hacer ahora es
asociar a cada procedimiento recursivo una funcién de tiempo desconocida T(n),
donde n mide el tamafio de los argumentos del procedimiento. Luego se puede ob-
tener una recurrencia para T(n), es decir, una ecuacion para 7(#n) en funcién de 7(k)
para varios valores de k.

Se conocen ya técnicas para resolver varias clases de recurrencias; algunas de ellas
se presentardn en el capitulo 9. Aqui se mostrard cémo analizar un programa recur-
sivo sencillo.

Ejemplo 1.10. La figura 1.14 muestra un programa recursivo para calcular n!, que
es el producto de todos los enteros de 1 a n inclusive.

Una medida de tamaiio apropiado para esta funcién es el valor de n. Sea T(n)
el tiempo de ejecucién para fact(n). El tiempo de ejecucidn para las lineas (1) y (2)
es O(1), y para la linea (3) es O(1) + T(n—1). Por tanto, para ciertas constantes ¢ y d,

c+ T(n-1) sin>1
Tiay= d sin=<1 .1
function fact ( n: integer ) : integer;
{ fact(n) calcula n! |

begin
(1) if n < =1 then
(2) fact =1
else
3) Jact .= n = fact(n-1)
end; { fact |

Fig. 1.14. Programa recursivo para calcular factoriales.

Suponiendo que n > 2, se puede desarrollar 7(n-1) en (1.1) para obtener

T(n)=2c+ T(n-2)sin> 2
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Esto es, T(n-1) = ¢ + T(n-2), como se puede ver al sustituir 1 por n—1 en (1.1). Asi
pues, es posible reemplazar T(n—1) con ¢ + T(n-2) en la ecuacién T(n) = ¢ + T(n-1)
Después, se puede usar (1.1) para desarrollar 7(n-2), con lo que se obtiene

T(n) = 3¢ + T(n-3) sin>3

y asi sucesivamente. En general,

T(n) = ic + T(n-i) sin>|

Por iltimo, cuando i = n—1, se obtiene

T(n)=e(n-1)+ T(1) =c(n-1) + d (1.2)

Por (1.2) se concluye que T(n) es O(n). Es importante observar que en este an4lisis
se ha supuesto que la multiplicacién de dos enteros es una operacién de tiempo O(1).
En la préctica, no obstante, no se puede emplear el programa de la figura 1.14 para
calcular n! cuando los valores de n son grandes, pues el tamafio de los enteros que
se calculen excederd del tamafio de palabra de la mdquina en cuestién. O

El método general para resolver una ecuacién de recurrencia, tal como se tipifica
en el ejemplo 1.10, consiste en reemplazar en forma repetida términos 7(k) del lado
derecho de la ecuacion por el lado derecho completo, donde k se reemplaza por n,
hasta obtener una férmula en la que T no aparezca en el lado derecho como en (1.2).
A menudo es necesario calcular la suma de una sucesién o, si no es posible encon-
trar la suma exacta, obtener una cota superior cercana para la suma a fin de hallar
una cota superior para 7(»).

Programas con proposiciones GOTO

Hasta ahora, al analizar el tiempo de ejecucidén de un programa, se supuso de ma-
nera tdcita que el flujo de control dentro de un procedimiento estaba determinado
por construcciones de ciclos v de ramificacién. Esto sirvié como base en la deter-
minacion del tiempo de ejecucién de grupos de proposiciones cada vez mds gran-
des, al suponer que sélo se necesitaba la regla de la suma para agrupar secuencias
de proposiciones. Sin embargo, las proposiciones goto (proposiciones de transferen-
cia incondicional de control) hacen més complejo el agrupamiento légico de las pro-
posiciones de un programa. Por esta razon, las proposiciones goto deberian evitarse,
pero Pascal carece de proposiciones para salir de un ciclo o terminarlo en forma anor-
mal (como break y continue), por lo que con frecuencia se utiliza goto para estos
fines.

Para manejar proposiciones goto que realicen saltos de un ciclo a cédigo que
con seguridad esta después del ciclo, se sugiere el siguiente enfoque. (Por lo general,
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ésta es la nica clase de goto que estd justificada.) Puesto que es probable que se eje-
cute el goto en forma condicional dentro del ciclo, se puede suponer que nunca se
efectiia. Debido a que el goto transfiere el control a una proposicién que se ejecutara
después de terminado el ciclo, esta suposicién resulta conservadora; no es posible
subestimar el tiempo de ejecucion del peor caso si se presume que el ciclo se ejecu-
ta por completo. Sin embargo, es raro el programa en el que ignorar el goto es tan
conservador que puede llevar a sobreestimar la velocidad de crecimiento del tiempo
de ejecucion del programa para el peor caso. Obsérvese que si se presentara un goto
que transfiriera el control a cédigo ejecutado con anterioridad, no seria posible ig-
norarlo sin correr riesgos, pues ese goto podria crear un ciclo que consumiera la ma-
yor parte del tiempo de ejecucién.

No por esto debe pensarse que el uso de proposiciones goto hacia atrds en si mis-
mo hace que los tiempos de ejecucion sean imposibles de analizar. El enfoque para
analizar tiempos de ejecucion, que se describi6 en esta seccién, funcionard bien en la
medida en que los ciclos de un programa tengan una estructura razonable, es decir,
que cualquier par de ciclos sea siempre disjunto o anidado. (No obstante, es res-
ponsabilidad del analizador descubrir la estructura de los ciclos.) Asi pues, no debe
dudarse en aplicar estos métodos de andlisis de programas a lenguajes como FOR-
TRAN, donde los goto son esenciales, pero los programas tienden a tener una es-
tructura de ciclos razonable.

Andlisis de un seudoprograma

Si se conoce la velocidad de crecimiento del tiempo necesario para ejecutar propo-
siciones informales en espafiol, es posible analizar seudoprogramas como si fueran
programas reales. Sin embargo, muchas veces no se conoce el tiempo que demanda-
rdn las partes no completamente terminadas de un seudoprograma. Por ejemplo, si
se tiene un seudoprograma donde las unicas partes no terminadas son operaciones
con TDA, puede elegirse una de las varias implantaciones posibles para un TDA y el
tiempo de ejecucion total puede depender en gran medida de la realizacién elegida.
Por supuesto, una de las razones en favor de la escritura de programas con TDA es
que permite considerar los pros y los contras entre los tiempos de ejecucién de va-
rias operaciones que resultan de efectuar distintas realizaciones.

Para analizar seudoprogramas que contengan proposiciones en algin lenguaje de
programacion y llamadas a procedimientos alin no implantados, tales como operacio-
nes con TDA, se calcula el tiempo de ejecuciéon como una funcién de los tiempos
de ejecucidn no especificados de esos procedimientos. El tiempo de ejecucién de un
procedimiento obtiene sus parametros mediante el «tamanio» de su argumento (o ar-
gumentos). Asi como sucede con el «tamaiio de la entrada», la medida apropiada
para el tamafio de un argumento es decisién de quien hace el anélisis. Si el proce-
dimiento es una operacidn con un TDA, el modelo matemadtico subyacente a menu-
do indica la nocién légica de tamanio. Por ejemplo, si el TDA estd basado en con-
juntos, el nimero de elementos de los conjuntos es con frecuencia la nocidn correc-
ta de tamaiio. En los capitulos siguientes se veran muchos ejemplos de andlisis del
tiempo de ejecucién de seudoprogramas.
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1.6 Buenas practicas de programacién

Hay un buen nimero de ideas que se deberian tener presente al disefiar un algo-
ritmo e implantarlo como programa. Estas ideas a menudo parecen perogrulladas,
porque sélo se pueden apreciar en toda su extensién a través de su empleo acertado
en situaciones practicas, mds que en el desarrollo de una teoria. A pesar de esto, son
lo bastante importantes para repetirlas aqui. El lector debe observar con detenimien-
to la aplicacién de estas ideas en los programas disefiados en este libro, asi como bus-
car oportunidades para ponerlas en prictica en sus propios programas.

1. Planificar el disefio de un programa. En la seccién 1.1 se mostré cémo disefar
un programa partiendo de un esbozo informal del algoritmo, con el disefio de
un seudoprograma y luego con el refinamiento gradual del seudocédigo hasta
convertirlo en ejecutable. Esta estrategia de esbozar, y después detallar, tiende
a la produccién de un programa final mds organizado que facilita su depuracién

_ ¥ mantenimiento.

2. Encapsular. Empléense procedimientos y diversos TDA para que el cédigo aso-
ciado a cada operacién importante y a cada tipo de datos quede colocado en un
solo lugar del listado del programa. Después, si es necesario hacer cambios, la
seccion de cddigo pertinente se localizard con facilidad.

3. Usar o modificar un programa existente. Una de las principales causas de inefi-
ciencia en el proceso de programacién es que muchas veces un proyecto se abor-
da como si fuera el primer programa que se hubiera escrito. Se deberia buscar
primero un programa ya elaborado que realice la tarea completa o parte de ella.
A la inversa, cuando se escribe un programa, se deberia pensar en ponerlo a dis-
posicion de otras personas para posibles usos no previstos.

4. Confeccionar herramientas. En lenguaje de computacién, una herramienta es un
programa que tiene una variedad de usos. Cuando se escriba un programa, debe
pensarse en la posibilidad de escribirlo de un modo mds general sin mayor es-
fuerzo adicional. Por ejemplo, supdngase que se pide escribir un programa para
la programacién de exdmenes finales; en lugar de eso, escribase una herramienta
que tome un grafo arbitrario y coloréense sus vértices con el minimo de colores
posible, de modo que no haya dos vértices del mismo color unidos por una arista.
En el contexto de la programacién de exdmenes, los vértices son los grupos de es-
tudiantes, los colores son los periodos de exdmenes, y una arista entre dos gru-
pos significa que éstos tienen algun estudiante en comuin. El programa de colo-
racién, junto con rutinas que traduzcan las listas de grupos en grafos y los co-
lores en dias y horas especificos, es el programador de exdmenes. Sin embargo,
el programa de coloracién se puede usar para resolver problemas que no tengan
relacién alguna con la programacion de exdmenes, como el problema de los se-
maéforos de la seccidén 1.1.

5. Programar a nivel de mandatos. En ocasiones, es imposible encontrar en una bi-
blioteca el programa que se necesita para realizar cierto trabajo, ni adaptar una
herramienta para tal efecto. Un sistema operativo bien disefiado permite conec-
tar entre si una red de programas disponibles sin que sea necesario escribir un
programa nuevo, sino sélo una lista de mandatos (commands) del sistema ope-
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rativo. Para que los mandatos sean pertinentes, es necesario que cada uno se com-
porte como un filtro, o sea como un programa con un archivo de entrada y otro
de salida. Obsérvese que es posible componer un nimero arbitrario de filtros, y
si el sistema operativo estd disefiado de forma inteligente, una simple lista de
mandatos (dispuestos como han de ejecutarse) serd suficiente como programa.

Ejemplo 1.11. Como ejemplo de lo anterior, considérese el programa spell, tal como
fue escrito por S. C. Johnson a partir de mandatos de UNIX t. Este programa toma
como entrada un archivo a, que contiene un texto en inglés, y produce como salida
todas aquellas palabras en @, que no se encuentren en un pequefio diccionario tt.
spell tiende a listar los nombres propios como faltas de ortografia, al igual que las
palabras que no figuren en el diccionario, pero dado que la salida tipica del progra-
ma es pequefia, puede examinarse visualmente, y la inteligencia de cualquier ser hu-
mano puede determinar si una palabra de la salida de spell tiene faltas de ortografia
o no. (La ortografia de la version original en inglés de este libro se verificé con spell.)
El primer filtro utilizado por spell es un mandato llamado trans/ate; cuando este
mandato recibe pardmetros apropiados, puede reemplazar las letras mayusculas
por miniisculas y los espacios por saltos de linea, sin alterar los caracteres restantes.
La salida de translate es un archivo a, que contiene las palabras de a,, sin mayus-
culas y una en cada linea. A continuaci6n, aparece el mandato sort que clasifica las li-
neas de su archivo de entrada en orden lexicografico (alfabético). La salida de sort
es un archivo a, que tiene todas las palabras de a, en orden alfabético, con repeti-
ciones. Entonces, un mandato unique elimina las lineas duplicadas de su archivo de
entrada y produce un archivo de salida a, que contiene las palabras del archivo ori-
ginal, sin mayusculas ni duplicaciones, en orden alfabético. Por ultimo, se aplica a
a, un mandato 4iff; con un pardmetro que indica un segundo archivo a; que contie-
ne una lista alfabetizada de las palabras del diccionario, una en cada linea. El resul-
tado tiene todas las palabras de a, (y por tanto de ;) que no estdn en as, esto es,
todas las palabras de la entrada original que no se encuentran en el diccionario. El
programa spell completo no es mds que la siguiente secuencia de mandatos.

spell: transiate [A-Z] — [a-z], espacio — nueva_linea
sort
unique
diff diccionario

La programacién a nivel de mandatos requiere disciplina por parte de una co-
munidad de programadores; éstos deben escribir programas como filtros, y escribir
herramientas, en lugar de programas de propdsito especial, siempre que les sea po-
sible. La recompensa de esto, en funcién de la razén global entre trabajo y resulta-
dos, es sustancial. O

t UNIX es marca registrada de los Laboratorios Bell.
+1+ Podria usarse un diccionario no abreviado, pero muchos de los errores ortograficos pueden ser pa-
labras en desuso.
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1.7 saper Pascal

La mayoria de los programas de este libro est4n escritos en Pascal. No obstante, para
aumentar su legibilidad, en ocasiones se usan tres construcciones que no forman par-
te de Pascal estdndar, pero que se pueden traducir mecdnicamente a Pascal puro.
Una de tales construcciones es la etiqueta no numérica. Las pocas veces que se re-
quieran etiquetas, serdn no numéricas, porque facilitan la comprensién de los pro-
gramas. Por ejemplo, «goto salida» siempre es mis claro que «goto 561». Para con-
vertir a Pascal puro un programa que contenga etiquetas no numéricas, se debe reem-
plazar cada una de ellas por una etiqueta numérica distinta y después declarar las
etiquetas numéricas al principio del programa. Este proceso puede llevarse a cabo
mecdnicamente.

La segunda construccién no estdndar es la proposicién de retorno, que se usa por-
que permite escribir programas mds ficiles de entender, sin emplear proposiciones
goto para interrumpir el flujo de control. La proposicién de retorno que aqui se em-
plea tiene la forma

return (expresidn)

donde (expresidn) es opcional. Es facil convertir a Pascal estdndar un procedimiento
que contenga proposiciones return. En primer lugar, se declara una etiqueta nueva,
como 999, y con ella se etiqueta la dltima proposicién end del procedimiento. Si en
una funcién de nombre y, por ejemplo, aparece la proposicién return(x), ésta se reem-
plaza por el bloque

begin
yi=Xx
goto 999
end

En un procedimiento, la proposicién return, que puede carecer de argumento, sim-
plemente se reemplaza por goto 999.

Ejemplo 1.12. La figura 1.15 muestra el programa para calcular factoriales, escrito
con proposiciones return. En la figura 1.16 aparece el programa en Pascal resultante
de la aplicacién sistemdtica de la transformacién indicada a la figura 1.15. 0

function fact ( n: integer ) : integer;
begin
if n <=1 then
return (1)
else
return (n * fact(n-1))
end; {fact}

Fig. 1.15. Programa de célculo de factoriales con proposiciones de retorno.



function fact ( n: integer, ) : integer;
label
999,
begin
if n < =1 then
begin
Jact =1,
goto 999
end
else
begin
Sfact = n = fact(n-1);
goto 999
end
999:
end: { fact |

Fig. 1.16. Programa resultante en Pascal.

k) |

La tercera extensién a Pascal que se utiliza consiste en usar expresiones como
nombres de tipos a lo largo de un programa de manera uniforme. Por ejemplo, una
expresiéon como t tipo_celda, aunque puede emplearse en cualquier otra parte, no se
permite como tipo de un pardmetro de un procedimiento o como tipo del valor de-
vuelto por una funcién. Técnicamente, Pascal requiere que se invente un nombre
para la expresién de tipo, como ap_a_celda. En este libro se permitird este uso de
las expresiones de tipo, y se sugiere inventar un nombre para el tipo y que en forma
mecdnica se reemplacen las expresiones por los nombres. Asi, se escribirdn propo-

siciones como
function y (4: array [1..10] of integer): 1 tipo_celda
en lugar de

function y (4: arreglo_de_diez_enteros): ap_a_celda

Para concluir, debe hacerse una observacién acerca de las convenciones tipogra-
ficas que se utilizan en los programas. Las palabras reservadas de Pascal se escriben
en negritas; los tipos, en redondas, y los nombres de variables, en cursivas. Se hard

distincién entre letras mayusculas y minusculas.

Ejercicios

1.1 Una liga de futbol tiene seis equipos que se representardn con las letras 4,
B, C, D, E y F. El equipo A4 ya jugd contra los equipos B y C; el equipo B,
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*1.2

*1.3

**14

15

1.6

ademads, se enfrentd al D y al F. El E ha jugado contra el C y el F. Cada
equipo tiene un encuentro por semana. Elabérese un calendario tal que cada
equipo haya jugado contra todos los dem4s en el menor nimero posible de
semanas. Sugerencia: Diséfiese un grafo cuyos vértices representen pares de
equipos que aun no se hayan enfrentado. ;Cudles deberfan ser las aristas
para que en una coloracion licita del grafo. cada color pudiera representar
los juegos realizados en una semana?

Considérese un brazo robot fijo por un extremo. El brazo tiene dos articu-
laciones; en cada una de ellas, es posible rotarlo 90 grados haciaarriba o ha-
cia abajo en un plano vertical. ;Cémo podria modelarse matematicamente
la variedad de movimientos posibles del extremo del brazo? Describase un
algoritmo para mover el extremo del brazo robot de una posicién permisi-
ble a otra.

Supdngase que se desean multiplicar cuatro matrices de nmimeros reales: M, x
x M, x My x M, donde M, es de 10 por 20, M, de 20 por 50, M; de 50
por 1 y M, de 1 por 100. Supdngase que la multiplicaciéon de una matriz
de p x ¢ por otra de g x r requiere pgr operaciones escalares, como sucede
con el algoritmo usual de multiplicacién de matrices. Encuéntrese el orden
éptimo de multiplicacién de matrices que minimice el nimero total de ope-
raciones escalares. ;C6mo se encontraria ese ordenamiento 6ptimo si se tu-
viera un numero arbitrario de matrices?

Supdngase que se desean dividir las rafces cuadradas de los enteros del 1
al 100 en dos pilas de 50 mimeros cada una, de modo que la suma de los
numeros de la primera pila sea lo mds cercana posible a la suma de los nu-
meros de la segunda. Si sélo se dispusiera de dos minutos de tiempo de com-
putador para resolver el problema, jqué célculo seria aconsejable realizar?

Describase un algoritmo 4vido para jugar al ajedrez. ;Cabe esperar que ten-
ga un buen rendimiento?

En la seccién 1.2, se consideré el TDA CONJUNTO con las operaciones
ANULA, UNION y TAMANO. Supéngase por conveniencia que todos los
conjuntos son subconjuntos de {0, 1, ..., 31}, y que el TDA CONJUNTO se
interpreta como el tipo de datos de Pascal set of 0..31. Escribanse procedi-
mientos en PASCAL para esas operaciones utilizando esta realizacién de
CONJUNTO.,

El mdximo comiin divisor de dos enteros p y g es el mayor entero d que di-
vide exactamente p y ¢. Se desea desarrollar un programa para calcular el
maximo comiin divisor de dos enteros p y ¢ con el siguiente algoritmo. Sea
r el residuo de dividir p entre g. Si r es igual a cero, entonces g es el maxi-
mo comun divisor. En caso contrario, hdgase que p tome el valor de ¢, y ¢
el de r, y repitase el proceso.

a) Muéstrese que este proceso encuentra el mdximo comun divisor co-
rrecto.
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b) Refinese el algoritmo en la forma de un programa en seudolenguaje.
¢) Conviértase el programa en seudolenguaje en un programa en Pascal.

Se desea desarrollar un programa para formato de textos que coloque las
palabras en las lineas de modo que queden justificadas a la izquierda y a
la derecha. El programa tiene dos dreas de almacenamiento transitorio (bu-
[fers), uno de palabras y otro de lineas; ambas estdn vacias al inicio. Una
palabra se lee al 4rea transitoria, y si hay espacio suficiente en el 4rea de li-
neas, la palabra se transfiere a ésta. En caso contrario, se insertan espacios
adicionales entre las palabras del drea transitoria de lineas para completar
una linea; al imprimir esta linea, el 4rea se vacia.

a) Refinese este algoritmo en la forma de un programa en seudolenguaje.
b) Conviértase el programa en seudolenguaje en un programa en Pascal.

Considérese un conjunto de n ciudades y una tabla de distancias entre pa-
res de ellas. Escribase un programa en seudolenguaje que encuentre un ca-
mino corto que pase por cada ciudad sélo una vez y vuelva a la ciudad en
que empezd. No se conoce un método que no realice una bisqueda exhaus-
tiva para obtener el recorrido mds corto. Asi pues, inténtese encontrar un
algoritmo eficiente para este problema utilizando algiin procedimiento heu-
ristico razonable.

Considérense las siguientes funciones de n:
filmy= n?
Si(n)y= n?+ 1000n

n si n es impar
n3 si n es par

fi(n) = [
nsin =100
Sy = {n’ sin > 100

Para cada posible par de valores de i y j, indiquese si fi(n) es O(f{(n)) o no,
y si fi(n) es Q(f(n)) o no.
Considérense las siguientes funciones de n:

_. | n*paranpar=0
&i(n) { n® para n impar = 1

Y npara0 < n =< 100
&ln n* para n > 100

gyn)= n*’

Para cada par de valores de i y j,indiquese si g,(n) es (g{n)) o no, y si g{n)
es Q(g(n)) o no.



34

DISERO Y ANALISIS DE ALGORITMOS

1.12 Mediante la notacién asintdtica, obténganse los tiempos de ejecucién del
peor caso supuesto para cada uno de los procedimientos siguientes como
una funcién de n.

a) procedure prod_mat ( n: integer );
var
i, j, k integer;
begin
for i ;= 1 to n do
for j := 1 to n do begin
i, j]=0;
for k:=1to ndo
Cli, 1= CTi, j1 + Ali, k] » Blk, j]
end
end

b) procedure misterio ( n: integer );
var
i, j, k: integer;
begin
fori=1ton-1do
forj=i+1tondo
for k := 1 to j do
{ alguna proposicién que requiera tiempo (1) |
end

c) procedure muy_impar ( n: integer );

Var
i, j, x, y: integer;
begin
fori:=1 to n do
if odd(i) then begin
for j:= i to ndo
x=x+1;
for j:=1toido
y=y+1
end
end
*d) function recursiva ( n: integer ) : integer;
begin
if n < =1 then
return (1)
else

retorn ( recursiva(n - 1) + recursiva(n - 1))
end
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Muéstrese que las siguientes afirmaciones son verdaderas.

a) 17 es O(1).
b) n(n-1)/2 es O(n?).
¢) méx(n3, 10n?) es O(n?).

d) E i* es O(n**') y Q(n**!) para k entero.
i=1

€) Si p(x) es cualquier polinomio de grado k donde el coeficiente del tér-
mino de mayor grado es positivo, entonces p(n) es O(n*) y Q(n").

Supdngase que T'(n) es Q(fn)) y Tx(n) es Q(g(n)). ;Son verdaderas las si-
guientes afirmaciones?

a) T\(n) + Ty(n) es Q(méax(fin), g(n))).
b) T\(n)Ty(n) es Q(f(n)g(n)).

Algunos autores definen la notacién omega mayiiscula de la siguiente manera:
fin) es Q(g(n)) si existen n, y ¢ > 0 tales que para todo n = n, se tiene que

fin) = cg(n).

a) (Es verdadero para esta definicién que fn) es Q(g(n)) si, y sélo si, g(n)
es O(Rn))?

b) ,Es a) verdadero para la definicién de omega mayuscula que se dio en
la seccién 1.47

c¢) ;Se cumplen con esta definicién de omega mayiiscula las afirmaciones a) y
b) del ejercicio 1.14?

Ordénense las siguientes funciones de acuerdo con su velocidad de creci-
miento: a) n, b) VA, c) logn, d) loglogn, €) log?n, f) n/logn, g) Vnlog?n,
h) (1737, i) (3/2), ) 17.

Supéngase que el pardmetro n del procedimiento siguiente es una potencia
positiva de 2, esto es, n=2, 4, 8, 16, ... Proporciénese una férmula que ex-
prese el valor de la variable cuenta en funcién del valor de 7 cuando ter-
mina el procedimiento.

procedure misterio (n: integer);
var
X, cuenta: integer;
begin
cuenta = 0;
xm=2;
while x < n do begin
xm=2ex
cuenta = cuenta + 1
end;
writeln (cuenta)
end
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1.18 La siguiente es una funcién mdx (i, n) que devuelve el mayor elemento en
las posiciones i a i+n-1 de una matriz entera 4. Por conveniencia, puede su-
ponerse que n €s una potencia de 2.

function mdx (i, n: integer) : integer;
var
ml, m2: integer;
begin
if n =1 then
return (A[i])
else begin
ml = mdx(i, n div 2);
m2 = mdx(i+n div 2, n div 2);
if ml < m2 then
return (m2)
else
return (m1)
end
end

a) Sea T(n) el tiempo del peor caso para mdx con segundo argumento igual
a n. Esto es, n es el nimero de elementos de entre los cuales se encuen-
tra el mayor. Escribase una ecuacién que exprese T(n) en funcién de
T()) para uno o mas valores de j menores que # y una constante o cons-
tantes que representen los tiempos tomados por las proposiciones indi-
viduales del programa mdx.

b) Obténgase una cota asintética superior (notacién «o maytscula») lo mas
cercana posible para T{n). La solucién debe ser igual a una cota asinté-
tica inferior (notacién «omega mayuscula»), y ser lo mads sencilla posible.

Notas bibliograficas

El origen del concepto de tipo de datos abstracto se remonta al tipo class en el len-
guaje SIMULA 67 (Birtwistle et al. [1973]). Desde entonces, se han desarrollado va-
rios lenguajes que manejan tipos de datos abstractos; entre ellos estdn Alphard
(Shaw, Wulf y London [1977]), C con clases (Stroustrup [1982]), CLU (Liskov et al.
[1977]), MESA (Geschke, Morris y Satterthwaite [1977]) y Russell (Demers y Do-
nahue [1979]). El concepto de TDA se analiza con més profundidad en trabajos ta-
les como Gotlieb y Gotlieb [1978] y Wulf e al. [1981].

Knuth [1968] fue el primer trabajo importante en el que se preconizé el estudio
sistemdtico del tiempo de ejecucién de programas. Aho, Hopcroft y Ullman [1974]
relaciona la complejidad espacial y temporal de los algoritmos con varios modelos
computacionales, como las maquinas de Turing y las de acceso aleatorio. Para mds
referencias sobre el tema del andlisis de algoritmos y programas, véanse también las
notas bibliograficas del capitulo 9.
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Como material adicional sobre programacion estructurada véanse Hoare, Dahl
y Dijkstra [1972], Wirth [1973], Kernighan y Plauger [1974], y Yourdon y Constan-
tine [1975]. Los problemas organizacionales y psicolégicos que se presentan en el de-
sarrollo de proyectos grandes de software se tratan en Brooks [1974] y Weinberg
[1971]. En Kernighan y Plauger [1981] se muestra como construir herramientas titi-
les para un ambiente de programacion.
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Tipos de datos
abstractos fundamentales

En este capitulo se estudiaran algunos tipos de datos abstractos fundamentales. Se
consideraran las listas, que son secuencias de elementos, y dos tipos especiales de
listas: las pilas, donde los elementos se insertan y eliminan sélo en un extremo, y las
colas, donde los elementos se insertan por un extremo y se eliminan por el otro. Se
estudiard después, en forma breve, la correspondencia 0 memoria asociativa (map-
ping), un TDA que se comporta como una funcién. Para cada uno de estos TDA, se
considerardn varias realizaciones y se analizardn sus méritos relativos.

2.1 El tipo de datos abstracto lista»

Las listas constituyen una estructura flexible en particular, porque pueden crecer y
acortarse seglin se requiera; los elementos son accesibles y se pueden insertar y su-
primir en cualquier posicién de la lista. Las listas también pueden concatenarse en-
tre si o dividirse en sublistas; se presentan de manera rutinaria en aplicaciones como
recuperacién de informacidn, traduccién de lenguajes de programacién y simula-
cién. Las técnicas de administracién de memoria del tipo de las que se analizan en
el capitulo 12 hacen uso extensivo de técnicas de procesamiento de listas. En esta
seccion se presentardn algunas operaciones bdsicas con listas, y en el resto del capi-
tulo se presentardn estructuras de datos para representar listas que manejan con efi-
ciencia varios subconjuntos de estas operaciones.

Matemdticamente, una /ista es una secuencia de cero o mis elementos de un tipo
determinado (que por lo general se denominar4 tipo_elemento). A menudo se repre-
senta una lista como una sucesion de elementos separados por comas

@y, B ey D

donde n = 0 y cada g, es del tipo tipo_elemento. Al nimero n de elementos se le
llama longitud de la lista. Al suponer que n = 1, se dice que a, es el primer elemento
y a, el ultimo elemento. Si n = 0, se tiene una lista vacia, es decir, que no tiene ele-
mentos.

Una propiedad importante de una lista es que sus elementos pueden estar orde-
nados en forma lineal de acuerdo con sus posiciones en la misma. Se dice que a, pre-
cedea a,, parai=1,2,., n-1,y que a; sucede a a,, para i = 2, 3,..., n. Se dice que el
elemento g, estd en la posicidn i. Es conveniente postular también la existencia de
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una posicién que sucede a la del ultimo elemento de la lista. La funcién FIN(L) de-
volverd la posicién que sigue a la posicién n en una lista L de n elementos. Obsér-
vese que la posiciéon FIN(L), con respecto al principio de la lista, estd a una distan-
cia que varia conforme la lista crece o se reduce, mientras,que las demds posiciones
guardan una distancia fija con respecto al principio de la lista.

Para formar un tipo de datos abstracto a partir de la nocién matemadtica de lista,
se debe definir un conjunto de operaciones con objetos de tipo LISTA +. Como su-
cede con muchos de los TDA que se analizan en este libro, ningiin conjunto de ope-
raciones es adecuado para todas las aplicaciones. Aqui se dard un conjunto repre-
sentativo de operaciones. En la siguiente seccién se mostrardn varias estructuras de
datos para representar listas y se escribirdn procedimientos para las operaciones ca-
racteristicas con listas en funcidn de esas estructuras de datos.

Para ilustrar algunas operaciones comunes con listas, considérese una aplicacién
tipica: se tiene una lista de direcciones y se desean eliminar las entradas dobles. En
forma conceptual, este problema es bastante fcil de resolver: para cada elemento
de la lista, eliminense todos los elementos sucesores equivalentes. Para presentar
este algoritmo, sin embargo, es necesario definir operaciones que permitan encon-
trar el primer elemento de una lista, recorrer los demds elementos sucesivos, y re-
cuperar y eliminar elementos.

Se presentard ahora un conjunto representativo de operaciones con listas. Ahi, L
es una lista de objetos de tipo tipo_elemento, x es un objeto de ese tipo y p es de tipo
posicién. Obsérvese que «posicién» es otro tipo de datos cuya implantacién cambiard
con aquella que se haya elegido para las listas. Aunque de manera informal se pien-
sa en las posiciones como enteros, en la prictica pueden tener otra representacién,

1. INSERTA (x, p, L). Esta funcidn inserta x en la posicién p de la lista L, pasando
los elementos de la posicién p y siguientes a la posicién inmediata posterior.
Esto quiere decir que si L es a,, a,, ..., @,, S€ convierte en a,, 4, ..., a,,, x, a,
a,. Si p es FIN(L), entonces L se convierte en a,, @, ..., @, X. Si la lista L no
tiene posicién p, el resultado es indefinido.

2. LOCALIZA(x, L). Esta funcién devuelve la posicién de x en la lista L. Si x fi-
gura mds de una vez en L, la posicién de la primera aparicién de x es la que se
devuelve. Si x no figura en la lista, entonces se devuelve FIN(L).

3. RECUPERA(p, L). Esta funcién devuelve el elemento que est4 en la posicion p
de la lista L. El resultado no estd definido si p = FIN(L) o si L no tiene posicién
p. Obsérvese que si se utiliza RECUPERA, los elementos deben ser de un tipo
que pueda ser devuelto por una funcién. No obstante, en la prictica siempre es
posible modificar RECUPERA para devolver un apuntador a un objeto de tipo
tipo_elemento.

4. SUPRIME(p, L). Esta funcién elimina el elemento en la posicién p de la lista
L.SiLesa,, ay, ..., a,, L se convierte en a,, @, ..., 4, 4y, --., @, El resultado
no estd definido si L no tiene posicién p o si p = FIN(L).

t En sentido estnc:a, el tipo es «LISTA d: upo..elemenl.o» Sin embargo, las realizaciones de lislas que
se proponen no d den del tipo_el te esta independencia es la que justifica la rele-
vancia que se da al concepto de lista. Se usari «LISTA» en lugar de «LISTA de tipo_elementow, y se tra-
tard de manera similar a los demas TDA que dependan de los tipos de elementos.
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5. SIGUIENTE(p, L) y ANTERIOR (p, L) devuelven las posiciones siguiente y an-
terior, respectivamente, a p en la lista L. Si p es la wltima posicién de L, SI-
GUIENTE(p, L)=FIN(L). SIGUIENTE no estd definida si p es FIN(L). ANTE-
RIOR no estd definida si p es 1. Ambas funciones estdn indefinidas cuando L
no tiene posicién p.

6. ANULA(L). Esta funcién ocasiona que L se convierta en la lista vacia y devuel-
ve la posicién FIN(L).

7. PRIMERO(L). Esta funcién devuelve la primera posicion de la lista L. Si L estd
vacia, la posicién que se devuelve es FIN(L).

8. IMPRIME_LISTA(L). Imprime los elementos de L en su orden de aparicién en
la lista.

Ejemplo 2.1. Con estos operadores se escribird un procedimiento PURGA que
toma como argumento una lista y elimina sus elementos con doble entrada. Los ele-
mentos son de tipo tipo_elemento, y una lista de ellos es de tipo LISTA; esta con-
vencién se seguird en todo el capitulo. Hay una funcidén mismo(x, y), donde x e y
son de tipo tipo_elemento, que es verdadera si x e y son «el mismo» elemento, y es
falsa en caso contrario. El significado de «ser el mismo» es intencionalmente impre-
ciso. Si tipo_elemento es real, por ejemplo, podria desearse que mismo(x, y) fuera
verdadera si, y sélo si, x = y. Sin embargo, si tipo_elemento es un registro que con-
tiene el mimero de cuenta, el nombre y la direccién de un suscriptor como en

type
tipo_elemento = record
num_cta: integer;
nombre: packed array [1..20] of char;
direccion: packed array [1..50] of char
end

por consiguiente podria desearse que mismo(x,y) fuera verdadera siempre que
x.num_cta = y.nim_cta t.

La figura 2.1 muestra el codigo de PURGA. Las variables p y ¢ se usan para re-
presentar dos posiciones en la lista. Conforme el programa avanza, se eliminan de la
lista todas las entradas dobles de cualquier elemento a la izquierda de la posicién p.
En una iteracién del ciclo (2)8), ¢ se usa para revisar la lista a partir de la posicién
p, con el objeto de eliminar cualquier entrada doble del elemento en la posicién p.
Después, p avanza a la siguiente posicién y el proceso se repite.

En la siguiente seccidn, se proporcionaran las declaraciones apropiadas para LIS-
TA y posicién, y una aplicacién de las operaciones, de manera que PURGA se con-
vierta en un programa ejecutable. Como vya se dijo, el programa es independiente de
la forma en que se representen las listas, por lo que hay libertad para experimentar
con varias realizaciones de listas.

t En este caso, si se eliminan los registros que son «el mismo», podria desearse verificar que los nom-
bres y direcciones fueran 1gunles, st los nimeros de cuenta fueran iguales, pero los otros datos no, es po-
sible que se haya asignado inadverti el mismo nimero de cuenta a dos personas. No obstante, es
més probable que el mismo suscriptor aparezca més de una vez en la lista, con diferentes nimeros y con
los demds datos ligeramente distintos. En tales casos, resulta dificil eliminar las entradas dobles.
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procedure PURGA ( var L: LISTA ) ;
[PURGA elimina los elementos duplicados de la lista L}
var
P, g posicion; { p serd la posicién “actual” en L,y ¢
avanzard para encontrar elementos iguales }

begin
(1) p = PRIMERO(L);
2) while p <> FIN(L) do begin
3 g := SIGUIENTE(p, L);
(4) while ¢ <> FIN(L) do
(5) if mismo(RECUPERA(p, L), RECUPERA(g, L)) then
6) SUPRIME(q, L)
else
(7 g = SIGUIENTE(g, L);
(8) p = SIGUIENTE(p, L)
end
end; | PURGA |

Fig. 2.1. Programa para eliminar duplicados.

Un aspecto que ¢s importante observar estd relacionado con el cuerpo del ciclo
interno, las lineas (4)-(7) de la figura 2.1. Cuando se elimina el elemento de la posi-
cién g de la linea (6), los elementos que estaban en las posiciones g+1, g+2, ..., etcé-
tera, avanzan una posicion en la lista. En particular, si ¢ fuera la 1ltima posicién de
L, el valor de g seria entonces FIN(L). Si después de esto se ejecutara la linea (7),
SIGUIENTE(FIN(L), L) producirfa un resultado indefinido. Por tanto, es esencial
que solo alguna de las lineas, (6) o (7), pero no las dos, se ejecute entre las pruebas
para saber si g = FIN(L) en la linea (4). O

2.2 Realizacion de listas

En esta seccién se describirdn algunas estructuras de datos que pueden utilizarse
para representar listas. Se considerardn realizaciones de listas basadas en arreglos,
apuntadores y cursores. Cada una de ellas permite realizar ciertas operaciones con
listas de manera mads eficiente que otras.

Realizacion de listas mediante arreglos

En la realizacién de una lista mediante arreglos, los elementos de ésta se almacenan
en celdas contiguas de un arreglo. Esta representacion permite recorrer con facili-
dad una lista y agregarle elementos nuevos al final. Pero insertar un elemento en la
mitad de la lista obliga a desplazarse una posicion dentro del arreglo a todos los
elementos que siguen al nuevo elemento para concederle espacio. De la misma for-
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ma, la eliminacién de un elemento, excepto el ultimo, requiere desplazamientos de
elementos para llenar de nuevo el vacio formado.

—

primer elemento
2 segundo elemento

lista

ult | —F—— ltimo elemento

vacio

long_mdx

Fig. 2.2. Realizacion de una lista mediante un arreglo.

En la realizacién con arreglos se define el tipo LISTA como un registro con dos
campos; el primero es un arreglo de elementos que tiene la longitud adecuada para
contener la lista de mayor tamafio que se pueda presentar, El segundo campo es un
entero #/t que indica la posicién del ultimo elemento de la lista en el arreglo. El
i-ésimo elemento de la lista estd en la /-ésima celda del arreglo, para 1=<i=<uill,
como se muestra en la figura 2.2. Las posiciones en la lista se representan mediante
enteros; la i-€sima posicién, mediante el entero i. La funcién FIN(L) sélo tiene que
devolver ult + 1, Las declaraciones importantes son:

const
long_mdx = 100 { alguna constante apropiada };
type
LISTA = record
elementos: array[l..long_mdx] of tipo_elemento;
ult: integer
end;

posicién = integer;
function FIN (var L: LISTA): posiciént;
begin
return (L.ult + 1)
end; {FIN ]

La figura 2.3 muestra como se podrian implantar las operaciones INSERTA, SU-
PRIME y LOCALIZA con esta realizacién basada en arreglos. INSERTA pasa los
elementos de las localidades p, p + 1, ...,ult a las localidades p+ 1, p+ 2,..., silt + 1 y
después inserta el nuevo elemento en la localidad p. Si no hay espacio en el arreglo
para insertar un nuevo elemento, se invoca a la rutina error, que imprime su argumen-

1 Aunque L no se modifica, pasa por referencia, pues por lo comiin es una estructura grande y no se
desea perder tiempo copidndola.
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procedure INSERTA ( x: tipo_elemento; p: posicién; var L: LISTA ),
{ INSERTA coloca x en la posicién p de la lista L}
yar
g: posicidn;
begin
if L.ilt > = long_mdx then
error (‘la lista estd llena’)
else if (p > L.ilt + 1) or (p < 1) then
error (‘la posicién no existe’)
else begin
for g := L.iilt downto p do
{ desplaza los elementos en p, p + 1,... una posicién hacia abajo |
L.elementos [g + 1] := L.elementos|q];
L.l .= Lalt + 1
L.elementos{p] == x
end
end; { INSERTA |

procedure SUPRIME ( p: posicién; var L: LISTA );
{ SUPRIME elimina el elemento en la posicién p de la lista L |
var
¢: posicion;
begin
if (p > L.ilf) or (p < 1) then
error (‘la posicién no existe’)
else begin
Lol = Lol - 1;
for g := p to L.ult do
{ desplaza los elementos en p+ 1, p+ 2... una posicién hacia
arriba }
L.elementosiq] := L.elementos{g + 1]
end
end; { SUPRIME }

function LOCALIZA ( x: tipo_elemento; var L: LISTA ) : posicién;

{ LOCALIZA devuelve la posicién de x en la lista L |
var

g: posicién;
begin

for g := 1 to L.ult do

if L.elementos[q] = x then
return (g);

return (L.ult. + 1) | si no se encuentra }

end; { LOCALIZA |

- Fig. 2.3. Realizacion basada en arreglos de algunas operaciones con listas.
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to y da por terminada la ejecucién del programa. SUPRIME e¢limina ¢l elemento de
la posicién p pasando los elementos de las posiciones p + 1, p+2,..., ult, a las posi-
ciones p, p+ 1,..., ilt — 1. LOCALIZA revisa el arreglo secuencialmente, en busca de
un elemento determinado; si no lo encuentra, LOCALIZA devuelve ult + 1.

Deberia estar claro cémo codificar las restantes operaciones con listas con esta
forma de implantacién. Por ejemplo, PRIMERO siempre devuelve uno; SIGUIENTE
devuelve uno mds que su argumento, y ANTERIOR, uno menos; cada uno verifica
primero si el resultado estd dentro del intervalo permisible; ANULA(L) coloca L.ult
en 0. Si el procedimiento PURGA de la figura 2.1 va precedido de

1. las definiciones de tipo-elemento y de la funcién mismo.

2. las definiciones de LISTA, posicién y FIN(L) anteriores,

3. la definicién de SUPRIME de la figura 2.3, y

4. definiciones adecuadas para los procedimientos triviales PRIMERO, SIGUIEN-
TE y RECUPERA,

entonces se obtiene un procedimiento PURGA ejecutable.

Al principio puede parecer tedioso escribir procedimientos que rijan todos los ac-
cesos a las estructuras subyacentes de un programa. Sin embargo, si se logra estable-
cer la disciplina de escribir programas en funcién de operaciones de manipulacién
de tipos de datos abstractos en lugar de usar ciertos detalles de implantacién particu-
lares, es posible modificar los programas mds ficilmente con sélo aplicar de nuevo
las operaciones, en lugar de buscar en todos los programas aquellos lugares donde
se hacen accesos a las estructuras de datos subyacentes. La flexibilidad que se obtie-
ne con esto, puede ser especialmente importante en proyectos grandes, y no se debe
poner en tela de juicio este concepto por los ejemplos, necesariamente pequefios,
que se encuentran en este libro.

Realizacién de listas mediante apuntadores

La segunda forma de realizacién de listas, celdas enlazadas sencillas, utiliza apuntado-
res para enlazar elementos consecutivos. Esta implantacién permite eludir el empleo
de memoria contigua para almacenar una lista y, por tanto, también elude los des-
plazamientos de elementos para hacer inserciones o rellenar vacios creados por la
eliminacién de elementos. No obstante, por esto hay que pagar el precio de un es-
pacio adicional para los apuntadores.

En esta representacién, una lista estd formada por celdas; cada celda contiene un
elemento de la lista y un apuntador a la siguiente celda. Si la lista es ay, ay, ..., 4,,
la celda que contiene g, tiene un apuntador a la celda que contiene a a,,,, para
i=1,2,.,n-1.Lacelda que contiene a, posee un apuntador nil. Existe también una
celda de encabezamiento que apunta a la celda que contiene a,; esta celda de encabeza-
miento no tiene ningun elementot. En el caso de una lista vacia, el apuntador del encabe-

+ El empleo de una celda leta para el encab i simplifica la impl i6n de operaciones con
listas en Pascal. Es posible usar apuntadores como encabezamientos S‘l se pretende aplicar operaciones de modo
que las i ! y las eliminaci al principio de la lista s¢ manejen de manera especial, Véase el andlisis

de este método en esta misma seccién, en el apanado que explica la realizacion de listas mediante cursores.
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zamiento es nil y no se tienen mds celdas. La figura 2.4 muestra una lista enlazada de
esta manera.

% __.l a) ——I a; :l—. ees —-I a, L]
encabezamiento —~— o
lista
Fig. 2.4. Lista enlazada.

Para las listas enlazadas sencillas es conveniente usar una definicién de posicién
ligeramente distinta de la que se empleé para las listas logradas mediante arreglos.
Aqui, la posicidn i serd un apuntador a la celda que contiene el apuntador a g, para
i=2,3, .., n La posicién | es un apuntador al encabezamiento, y la posicién FIN(L) es
un apuntador a la iltima celda de L.

El tipo de una lista, en realidad, es el mismo que el de una posicién; es un apun-
tador a una celda particular: el encabezamiento. La siguiente es una definicién formal
de las partes esenciales de una estructura de datos de lista enlazada.

type
tipo_celda = record
elemento: tipo_elemento;
sig: 1 tipo_celda
end;
LISTA = ! tipo_celda;
posicién = 1 tipo_celda;

En la figura 2.5 se muestra la funcién FIN(L); ésta funciona moviendo el apun-
tador g por la lista, hasta que alcanza el final, el cual se detecta por el hecho de que
g apunta a una celda con un apuntador nil. Obsérvese que esta realizacién de FIN
es ineficiente, pues requiere revisar la lista entera cada vez que se desea calcular
FIN(L). Si es necesario hacer esto con frecuencia, como en el programa PURGA de
la figura 2.1, puede optarse por cualquiera de las opciones siguientes:

function FIN ( L: LISTA ) : posicién;
{ FIN devuelve un apuntador a la tltima celda de L |

var
g posicién;

begin
(1) g=L;
2) while gt.sig <> nil do
(3) q = qt.sig;
(4) return (g)

end; | FIN |

Fig. 2.5. La funcién FIN.
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1. usar una representacion de listas que incluya un apuntador de la ultima celda, o

2. sustituir el uso de FIN(L) donde sea posible. Por ejemplo, la condicién
p <>FIN(L) de la linea (2) de la figura 2.1 podria reemplazarse por
p 1. sig <> nil, al costo de que ese programa dependa de una realizacién parti-
cular de listas.

La figura 2.6 contiene rutinas para las operaciones INSERTA, SUPRIME, LO-
CALIZA y ANULA usando esta realizacién de listas con apuntadores. Las operacio-
nes restantes se pueden obtener como rutinas de un solo paso, con la excepcién de
ANTERIOR, que requiere revisar la lista desde el principio. Estas rutinas se dejan
como ejercicio para el lector. Obsérvese que muchos de los mandatos no necesitan
el pardmetro L, la lista, por lo que se omite.

En la figura 2.7 se muestra la mecdnica del manejo de apuntadores en el proce-
dimiento INSERTA de la figura 2.6. La figura 2.7 (a) muestra la situacién antes de
la ejecucidn de INSERTA. Se desea insertar un nuevo elemento ante la celda que
contiene b, por lo que p es un apuntador a la celda de la lista que contiene el apun-
tador a b. En la linea (1), temp apunta a la celda que contiene b. En la linea (2), se
crea una nueva celda de la lista y se hace que el campo sig de la celda que contiene
a apunte hacia esta misma celda. En la linea (3) se almacena x en el campo elemento
de la celda recién creada, y en la linea (4), el campo sig toma el valor de temp y, de
esta manera, apunta a la celda que contiene b. La figura 2.7 (b) muestra el resultado
de la ejecucién de INSERTA. Los apuntadores nuevos se representan con lineas pun-
teadas y se marca el paso en el cual fueron creados.

El procedimiento SUPRIME es mas sencillo. La figura 2.8 muestra las manipu-
laciones de apuntadores que realiza el procedimiento SUPRIME de la figura 2.6.
Los apuntadores antiguos se representan por medio de lineas de trazo continuo, y
los nuevos por medio de lineas punteadas.

Obsérvese que una posicién en una implantacién de listas enlazadas se comporta
de distinta forma que una posicién en una realizacién de arreglos. Supdéngase que
se tiene una lista con tres elementos a, b, ¢ y una variable p de tipo posicién que
tiene actualmente el valor 3; es decir, apunta a la celda que contiene b y, por tanto,
representa la posicién de c. Si se ejecuta un mandato para insertar x en la posicién
2, la lista se convierte en g, x, b, ¢, con lo cual el elemento b pasaria a ocupar la po-
sicién 3. Si se utilizara la realizacién de arreglos descrita anteriormente, b y ¢ se mo-
verian hacia el principio del arreglo, de modo que b ocuparia en realidad la tercera
posicién.

procedure INSERTA ( x: tipo_elemento; p: posicién );

var
temp: posicién;
begin
(1) temp = pl.sig;
(2) new(pt.sig);
(3) pt.sigh.elemento := x;
4 pt.sigh.sig = temp

end; { INSERTA |
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procedure SUPRIME ( p: posicién );
begin
pt.sig == pt.sigh.sig
end; { SUPRIME }

function LOCALIZA ( x: tipo_elemento; L: LISTA ) : posicién;
var
p: posicidn;
begin
p=L
while pt.sig <> nil do
if pt.sigt.elemento = x then
return (p)
else
p = pt.sig,
retarn (p) { si no es encontrado }
end; { LOCALIZA |

function ANULA ( var L: LISTA ) : posicion;
begin
new (L),
Lt next:=nil;
return(L)
end; { ANULA }

Fig. 2.6. Algunas operaciones con la realizacion de listas enlazadas.
Pero, si se usara la realizacion de listas enlazadas, el valor de p, que es un apun-
tador a la celda que contiene b, no cambiarfa como consecuencia de la insercién, de

modo que después de ésta el valor de p seria la «posicién 4», no la 3. Esta variable
de posicién debe actualizarse si se va a usar después como posicién de b t.

£ (a)
a —
T3
J

)
= —— @ @ ,,/1

R

Fig. 2.7. Diagrama de INSERTA.

t Porsup ), existen has si i en las que se podria desear que p represente la posicién de c.
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Fig. 2.8. Diagrama de SUPRIME.

Comparacion de los métodos

Cabe preguntarse si en determinadas circunstancias es mejor usar una realizacién de
listas basada en apuntadores o una basada en arreglos. A menudo, la respuesta de-
pende de cudles son las operaciones que se desea realizar, o las que se realizan més
frecuentemente. Otras veces, la decisién depende de lo larga que puede llegar a ser
la lista. Los aspectos mds importantes a tener en cuenta son los siguientes.

La realizacién con arreglos requiere especificar el tamafio mdximo de una lista
en el momento de la compilacién. Si no es posible acotar la probable longitud
de la lista, quiz4 deba optarse por una realizacién con apuntadores.

Ciertas operaciones son mds lentas en una realizacion que en otra. Por ejemplo,
INSERTA y SUPRIME tienen un niimero constante de pasos para una lista en-
lazada, pero cuando se utiliza la realizacién con arreglos, requieren un tiempo
proporcional al niimero de elementos que siguen. A la inversa, la ejecucién de
ANTERIOR y FIN requiere un tiempo constante con la realizacién con arre-
glos, pero se usa un tiempo proporcional a la longitud de la lista si se usan apun-
tadores.

Si un programa efectia inserciones o supresiones que afecten al elemento que
ocupa la posicién denotada por alguna variable de posicidn, y el valor de esa va-
riable se va a utilizar posteriormente, entonces la representacién con apuntado-
res no se puede usar de la forma descrita aqui. Como principio general, los apun-
tadores se deben utilizar con gran cuidado y moderacién.

La realizacién con arreglos puede malgastar espacio, puesto que usa la cantidad
méxima de espacio, independientemente del mimero de elementos que en rea-
lidad tiene la lista en un momento dado. La realizacién con apuntadores utiliza
s6lo el espacio necesario para los elementos que actualmente tiene la lista, pero
requiere espacio para el apuntador en cada celda. Asi, cualquiera de los dos mé-
todos podria usar més espacio que el otro, dependiendo de las circunstancias.

Realizacion de listas basadas en cursores

Algunos lenguajes, como FORTRAN y ALGOL, no tienen apuntadores. Si se traba-
ja con un lenguaje tal, se pueden simular los apuntadores mediante cursores; esto es,
con enteros que indican posiciones en arreglos. Se crea un arreglo de registros para
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almacenar todas las listas de elementos cuyo tipo es tipo—elemento; cada registro con-
tiene un elemento y un entero que se usa como cursor. Es decir, se define

var
ESPACIQ: array [1..long_max] of record
elemento: tipo_elemento;
sig: integer
end

Si L es una lista de elementos, se declara una variable eritera, por ejemplo, Lencab, como
encabezamiento para L. Se puede tratar Lencab como un cursor a la celda de encabe-
zamiento en ESPACIO con un campo elemento vacio. Las operaciones con listas se pue-
den implantar, entonces, como en la realizacion basada en apuntadores recién descrita.

Aqui se describird una realizacion alternativa que evita el uso de celdas de en-
cabezamiento, al tomar como casos especiales las inserciones y supresiones en la po-
sicién 1. Esta técnica se puede usar también con listas enlazadas basadas en apun-
tadores, para evitar el empleo de celdas de encabezamiento. Para una lista L, el va-
lor de ESPACIO [Lencab). elemento es el valor del primer elemento de L. El valor
de ESPACIO [Lencab).sig es el indice de la celda que contiene el segundo elemento,
y asi sucesivamente. Un valor de 0 ya sea en Lencab o en el campo sig, representa
un «apuntador nil», esto es, no hay un elemento siguiente.

Una lista tendrd tipo entero, ya que el encabezamiento es una variable entera que re-
presenta la lista como un todo. Las posiciones serdn también de tipo entero. Se adop-
ta aqui la convencién de que la posicién i de la lista L es el indice de la celda de
ESPACIO que contiene el elemento i - 1 de L, ya que el campo sig de esa celda con-
tendr4 el cursor al elemento ;. Como caso especial, la posicién 1 de cualquier lista
se representa por 0. Dado que el nombre de la lista es siempre un pardmetro de las
operaciones que usan posiciones, es posible distinguir entre las primeras posiciones
de distintas listas. La posicién FIN(L) es el indice del ultimo elemento de L.

La figura 2.9 muestra dos listas, L = g, b, c y M = d, ¢, que comparten el arreglo
ESPACIO con long_mdx = 10. Obsérvese que las celdas del arreglo no contenidas

ESPACIO

1 d g

L 2 3

3 [ 0

M 4 6

L 1 e

6 0

disponible E\ ; ; g
9 10

10 2

elemento  sig

Fig. 2.9. Realizacion de listas enlazadas mediante cursores.
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en L ni en M estdn enlazadas en otra lista llamada disponible. Tal lista es necesaria
para obtener una celda vacia cuando se desee hacer una insercién, y disponer de lu-
gar donde poner las celdas suprimidas para su uso posterior.

Para insertar un elemento x en la lista L, se toma la primera celda de la lista dis-
ponible y se coloca en la posicién correcta en la lista L. El elemento x se pone en-
tonces en el campo elemento de esta celda. Para suprimir un elemento x de la lista
L, se quita de L la celda que contiene x y se devuelve al principio de la lista dispo-
nible. Estas dos acciones pueden verse como casos especiales del acto de tomar una
celda C apuntada por un cursor p y hacer que otro cursor g apunte a C, a la vez que
se hace que p quede apuntando hacia donde C apuntaba y C quede apuntando hacia
donde ¢ apuntaba. De esta forma, C se inserta entre g y aquello hacia lo que apun-
taba ¢. Por ejemplo, si se suprime b de la lista L en la figura 2.9, Ces la fila 8 de
ESPACIO, p es ESPACIO[S].sig v g es disponible. Los cursores antes (en lineas de
trazo continuo) y después (en lineas punteadas) de esta accién se muestran en la fi-
gura 2.10, y el c6digo estd incluido en la funcién mueve de la figura 2.11, que rea-
liza el movimiento si C existe y devuelve falso si C no existe.

La figura 2.12 muestra los procedimientos INSERTA y SUPRIME, y un proce-
dimiento val_inicial que enlaza las celdas del arreglo ESPACIO para formar una lis-
ta de espacio disponible. Estos procedimientos no incluyen verificaciones para de-
tectar errores; es aconsejable insertarlas como ejercicio para el lector. Se dejan tam-
bién como ejercicios otras operaciones similares a las de las listas enlazadas basadas
en apuntadores.

. ——
— —
——

//
~
/_//—- . / —_— s
- Fd
? 1 .
7 /
// /
// ——’—. L]
q = /
/
/
temp /

Fig. 2.10. Cambio de una celda C de una lista a otra.

function mueve ( var p, g: integer) : boolean;
{ mueve coloca la celda apuntada por p delante de la celda apuntada por g }
var
temp: integer;
begin
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if p = O then begin { celda inexistente |
writeln(‘la celda no existe’);
return (false)
end
else begin
temp = q;
=D
p = ESPACIO[q).sig;
ESPACIO|q).sig := temp;,
return (true)
end
end; { mueve |

Fig. 2.11. Cddigo para cambiar una celda.

Listas doblemente enlazadas

En algunas aplicaciones puede ser deseable recorrer eficientemente una lista, tanto
hacia adelante como hacia atrds. O, dado un elemento, podria desearse determinar
con rapidez el siguiente y el anterior. En tales situaciones, quizd se quisiera poner
en cada celda de una lista un apuntador a la siguiente celda y otro a la anterior,
como se sugiere en la lista doblemente enlazada de la figura 2.13. En el capitulo 12
se mencionan algunas situaciones especificas en que las listas doblemente enlazadas
son esenciales por razones de eficiencia.

procedure INSERTA ( x: tipo_elemento; p: posicién; var L: LISTA);

if p = 0 then begin
{ inserta en la primera posicién }
if mueve ( disponible, L ) then
ESPACIOQ [L). elemento := x
end
else | inserta en una posicién que no es la primera |
if mueve (disponible, ESPACIO [p).sig) then
{ celda que ocupari x ya apuntada por ESPACIO [p).sig |
ESPACIO [ESPACIO [p).sig]. elemento : = x
end; { INSERTA }

procedure SUPRIME ( p: posicion; var L: LISTA);
begin
if p = 0 then
mueve (L, disponible)
else
mueve (ESPACIO [p].sig, disponible)
end; | SUPRIME }
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procedure val_inicial,
{ val_inicial enlaza ESPACIO en una lista de celdas disponibles |
var
i: integer;
begin
for i := long_mdx-1 downto 1 do
ESPACIO [i).sig=i+1;
disponible == 1;
ESPACIO [long_mdx) .sig :=0 { marca el final de la lista de celdas dispo-
nibles}
end; | val_inicial }

Fig. 2.12. Algunos procedimientos para listas enlazadas basadas en cursores.

e ) s e S e N

Fig. 2.13. Una lista doblemente enlazada.

Otra ventaja importante de las listas doblemente enlazadas es que permiten usar
un apuntador a la celda que contiene el i-ésimo elemento de una lista para repre-
sentar la posicion i, en vez de usar el apuntador a la celda anterior, que es menos
natural. El inico precio que se paga por estas caracteristicas es la presencia de un
apuntador adicional en cada celda, y los procedimientos algo mas lentos para algu-
nas de las operaciones bésicas con listas. Si se usan apuntadores (en vez de cursores)
se puede declarar que las celdas contienen un elemento y dos apuntadores, mediante

type
tipo_celda = record
elemento: tipo_elemento;
sig, ant: 1 tipo_celda
end,;
posicién = { tipo_celda;

En la figura 2.14 se da un procedimiento para suprimir un elemento en la posicién
p en una lista doblemente enlazada. La figura 2.15 muestra los cambios causados en
los apuntadores por este procedimiento; los apuntadores anteriores se representan
con lineas de trazo continuo, y los nuevos con lineas punteadas, en el supuesto de
que la celda suprimida no es la primera ni la dltima t. Primero se localiza la celda
precedente, usando el campo ant. Se hace que el campo sig de esta celda apunte a

1 A 1al efecto, es prictica comun hacer gue el encabezamiento de una lista doblemente enlazada sea una
celda que efectivamente «cierre €l circulos. Esto es, que el campo ant del encabezado apunte a la dltima
celda y que su campo sig apunte a la primera. De esta manera no se necesita hacer verificaciones de cam-
pos nil en la figura 2.14.
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la celda que sigue a la que ocupa la posicién p. Después se hace que el campo ant
de esta celda siguiente apunte a la celda que precede a la que ocupa la posicién p.
La celda apuntada por p queda sin usar y el sistema de tiempo de ejecucién de Pas-
cal debe de usarla de nuevo automaéticamente.

procedure SUPRIME (var p: posicién );
begin
if pt.ant <> nil then
{1a celda a suprimir no es la primera |
pt.ant}.sig .= pt. sig;
if pt.sig <> nil then
{la celda a suprimir no es la ultimal
pl.sig t.ant == pt.ant
end; | SUPRIME }

Fig. 2.14. Supresién en una lista doblemente enlazada.

e —————— e

L I“-_—‘LI =R

‘--_.___.—-—"

Fig. 2.156. Cambios de los apuntadores para realizar una supresion.

2.3 Pilas

Una pila es un tipo especial de lista en la que todas las inserciones y supresiones tie-
nen lugar en un extremo denominado fope. A las pilas se les llama también «listas
LIFOn (last in first out) o listas «iltimo en entrar, primero en salir». El modelo in-
tuitivo de una pila es precisamente una pila de fichas de pdquer puesta sobre una
mesa, o de libros sobre el piso, o de platos en una estanteria, situaciones todas en
las que s6lo es conveniente quitar o agregar un objeto del extremo superior de la
pila, al que se denominar4 en lo sucesivo «tope». Un tipo de datos abstracto de la
familia PILA incluye a menudo las cinco operaciones siguientes:

1. ANULA(P) convierte la pila P en una pila vacia. Esta operaciOn es exactamente
la misma que para las listas generales.

2. TOPE(P) devuelve el valor del elemento de la parte superior de la pila P. Si se
identifica la parte superior de una pila con la posicién 1, como suele hacerse,
entonces TOPE(P) puede escribirse en funcién de operaciones con listas como
RECUPERA(PRIMERO(P), P).

3. SACA(P), en inglés POP, suprime el elemento superior de la pila, es decir, equi-
vale a SUPRIME(PRIMERO(P), P). Algunas veces resulta conveniente implantar
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SACA como una funcién que devuelve el elemento que acaba de suprimir, aun-
que aqui no se hard eso.

4. METE(x, P), en inglés PUSH, inserta el elemento x en la parte superior de la
pila P. El anterior tope se convierte en el siguiente elemento, y asf sucesivamen-
te. En funcién de operaciones primitivas con listas, esta operacién es INSER-
TA(x, PRIMERO (P), P).

5. VACIA(P) devuelve verdadero si la pila P estd vacia, y falso en caso contrario.

Ejemplo 2.2. Los editores de textos siempre permiten usar un cardcter (por ejem-
plo, back_space) como cardcter de borrado que cancela el cardcter anterior no can-
celado. Por ejemplo, si ‘#” es el cardcter de borrado, la cadena abc#d##e es en rea-
lidad la cadena ae. El primer ‘#’ cancela la c, el segundo la d y el tercero la b.

Los editores de textos también tienen un cardcter de eliminacion de linea, que
cancela todos los caracteres anteriores de la linea actual. A efectos de este ejemplo,
se usard ‘@’ como carécter de eliminacién de linea.

Un editor puede procesar una linea de texto usando una pila. El editor lee un ca-
rdcter a la vez. Si el cardcter lefdo no es de borrado ni de eliminacién de linea, el
editor lo mete en la pila. Si el cardcter es de borrado, el editor saca un cardcter de
la pila, y si es de eliminacién de linea, vacia la pila. En la figura 2.16 se muestra un
programa que ejecuta estas acciones,

procedure EDITA;
var
P: PILA;
¢: char;
begin
ANULA (P);
while not eo/n do begin
read(c);
if ¢ = ‘#" then
SACA (P)
else if c = ‘@’ then
ANULA (P)
else { ¢ es un cardcter normal }
METE (c, P)
end;
imprime P en orden inverso
end; { EDITA |

Fig. 2.16. Programa que logra el efecto de los caracteres de borrado
y cancelacion de linea.

En este programa, el tipo PILA debe declararse como una lista de caracteres. El
proceso de escribir la pila en orden inverso en la \ltima linea del programa tiene un
objetivo: sacar de la pila un cardcter a la vez da como resultado la inversién de la
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linea. Algunas realizaciones de pilas, como la basada en arreglos, que se analizar4 a
continuacién, permiten escribir un procedimiento sencillo para imprimir los carac-
teres de la pila a partir de la base. Sin embargo, en general, para invertir una pila,
cada elemento debe sacarse y meterse en otra pila; luego, los elementos pueden sa-
carse de la segunda pila e imprimirse en el orden en que se sacan. D

Realizacion de pilas basada en arreglos

Todas las realizaciones de listas descritas sirven para pilas, puesto que una pila con
sus operaciones es un caso especial de lista con sus operaciones. La representa-
cion de una pila como lista enlazada es sencilla, pues METE y SACA operan sélo
con la celda de encabezamiento y con la primera celda de la lista. De hecho, los en-
cabezamientos pueden ser apuntadores o cursores, mas que celdas completas, pues-
to que para las pilas no existe la nocién de «posicién» para las listas y, por tanto,
no es necesario representar la posicién 1 en forma andloga a las demds posiciones.

Sin embargo, la realizacién de listas basada en arreglos que se dio e¢n la sec-
cién 2.3 no es particularmente adecuada para las pilas, dado que cada METE o
SACA tiene que mover la lista entera hacia arriba o hacia abajo, lo cual lleva un tiem-
po proporcional al nimero de elementos de la pila. Un mejor criterio para usar un
arreglo es el que tiene en cuenta el hecho de que las inserciones y las supresiones
ocurren s6lo en la parte superior. Se puede anclar la base de la pila a la base del
arreglo (el extremo de indice mas alto) y dejar que la pila crezca hacia la parte su-
perior del arreglo (el extremo de indice mds bajo). Un cursor llamado tope indicard
la posicién actual del primer elemento de la pila. Esta idea se ilustra en la figura 2.17.

tope| —— <— primer elemento
<+— segundo elemento

long_mdx <— 1iltimo elemento
elementos
Fig. 2.17. Realizacion de una pila mediante un arreglo.

Para esta realizacion de pilas basada en arreglos, el tipo de datos abstracto PILA
se define como

type
PILA = record
tope. integer;
elementos: array[l..long_mdx ] of tipo_elemento
end;
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Un ejemplo de la pila consiste en la sucesién elementos[tope), elementos[tope + 1],
-.., elementos [long_mdx). Obsérvese que si tope = long_mdx + 1, la pila est4 vacfa.

Las cinco operaciones tipicas con pilas est4n realizadas en la figura 2.18. Obsér-
vese que para que TOPE devuelva un objeto de tipo tipo_elemento, ese tipo debe
ser licito como resultado de una funcién. De lo contrario, TOPE debe ser un proce-
dimiento que modifique su segundo argumento asigndndole el valor TOPE(P) o una
funcién que devuelva un apuntador a tipo_elemento.

procedure ANULA ( var P: PILA);
begin
P.tope := long_mdx + 1
end; { ANULA |}

function VACIA ( P: PILA ): boolean;
begin
if P.tope > long_mdx then
return (true)
else
return (false)
end; { VACIA |

function TOPE ( var P PILA ): tipo_elemento;

if VACIA (P) then
error (‘la pila estd vacia’)
else
return (P.elementos{P.topel)
end; { TOPE |

procedure SACA ( var P. PILA );
begin
if VACIA(P) then
error (‘la pila estd vacia’)
else
P.tope = P.tope + 1
end; { SACA }

procedure METE ( x: tipo_elemento; P: PILA);
begin
if P.tope := 1 then
error (‘la pila est4 llena’)
else begin
P.tope .= P. tope - 1;
P.elementos{ P.tope] = x
end
end; { METE }

Fig. 2.18. Operaciones con pilas.
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2.4 colas .

Una cola es otro tipo especial de lista en el cual los elementos se insertan en un ex-
tremo (el posterior) y se suprimen en el otro (el anterior o frente). Las colas se cono-
cen también como listas «FIFO» (first-in first-out) o listas «primero en entrar, pri-
mero en salim. Las operaciones para una cola son andlogas a las de las pilas; las di-
ferencias sustanciales consisten en que las inserciones se hacen al final de la lista, y
no al principio, y en que la terminologia tradicional para colas y listas no es la mis-
ma. Se usardn las siguientes operaciones con colas.

1. ANULA(C) convierte la cola C en una lista vacfa.

2. FRENTE(C) es una funcién que devuelve el valor del primer elemento de la cola
C. FRENTE(C) se puede escribir en funcién de operaciones con listas, como
RECUPERA(PRIMERO(C),C).

3. PONE_EN_COLA(x, C) inserta el elemento x al final de la cola C. En funcién
de operaciones con listas, PONE_EN_ COLA(x, C) es INSERTA(x, FIN(C), O).

4. QUITA_DE_COLA(C) suprime el primer elemento de C; es decir, QUI-
TA_DE_COLA(C) es SUPRIME(PRIMERO(C), C).

5. VACIA(C) devuelve verdadero si, y sélo si, C es una cola vacia.

Realizacion de colas basada en apuntadores

Igual que en el caso de las pilas, cualquier realizacién de listas es licita para las colas.
No obstante, para aumentar la eficacia de PONE_EN_COLA es posible aprovechar
el hecho de que las inserciones se efectian s6lo en el extremo posterior. En lugar de
recorrer la lista de principio a fin cada vez que se desea hacer una insercidn, se pue-
de mantener un apuntador (o un cursor) al ltimo elemento. Como en las listas de
cualquier clase, también se mantiene un apuntador al frente de la lista; en las colas,
ese apuntador es \til para ejecutar mandatos del tipo FRENTE o QUITA_DE_CO-
LA. En Pascal, se utilizara una celda ficticia como encabezamiento y se tendra el apun-
tador frontal dirigido a ella. Esta convencién permite manejar convenientemente
una cola vacfa.

Aqui se desarrollard una implantacién de colas basada en apuntadores de Pas-
cal. Se puede desarrollar una realizaciéon andloga basada en cursores, pero en el caso
de las colas se dispone de una representacién orientada a arreglos, mejor que la que
se puede obtener por imitacién directa de apuntadores mediante cursores. Al final
de esta secci6n se analizard otra implantacion, llamada de «arreglos circulares». Para
la realizacién basada en apuntadores, se definirdn las celdas como antes:

type
tipo_celda = record
elemento: tipo—elemento;
sig: 1 tipo_celda
end;
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Por tanto, es posible definir una cola como una estructura que consiste en apunta-
dores al extremo anterior de la lista y al extremo posterior. La primera celda de una
cola es una celda de encabezamiento cuyo campo elemento se ignora. Como se mencio-
nd, esta convencién permite representar de manera simple una cola vacia. Se define:

type
COLA = record
ant, post: 1 tipo_celda
end;

La figura 2.19 muestra programas para las cinco operaciones con colas. En ANU-
LA, la primera proposicién new(C.ant) crea una variable de tipo tipo_celda y asigna
su direccién a C.ant. La segunda proposicién coloca nil en el campo sig de esa celda.
La tercera proposicién hace que el encabezamiento quede como primera y iltima celda
de la cola.

El procedimiento QUITA_DE_COLA(C) suprime el primer elemento de C des-
conectando el encabezado antiguo de la cola. El primer elemento de la lista se con-
vierte en la nueva celda ficticia de encabezamiento.

La figura 2.20 muestra los resultados originados por la sucesién de mandatos
ANULA(C), PONE_-EN_COLA(x, C), PONE_-EN_COLA(y, ), QUITA_DE_CO-
LA(C). Obsérvese que después de la supresion, el elemento x ya no se considera par-
te de la cola, por estar en el campo elemento de la celda de encabezamiento.

Realizacion de colas con arreglos circulares

La representacién de listas por medio de arreglos analizada en la seccién 2.2 puede
usarse para las colas, pero no es muy eficiente. Es cierto que con un apuntador al
ultimo elemento es posible ejecutar PONE_EN_COLA en un nuimero fijo de pasos,
pero QUITA_DE_COLA, que suprime el primer elemento, requiere que la cola com-
pleta ascienda una posicién en el arreglo. Asi pues, QUITA_DE_COLA lleva un
tiempo £(n) si la cola tiene longitud n.

Para evitar este gasto, se debe adoptar un punto de vista diferente. Imaginese
un arreglo como un circulo en el que la primera posicién sigue a la tltima, en la
forma sugerida en la figura 2.21. La cola se encuentra en alguna parte de ese circulo,
ocupando posiciones consecutivas t, con el extremo posterior en algiin lugar a la iz-
quierda del extremo anterior. Para insertar un elemento en la cola, se mueve el apun-
tador C.post una posicién en el sentido de las manecillas del reloj, y se escribe el ele-
mento en esa posicién. Para suprimir, simplemente se mueve C.ant una posicién en
el sentido de las manecillas del reloj. De esta manera, la cola se mueve en ese mis-
mo sentido conforme se insertan y suprimen elementos. Obsérvese que utilizando

1 Obsérvese que la palabra «consecutivas» debe interpretarse en un sentido circular. Esto es, una cola
de longitud cuatro puede ocupar, por ejemplo, las dos dltimas y las dos primeras posiciones del arreglo.
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este modelo los procedimientos PONE_EN_COLA y QUITA_DE_COLA se pueden
escribir de tal manera que su ejecucién se realice en un nimero constante de pa-
$0S.
Hay una sutileza que surge en la representacin de la figura 2.21 y en cualquier
variante menor de esta estrategia (es decir, si C.post apunta a una posicién adelantada
con respecto al iiltimo elemento, en el sentido de las manecillas del reloj, y no a ese
mismo elemento). El problema reside en que no hay manera de distinguir entre una
cola vacia y una que ocupa el circulo completo, a menos que se mantenga un bit que
sea verdadero si, y s6lo si, la cola estd vacfa. Si no se estd dispuesto a mantener ese
bit, se debe evitar que la cola llegue a llenar todo el arreglo.

Para comprender la razén de esto, supéngase que la cola de la figura 2.21 tiene
long-mdx elementos. Entonces C.post deberia apuntar una posicién adelante de
C.ant en ¢l sentido contrario al de las manecillas del reloj. ;Y qué ocurriria si la cola
estuviera vacia? Para ver como se representa una cola vacfa, considérese primero
una que tenga un solo elemento. Entonces C.ant y C.post apuntan a la misma posi-
cién. Si en estas condiciones se suprime ese elemento, C.ant avanza una posicién en
el sentido de las manecillas del reloj, formando una cola vacia. Asi, en una cola va-
cia, C.post estd a una posicién de C.ant en sentido contrario al de las manecillas del
reloj; es decir, estd exactamente en la misma posicién relativa que ocuparia si la cola
tuviera long_mdx elementos. Resulta evidente, pues, que aun cuando el arreglo ten-
ga long_mdx lugares, no se puede permitir que la cola crezca més que long_mdx~1,
a menos que se introduzca un mecanismo para distinguir las colas vacias.

procedure ANULA ( var C: COLA );

new(C.ant); | crea la celda de encabezamiento |

C.ant!.sig = nil;

C.post := C. ant { e] encabezamiento es la primera y la ultima celdas }
end; [ ANULA |

function VACIA ( C: COLA ): boolean;
begin
if C.ant = C. post then
return (true)
else
return (false)
end: { VACIA |

function FRENTE ( C: COLA ): tipo_elemento;

if VACIA(C) then
error(‘la cola estd vacia’)
else
return ( C.antt.sigt.elemento)
end; { FRENTE |
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procedure PONE_EN_COLA ( x: tipo_elemento; var C: COLA )

new ( C. post}.sig ); { agrega una nueva celda en el extremo
posterior de la cola |
C.post == C.post!.sig;
C.posttelemento = x;
C.postt.sig := nil
end; | PONE_EN_COLA |
procedure QUITA_DE_COLA ( var C: COLA ),
begin
if VACIA(C) then
error ('la cola estd vacia’)
else
C.ant = C.antt.sig
end; { QUITA_DE_COLA }

Fig. 2.19. Implantacién de mandatos para colas.

ANULA (O)
®

C. ant

C. post

PONE_EN_COLA(x, O)

o j | 512l #]

PONE_EN_COLA(y,C)

C.ant
C.post

QUITA_DE_COLA(C)

C.ant | i = A
C.post

Fig. 2.20. Sucesion de operaciones con colas.
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Se escribirdn ahora los cinco mandatos para colas usando esta representacion.
Formalmente, las colas se definen:

type
COLA = record

elementos: array[1..long_madx) of tipo_elemento;
ant, post: integer
end;

]_.ps mandatos aparecen en la figura 2.22. La funcién suma—uno(i) suma uno a la po-
sicién i, en el sentido circular.

long_mdx

C.post C.ant

cola

Fig. 2.21. Realizacién circular para colas.

2.5 correspondencias

Una correspondencia o memoria asociativa es una funcién de elementos de un tipo
llamado tipo_dominio, a elementos de otro tipo (quizas el mismo) llamado tipo_con-
tradominio. Se expresa el hecho de que la correspondencia M asocia el elemento r
de tipo tipo_contradominio con el elemento 4 de tipo tipo_dominio por M(d) = r.

Ciertas correspondencias, como cuadrado(i) = i?, se pueden obtener con facilidad
como una funcién de Pascal por medio de una expresién aritmética u otro medio
simple de calcular M{(d) a partir de 4. Sin embargo, en el caso de muchas correspon-
dencias, la \inica manera clara de describir M(d) consiste en almacenar para cada d
el valor de M{(d). Por ejemplo, para aplicar una funcién de némina que asocie a cada
empleado un salario semanal, parece obligatorio almacenar el salario actual de cada
empleado. En lo que resta de esta seccidn se describird un método para implantar fun-
ciones como la funcién «némina».

Considérese qué operaciones es deseable realizar en una correspondencia M.
Dado un elemento 4 de un tipo dominio, se podria desear obtener M(d) o saber si
M(d) estd definida (es decir, si d pertenece actualmente al dominio de M). O quizé
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function suma_uno ( i : integer ): integer;
begin
. return ((i mod long_mdx) + 1)
end; | suma_uno!

procedure ANULA ( var C: COLA );
begin
C.ant:=1,
C. post = long_mdx
end; { ANULA }

function VACIA ( var C: COLA ) : boolean;
begin
if suma_uno(C. post) = C.ant then
return (true)
else
return (false)
end; { VACIA |

function FRENTE ( var C: COLA ) : tipo_elemento;

if VACIA (C) then
error (‘la cola estéd vacia’)
else
return (C.elementos[C.ant])
end; { FRENTE |

procedure PONE_EN_COLA ( x: tipo_elemento; var C: COLA );

if suma_uno(suma_uno(C post)) = C.ant then
error (‘la cola estd llena’)
else begin
C.post = suma_uno(C.post),
C.elementos{C.post] = x
end
end; { PONE_EN_COLA }

procedure QUITA_DE_COLA ( var C; COLA );
begin

if VACIA (C) then
error (‘la cola estd vacia’)
else

C.ant := suma_uno{C.ant)
end; | QUITA_DE_COLA }

Fig. 2.22. Realizacién circular de colas.
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se desee introducir nuevos elementos en el dominio actual de M y establecer sus va-
lores asociados de contradominio. Como solucién distinta, se podria desear cambiar
el valor de M(d). También se necesita una manera de asignar valor inicial a una
correspondencia como la correspondencia nula o vacia, cuyo dominio estd vacio. Es-
tas operaciones se resumen en los tres mandatos siguientes:

1. ANULA (M). Hace que M sea la correspondencia nula.

2. ASIGNA (M, d, r). Define M(d) como r, tanto si M(d) estd definido previa-
mente como si no.

3. CALCULA (M, d, r). Devuelve verdadero y da a r el valor M(d) si este tltimo
estd definido; en caso contrario, devuelve falso.

Realizacion de correspondencias mediante arreglos

Muchas veces, el tipo dominio de una correspondencia serd un tipo elemental que
pueda usarse como tipo indice de un arreglo. En Pascal los tipos indice incluyen to-
dos los subcontradominios finitos de los enteros, como 1..100 6 17..23, el tipo char
y los subcontradominios de char, como ‘A"..*Z", y los tipos enumerados como (norte,
sur, este, oeste). Por ejemplo, un programa para descifrar textos podria guardar una
correspondencia cif, con ‘4’..‘Z" como sus tipo_dominio y tipo_contradominio, de
modo que ciflletra_texto) sea la letra que en un momento dado se suponga que re-
presenta a la letra letra_texto.

Tales correspondencias se pueden realizar sencillamente por medio de arreglos,
siempre que haya un valor del tipo_contradominio que signifique «indefinido». Por
ejemplo, la correspondencia cif anterior podria definirse con char como su tipo_con-
tradominio, en lugar de ‘4’ .. ‘2", y *?" podria usarse para denotar «indefinido».

Supdngase que los tipos dominio y contradominio son tipo_dominio y tipo_con-
tradominio, respectivamente, y que tipo_dominio es un tipo de Pascal bdsico. En-
tonces, se puede definir el tipo CORRESPONDENCIA (estrictamente hablando,
correspondencia de tipo_dominio a tipo_contradominio) por la declaracién:

CORRESPONDENCIA = array[tipo_dominio] of tipo_contradominio;
En el supuesto de que «indefinido» sea una constante de tipo—contradominio y que

primer_valor y iiltimo_valor sean el primero y el diltimo valores de tipo_dominio f,
es posible implantar los tres mandatos en correspondencias como en la figura 2.23.

Realizacion de correspondencias mediante listas

Existen muchas aplicaciones posibles de las correspondencias con dominios finitos.
Por ejemplo, las tablas de dispersién (hash) son una excelente alternativa en mu-

t Por ejemplo, primer_valor = ‘A’ y tiltimo_valor = ‘Z', si ¢l tipo_dominio es ‘A’..'Z".
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chas situaciones, pero su andlisis se deja para el capitulo 4. Cualquier corresponden-
cia con un dominio finito se puede representar mediante la lista de pares (d,, r,),
(dy, r3), -y (dy, 1), donde d,, d, ..., d) son todos los miembros actuales del dominio,
y r; es el valor que la correspondencia asocia a d, para i= 1, 2, ..., k. Se puede en-
tonces usar cualquier implantacién de listas que se elija para representar esa lista de
pares.

Para precisar m4s, el tipo de datos abstracto CORRESPONDENCIA se puede
aplicar por medio de listas de tipo_elemento si se define

type
tipo—elemento = record
dominio: tipo_dominio;
contradominio: tipo—contradominio
end;

y luego se define CORRESPONDENCIA como se haria con el tipo LISTA (de ti-
po_elemento) en la realizacién de listas elegida. En la figura 2.24 se definen los tres
mandatos de correspondencias en funcién de mandatos sobre el tipo LISTA.

procedure ANULA ( var M: CORRESPONDENCIA );
var
i: tipo_dominio;
begin
for i := primer_valor to ultimo_valor do
MTi] := indefinido
end; { ANULA |

procedure ASIGNA ( var M: CORRESPONDENCIA;
d: tipo_dominio; r: tipo_contradominio);
begin
Mid] =r
end; { ASIGNA }

function CALCULA ( var M: CORRESPONDENCIA;
d: tipo_dominio; var r: tipo_contradominio): boolean;

if M[d] = indefinido then
return (false)
else begin
r = Md);
return (true)
end
end; { CALCULA |

Fig. 2.23. Realizacion de correspondencias mediante arreglos.
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2.6 Pllas y procedimientos recursivos

Una aplicacién importante de las pilas se da en la aplicacién de procedimientos re-
cursivos en los lenguajes de programacién. La organizacion a tiempo de ejecucicn de
uno de tales lenguajes es el conjunto de estructuras de datos usadas Jpara representar
los valores de las variables de un programa durante su ejecucion. Todo lenguaje que,
como Pascal, permita procedimientos recursivos, utiliza una pila de registros de ac-
tivacidn para registrar los valores de todas las variables que pertenecen a cada pro-
cedimiento activo de un programa. Cuando se llama a un procedimiento P, se co-
loca en la pila un nuevo registro de activacién para P, con independencia de si ya
existe en ella otro registro de activacién para ese mismo procedimiento. Cuando P
vuelve, su registro de activacién debe estar en el tope de la pila, puesto que P no
puede volver si no lo han hecho previamente todos los procedimientos a los que P
ha llamado. Asi, se puede sacar de la pila el registro de activacién correspondiente
a la llamada actual de P y hacer que el control regrese al punto en el que P fue lla-
mado (este punto, conocido como direccidn de retorno, se colocé en el registro de ac-
tivacién de P al llamar a este procedimiento).

procedure ANULA ( var M: CORRESPONDENCIA );
| igual que para listas |

procedure ASIGNA ( var M CORRESPONDENCIA:
d: tipo_dominio; r: tipo_contradominio);
var
x: tipo_elemento; { el par (d, r) |
p: posicién; { usada para ir de la primera a la dltima posicién de
la lista M}
begin
x.dominio = d,
x.contradominio :=r;
p = PRIMERO(M);
while p <> FIN(M) do
if RECUPERA(p, M).dominio = d then
SUPRIME(p, M) { elimina el elemento con dominio d
else
p = SIGUIENTE(p, M);
INSERTA (x, PRIMERO(M), M) { coloca (d, r,) al inicio de la lista |
end; { ASIGNA }

function CALCULA ( var M: CORRESPONDENCIA;
d: tipo_dominio; var r; tipo_contradominio): boolean;
var
Pt posicién;
begin
p: PRIMERO (M),
while p <> FIN(M) do begin
if RECUPERA(p, M). dominio = d then begin
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r == RECUPERA(p, M). contradominio;
return (true)

end;

p = SIGUIENTE(p, M)

end;
return (false) | si d no est4 en el dominio |

end; { CALCULA }

Fig. 2.24. Realizacion de correspondencias en funcidn de listas.

La recursi6n simplifica la estructura de muchos programas. Sin embargo, en al-
gunos lenguajes las llamadas a procedimientos tienen un costo mucho mayor que el
de las proposiciones de asignacién, de modo que la ejecucién de un programa puede
resultar més rdpida, en un factor constante considerable, si se eliminan las llamadas
recursivas. Al decir esto no se propugna la eliminacién habitual de la recursion o de
otras llamadas a procedimientos; es frecuente que la sencillez estructural justifique
el tiempo de ejecucién. Sin embargo, podria ser deseable eliminar la recursién en
las porciones de los programas gue se ejecutan con mayor frecuencia, y el propésito
del anélisis que sigue es ilustrar cdmo se pueden convertir los procedimientos recur-
sivos en procedimientos no recursivos mediante la introduccién de una pila defini-
da por el programador.

Ejemplo 2.3. Considérense dos soluciones, una recursiva y otra no recursiva, a una
versién simplificada del cldsico problema de la mochila, en el cual se da un objetivo o
y una coleccién de pesos p,, py, ..., P, (enteros positivos). Se pide determinar si existe
una seleccion de pesos que totalice exactamente o. Por ejemplo, si o= 10 y los pesos
son 7, 5, 4, 4 y 1, se pueden elegir el segundo, el tercero y el quinto, ya que
5+4+1=10.

La justificacién del nombre «problema de la mochila» es que se desea llevar en
la espalda no més de o kilogramos, y se tiene para elegir un conjunto de objetos de
pesos dados. Se supone, ademds, que la utilidad de los objetos es proporcional a su
peso t, y por ello se desea cargar la mochila con un peso lo mds cercano posible al
objetivo.

En la figura 2.25 se puede ver una funcién mochila que opera en una matriz

pesos: array[1..n] of integer.

La llamada a mochila(s, i) determina si existe una coleccién de los elementos entre
peso{i] y peso[n] que sume exactamente 5, ¢ imprime sus pesos de ser tal el caso. Lo
primero que mochila hace es determinar si puede responder de inmediato. Especi-
ficamente, si s = 0, entonces el conjunto vacio de pesos es una solucién. Sis <0, no
puede haber solucién, y si s > 0 e i > n, entonces ya no hay mds pesos que consi-
derar y, por tanto, no se puede encontrar una suma de pesos igual a s.

Si no se tiene ninguno de estos casos, entonces sencillamente se hace la llamada
a mochila(s - p, i+ 1), para ver si existe una solucién que incluya a p;. Si esa solu-

t En el «verdadero» prnblemdchmod:ih,udmvdorudentuidadymyupidemiminr
la utilidad de los objetos transportados, con una restriccién del peso.
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cién existe, todo el problema esté resuelto y la solucién incluye a p, de modo que
éste se imprime. Si no hay solucién, se efecttia la llamada a mochila(s, i + 1), para
ver si existe una solucién que no use p. O

Eliminacion de la recursién de cola

A menudo, es posible eliminar en forma mecdnica la dltima llamada que un proce-
dimiento se hace a si mismo. Si un procedimiento P(x) tiene como iiltimo paso una
llamada a P(y), entonces es posible reemplazar la llamada a P(y) por una asignacién
x: =y, seguida de un salto al principio del cédigo de P. Aqui, y puede ser una ex-
presion, pero x debe ser un pardmetro pasado por valor, de modo que su valor se
almacena en una localidad de memoria privada de esta llamada a P 1. Por supuesto,
P podria tener mds de un pardmetro, en cuyo caso se tratarian exactamente igual
que x e y.

function mochila ( objetivo: integer; candidato: integer ): boolean;

begin
(n if objetivo = O then:
(2) return ( true )
(3) else if (objetivo < 0) or (candidato > n) then
(4) return(false)
else | considera soluciones con y sin candidato |
(5) if mochila(objetivo-pesos|candidato), candidato + 1) then
begin
(6) writeln(pesos [candidato] ),
(7) return (true)
end
else { la tinica solucién posible es sin candidato |
(8) return (mochila(objetivo, candidato + 1))

end; { mochila |

Fig. 2.25. Solucion recursiva al problema de la mochila.

Este cambio funciona, porque volver a ejecutar P con el nuevo valor de x equi-
vale exactamente a llamar a P(y) y luego volver de esa llamada. Obsérvese que el he-
cho de que algunas de las variables locales de P tengan valores en la segunda llama-
da no tiene consecuencias. P no podria usar ninguno de esos valores, pues si se hu-
biera llamado a P(y) como se intentaba en un principio, esos valores no habrian es-
tado definidos.

En la figura 2.25 se ilustra otra variante de la recursién de cola; ahi, el dltimo
paso de la funcién mochila s6lo devuelve el resultado de llamarse a si misma con
otros pardmetros. En una situacién tal, suponiendo que los pardmetros se pasan por

t Alternativamente, x podria pasarse por referencia si y es x.
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valor (o por referencia, si el mismo pardmetro es ¢l que se pasa a la llamada), se pue-
de reemplazar la llamada por asignaciones a los pardmetros y un salto al principio
de la funcién. En el caso de la figura 2.25, se puede reemplazar la linea (8) por

candidato = candidato + 1,
goto principio

donde principio es una etiqueta que se va a asignar a la proposicion (1). Obsérvese
que no se necesita ningin cambio a objetivo, puesto que su valor pasa intacto como
primer pardmetro. De hecho, se puede advertir que, al no haber cambiado objetivo,
las pruebas de las proposiciones (1) y (3) que lo incluyen estdn destinadas a fallar y,
por tanto, es posible omitir las lineas (1) y (2), realizar sélo la prueba candidato > n
en la linea (3) y luego proseguir directamente a la linea (5).

Eliminacién completa de la recursion

El procedimiento de eliminacién de la recursion de cola suprime la recursién por
completo séle cuando la llamada recursiva se encuentra al final del procedimiento
y tiene la forma adecuada. Existe un enfoque mds general que convierte cualquier
procedimiento (o funcién) recursivo en no recursivo, pero que introduce una pila de-
finida por el programador. En general, una celda de esa pila contendra:

1. los valores actuales de los pardmetros del procedimiento;

2. los valores actuales de todas las variables locales del procedimiento, y

3. una indicacién de la direccién de retorno, esto es, del lugar a donde deberd de-
volver el control cuando la invocacién actual del procedimiento termine.

En el caso de la funcién mochila, se puede hacer algo més sencillo. Primero, se
observa que cada vez que se hace una llamada (que implica meter un registro a la
pila), candidato se incrementa en 1. Asf pues, se puede dejar candidato como una va-
riable global, incrementando su valor en 1 cada vez que se mete un registro en la
pila y disminuyéndolo en 1 cada vez que se saca un registro.

Una segunda simplificacién posible consiste en mantener dentro de la pila una
«direccién de retorno» modificada. En términos estrictos, la direccién de retorno
para esta funcién es un lugar de otro procedimiento que llama a mochila, la llamada
de la linea (5) o la llamada de la linea (8). Estas tres posibilidades se representan por
una variable «de estado» que tiene uno de los tres valores siguientes:

1. ninguno, que indica que la llamada procede de fuera de la funcién mochila.
incluido, que indica la llamada de la linea (5), la cual incluye pesos[candidato)
dentro de la solucién, o

3. excluido, que indica la llamada de la linea (8), la cual excluye a pesos[candidato].

Si se almacena esta variable de estado como la direccién de retorno, se puede ma-
nejar objetivo como una variable global. Cuando el estado cambia de ninguno a in-
cluido, se sustrae pesos[candidato) de objetivo, y se suma de nuevo cuando el estado



PILAS Y PROCEDIMIENTOS RECURSIVOS 69

cambia de incluido a excluido. Como ayuda para representar el efecto del retorno de
mochila cuando indican si se ha hallado la solucién, se usa una variable global ban-
dera_éxito. Una vez que bandera_éxito toma el valor verdadero, lo conserva y hace
que se saquen de la pila los registros, imprimiendo aquellos pesos que tienen aso-
ciado un estado incluido. Con estas modificaciones, se puede declarar la pila como
una pila de estados, mediante.

type
estados = (ninguno, incluido, excluido);
PILA = { declaracién adecuada para una pila de estados |

La figura 2.26 muestra el procedimiento resultante no recursivo mochila, que opera
en un arreglo de pesos como antes. Aunque este procedimiento puede ser mds ra-
pido que la funcién mochila original, es claramente mds largo y mas dificil de en-
tender. Por ello sélo se debe eliminar la recursién cuando la velocidad sea muy im-
portante.

procedure mochila (objetivo: integer );
var
candidato: integer;
bandera_éxito: boolean;
P PILA;
begin
candidato := 1;
bandera_éxito = false;
ANULA(P),
METE(ninguno, P); { asigna valor inicial a la pila considerando pesos[1]
repeat
if bandera_éxito then begin
{ saca de la pila e imprime los pesos incluidos en la solucién |
if TOPE(P) = incluido then
writeln (pesos[candidatol);
candidato := candidato-1;
SACA(P)
end
else if objetivo = 0 then begin { se encontré la solucién |}
bandera_éxito := true;
candidato = candidato -1,
SACA(P)
end
else if (((objerivo < 0) and (TOPE(P) = ninguno))
or (candidato > n)) then begin
{ no hay solucién posible con las elecciones hechas |
candidato = candidato -1;
SACA(P)
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end

else { aiin no hay decisién, se considera el estado del candidato actual |

if TOPE(P) = ninguno then begin { se intenta primero incluyendo al
candidato |
objetivo := objetivo-pesos{candidato;
candidato = candidato +1;
SACA(P); METE(incluido, P); METE (ringuno, P)

end

else if TOPE(P) = incluido then begin { se intenta excluyendo al

candidato }

objetivo := objetivo + pesos[candidato];
candidato := candidato +1;
SACA(P); METE(excluido, P); METE(ninguno, P)

end

else begin { TOPE(P) = excluido; la eleccién actual no da resultado }
SACA(P);
candidato = candidato -1

end

until VACIA (P)
end; { mochila }

Fig. 2.26. Procedimiento no recursivo para el problema de la mochila.

Ejerciclos

2.1 Escribase un programa que imprima los elementos de una lista. En los ejer-
cicios siguientes usense operaciones con listas para realizar los programas.

2.2 Escribanse programas para insertar, suprimir y localizar un elemento en
una lista clasificada, usando realizaciones de

a) arreglos
b) apuntadores y
c) cursores.

{Cudl es el tiempo de ejecucién de cada uno de estos programas?
2.3 Escribase un programa para intercalar

a) dos listas clasificadas,

b) n listas clasificadas.
2.4 Escribase un programa para concatenar una lista de listas.

2.5 Supéngase que se desea manipular polinomios de la forma px) =
=X+ X+ .. + c,x%, donde ¢, > e, > ... > ¢, = 0. Un polinomio de
ese tipo se puede representar mediante una lista enlazada en la que cada celda
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tiene tres campos: uno para el coeficiente ¢, otro para el exponente e, y
otro para el apuntador a la siguiente celda. Escribase un programa para di-
ferenciar polinomios representados de esta manera.

Escribanse programas para sumar y multiplicar polinomios similares a los
del ejercicio 2.5. ;Cudl es el tiempo de ejecucién de los programas en fun-
cién del mimero de términos?

Supdngase que se declaran celdas mediante

type
tipo—celda = record
bir: 0..1;
sig: t tipo_celda
end,

Un niimero binario b,b, ... b,, donde cada b; es 0 6 1, tiene el valor numé-
L)

rico z b2"1, Este mimero se puede representar por la lista b, b,, ... b,
=

Esta lista, a su vez, puede representarse como una lista enlazada de celdas
de tipo tipo_celda. Escribase un procedimiento incrementa(niimero_bin)
que sume uno al nimero binario apuntado por niumero-bin. Sugerencia:
Higase incrementa recursivo.

Escribase un procedimiento para intercambiar los elementos de las posicio-
nes p y SIGUIENTE(p) de una lista enlazada sencilla.

El siguiente procedimiento se hizo con el propdsito de suprimir todas las
apariciones de un elemento x de una lista L. Expliquese por qué no siem-
pre funciona y sugiérase una manera de arreglarlo de modo que realice la
tarca para la que fue propuesto.

procedure suprime (x:tipo—elemento; var L: LISTA),
var
p: posicién;
begin
p=PRIMERO (L);
while p <> FIN (L) do begin
if RECUPERA (p, L) = x then
SUPRIME (p, L);
p=SIGUIENTE (p, L)
end
end; { suprime |
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2.10

211

212

213

214

Se desea almacenar una lista en un arreglo 4 cuyas celdas contienen dos
campos: datos, que contiene un elemento, y posicién, que da la posicién (en-
tera) del elemento. Un entero ultimo indica que la lista ocupa las posicio-
nes A[1] a A[ultimo). El tipo LISTA se puede definir como:

LISTA = record
ultimo: integer;
elementos: array[1..long_mdx] of record
datos: tipo—elemento;
posicidn: integer
end
end;

Escribase un procedimiento SUPRIME(p, L) que elimine el elemento de la
posici6n p. Incliyanse todas las verificaciones necesarias para detectar erro-
res.

Supdngase que L es una LISTA y que p, ¢ y r son posiciones. En funcién
de la longitud » de la lista L, determinese cudntas veces se ejecutan en el
siguiente programa las funciones PRIMERO, FIN y SIGUIENTE.

p:= PRIMERO(L);
while p <> FIN(L) do begin
q:=p,
while g <> FIN(L) do begin
g = SIGUIENTE(q, L),
r = PRIMERO(L);
while r <> g do
r:= SIGUIENTE(r, L)
end;
p=SIGUIENTE(p, L)
end;

Reescribase el cédigo de las operaciones con listas, suponiendo una repre-
sentaci6n de listas enlazadas, pero sin celdas de encabezado. Supéngase que
se usan apuntadores verdaderos y que la posicién 1 se representa por nil.

Agréguense al procedimiento de la figura 2.12 todas las verificaciones ne-
cesarias para detectar errores.

Otra representacién de listas por medio de arreglos consiste en insertar, co-
mo en la seccién 2.2, pero suprimir simplemente reemplazando el ele-
mento en cuestién por un valor especial «suprimido», que se supone ya no
aparece en las listas. Reescribanse las operaciones con listas para aplicar
esta estrategia. ;Cudles son las ventajas y las desventajas de este enfoque
€n comparacidn con la representacién original de listas mediante arreglos?
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Supdngase que se desea utilizar un bit extra en los registros de colas, que
indique si una cola estd vacia o no. Modifiguense las declaraciones y las
operaciones para una cola circular, de manera que se tenga en cuenta esta
caracteristica. ;Cabe esperar que el cambio valga la pena?

Una cola doble o de doble extremo es una lista en la cual se pueden insertar
o suprimir elementos en cualquiera de los extremos. Desarréllense reali-
zaciones para colas dobles basadas en arreglos, apuntadores y cursores.

Definase un TDA que maneje las operaciones PONE_EN_COLA, QUI-
TA_DE_COLA y ESTA_EN_COLA. ESTA_EN_COLA(x) es una funcién
que devuelve verdadero o falso dependiendo de si x estd o0 no en la cola.

¢Cémo podria obtenerse una cola cuyos elementos son cadenas de longitud
arbitraria? ;Cudnto tiempo lleva poner en cola una cadena?

Otra posible implantacién de colas mediante listas enlazadas consiste en no
usar una celda de encabezamiento y hacer que an? apunte directamente a la pri-
mera celda. Si la cola estd vacia, se hace que ant = post = nil. Obténgase
las operaciones con colas para esta representacién, (Cémo se compara esta
aplicacién con la que se dio en la seccién 2.4, en funcién de la velocidad,
la utilizacién de espacio y la concisién del cédigo?

Una variante de la cola circular registra la posicién del elemento frontal y
la longitud de la cola.

a) ;Es necesario en esta realizacién limitar la longitud de la cola a
long_mdx - 1?7

b) Escribanse las cinco operaciones con colas para esta realizacién.

¢) Compdrese esta realizacién con la de colas circulares de la seccién 2.4.

Es posible guardar dos pilas en un solo arreglo, si una de ellas crece desde
la posicién 1 del arreglo y la otra lo hace desde la tltima posicién. Escri-
base un procedimiento METE(x, P) que inserte el elemento x en la pila P,
donde P es una u otra de las dos pilas. Inchiyanse en el procedimiento to-
das las verificaciones de error necesarias.

Se pueden almacenar k pilas en un solo arreglo si se usa la estructura de
datos sugerida en la figura 2.27 para el caso k = 3. Para meter y sacar de
cada pila se opera como se sugiere en la seccién 2.3, en relacién con la fi-
gura 2.17. Sin embargo, si una insercién en la pila / hace que TOPE()) igua-
le a BASE(i - 1), antes de efectuarla hay que desplazar todas las pilas, de
modo que quede una separacién del tamaiio apropiado entre cada par de
pilas adyacentes. Por ejemplo, es posible hacer que las separaciones entre
pilas sean todas iguales, o que la separacién que queda encima de la pila i
sea proporcional al tamaiio actual de la pila i (en el supuesto de que las pi-
las més grandes tienen mayor probabilidad de crecer antes, y se desea pos-
tergar la siguiente reorganizacién el mayor tiempo posible).

a) Si se dispone de un procedimiento reorganiza, al que se llama si las pi-
las colisionan, escribase el cddigo de las cinco operaciones con pilas.
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2.24

b) Si existe un procedimiento haz_nuevos_topes que calcula nuevo-_tope(i],

c)

la posicién «apropiada» paraeltopedelapilajconl ==i=<=k
escribase el procedimiento reorganiza. Sugerencia: Obsérvese que la
pila i puede moverse arriba o abajo v que hay que mover la pila / antes
que la j si la nueva posicién de j se traslapa con la posicién antigua de
i. Considérense las pilas 1, 2, 3 ..., k en orden, pero manténgase una
pila de «objetivos» consistentes en desplazar una pila. Si al considerar
la pila / ésta se puede mover con seguridad, hdgase, y reconsidérese lue-
go la pila cuyo nimero esté en el tope de la pila de objetivos. Si no
hay seguridad, métase i en la pila de objetivos.

(Qué realizacién es apropiada para la pila de objetivos de b)? ;Es real-
mente necesario mantenerla como una lista de enteros, o seria suficien-
te con una representaciéon mds sucinta?

d) Obténgase haz_nuevos_topes de forma que el espacio que estd sobre to-

€)

das las pilas sea proporcional a los tamafios actuales de éstas.
¢ Qué modificaciones habria que hacer a la figura 2.27 para que esa rea-
lizacién pueda trabajar con colas? ;Y con listas generales?

Modifiquense las realizaciones de SACA y PONE_EN_COLA de las sec-
ciones 2.3 y 2.4, de modo que devuelven el elemento suprimido de la pila
o cola ;Qué modificaciones habria que hacer si el tipo de los elementos no
es alguno que pueda ser devuelto por una funcién?

Usese una pila para eliminar la recursién de los siguientes procedimientos.
a) function comb (n, m : integer): integer;

{calcula (/) suponiendoque 0 =m =nyn= 1

if (n=1) or (m = 0) or (m = n) then

return (1)
else
return (comb (n — 1, m) + comb(n - 1, m - 1))
end; {comb}
0 —] Y
1 — pila 1
2 —] %
? — ila 2
base il
1 — 7 //
—] pila 3
tope espacio_de_pila

Fig. 2.27. Varias pilas en un arreglo.
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b) procedure invierte (var L: LISTA);
{ invierte la lista L |
var
x: tipo_elemento;

if not VACIA(L) then begin
x := RECUPERA (PRIMERO(L), L);
SUPRIME(PRIMERO(L), L);
invierte(L),
INSERTA(x, FIN(L), L)
end
end; | invierte |

*2.25 (Es posible eliminar la recursién de cola de los programas del ejercicio 2.24?
De ser asi, hdgase.

Notas bibliogréficas

Knuth [1968] contiene informacién adicional sobre la realizacién de listas, pilas y co-
las. Ciertos lenguajes de programacién como LISP y SNOBOL, manejan listas y ca-
denas de manera apropiada. Véanse Sammet [1969], Nicholls [1975], Pratt [1975]
0 Wexelblat [1981] sobre una historia y una descripcién de muchos de estos lengua-
jes.
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Arboles

Un 4rbol impone una estructura jerdrquica sobre una coleccién de objetos. Los dar-
boles genealdgicos y los organigramas son ejemplos comunes de drboles. Entre otras
cosas, los drboles son ttiles para analizar circuitos eléctricos y para representar la
estructura de férmulas matematicas. También se presentan naturalmente en diver-
sas 4reas de computacion. Por ejemplo, se usan para organizar informacién en sis-
temas de bases de datos y para representar la estructura sintdctica de un programa
fuente en los compiladores. En el capitulo 5 se describe el uso de drboles en la re-
presentaci6n de datos. En este libro se usan muchas variantes de arboles. En este ca-
pitulo se presentan las definiciones basicas y algunas de las operaciones mas comu-
nes con arboles. Después se describen algunas de las estructuras de datos més fre-
cuentemente usadas para representar drboles que permiten manejar esas operacio-
nes con eficiencia.

3.1 Terminologia fundamental

Un 4rbol es una coleccién de elementos llamados nodos, uno de los cuales se distin-
gue como raiz, junto con una relacién (de «paternidad») que impone una estructura
jerarquica sobre los nodos. Un nodo, como un elemento de una lista, puede ser del
tipo que se desee. A menudo se representa un nodo por medio de una letra, una ca-
dena de caracteres o un circulo con un nimero en su interior. Formalmente, un dr-
bol se puede definir de manera recursiva como sigue:

1. Un solo nodo es, por si mismo, un drbol. Ese nodo es también la raiz de dicho
arbol.

2. Supéngase que n es un nodo y que A,, A, ..., 4 son arboles con raices n,, N,
..., Mg, TEsSpectivamente. Se puede construir un nuevo arbol haciendo que n se
constituya en el padre de los nodos n,, 7, ..., 7. En dicho 4rbol, n es la raiz y
Ay, Ay, ..., Ay son los subdrboles de la raiz. Los nodos ny, ny, ..., 1 reciben el nom-
bre de hijos del nodo n.

A veces, conviene incluir entre los 4rboles el drbol nulo, un «érbol» sin nodos que
se representa mediante A.

Ejemplo 3.1. Considérese el indice general de un libro, que se representa en la
figura 3.1(a). Tal indice es un drbol. Se puede redibujar en la forma mostrada en la
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figura 3.1(b). La relacién padre-hijo entre dos nodos se representa por una linea que
los une. Los drboles normalmente se dibujan de arriba hacia abajo, como en la fi-
gura 3.1(b), con el padre encima de los hijos.

La raiz, el nodo llamado «Librow, tiene tres subdrboles que corresponden a los
capitulos C1, C2 y C3. Esta relacién se representa por medio de las lineas descen-
dentes que unen a Libro con C1, C2 y C3. Libro es el padre de Cl, C2 y C3, y estos
tres nodos son los hijos de Libro.

Libro Libro

Cl

sl.1

sl.2 c3

C2

2, / \ / | \.
s2.1.1 sl.1 s1.2 821 s22 523
s2.1.2 /

s2.2 \

s2.3 s2.1.1 s2.1.2

C3
(a) (b)

Fig. 3.1. Un indice general y su representacion como arbol.

El tercer subarbol de Libro, que tiene raiz C3, es un arbol de un solo nodo, en
tanto que los otros dos subérboles tienen una estructura no trivial. Por ejemplo, el
subérbol con raiz C2 tiene tres subdrboles que corresponden a las secciones s2.1,
2.2 y 52.3; estas dos ltimas son arboles de un solo nodo, mientras que la primera
tiene dos subérboles que corresponden a las subsecciones s2.1.1 y s2.1.2. O

El ejemplo 3.1 es tipico de cierta clase de datos cuya mejor representacion se lo-
gra mediante un 4rbol. En el ejemplo, la relacién de paternidad representa inclu-
si6n: un nodo padre estd constituido por sus hijos, como Libro estd constituido por
C1, C2 y C3. En esta obra se encontrardn otras relaciones que se pueden representar
por la relacién de paternidad en un drbol.

Si n,, 1y, ..., N, €s una sucesion de nodos de un 4rbol tal que n; es el padre de
n,+ 1 paral < i < k, entonces la secuencia se denomina camino del nodo n, al nodo
. La longitud de un camino es el nimero de nodos del camino menos 1. Por tanto,
hay un camino de longitud cero de cualquier nodo a si mismo. Por ejemplo, en la
figura 3.1 hay un camino de longitud 2, a saber, (C2, s2.1, s2.1.2), de C2 a s2.1.2.

Si existe un camino de un nodo a a otro b, entonces g es un antecesor de b, y b
es un descendiente de a. Por ejemplo, en la figura 3.1, los antecesores de s2.1 son él
mismo, C2 y Libro. Obsérvese que cada nodo es a la vez un antecesor y un descen-
diente de si mismo.

Un antecesor o un descendiente de un nodo que no sea él mismo recibe el nom-
bre de antecesor propio o descendiente propio, respectivamente. En un drbol, la raiz
es el 1inico nodo que no tiene antecesores propios. Un nodo sin descendientes pro-
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pios se denomina hgja. Un subérbol de un 4rbol es un nodo junto con todos sus des-
cendientes.

La altura de un nodo en un érbol es la longitud del camino mas largo de ese nodo
a una hoja. En la figura 3.1 el nodo C1 tiene altura 1, C2 altura 2 y el nodo C3 al-
tura 0. La altura del drbol es la altura de la raiz. La profundidad de un nodo es la
longitud del camino inico desde la raiz a ese nodo.

Orden de los nodos

A menudo los hijos de un nodo se ordenan de izquierda a derecha. Asi, los dos ar-
boles de la figura 3.2 son diferentes porque los dos hijos del nodo a aparecen en dis-
tintos 6rdenes en los dos drboles. Si se desea ignorar explicitamente el orden de los
hijos, se habla entonces de un 4rbol no ordenado.

Fig. 3.2. Dos drboles (ordenados) distintos.

El orden de izquierda a derecha de los hermanos (hijos del mismo nodo) se pue-
de extender para comparar dos nodos cualesquiera entre los cuales no exista la re-
lacién antecesor—descendiente. La regla que se aplica es que si @ y b son hermanos
Yy a estd a la izquierda de b, entonces todos los descendientes de a est4n a la izquier-
da de todos los descendientes de b.

Ejemplo 3.2. Considérese el 4rbol de la figura 3.3. El nodo 8 estd a la derecha del
nodo 2, a la izquierda de los nodos 9, 6, 10, 4 y 7, y no estd a la izquierda ni a la
derecha de sus antecesores 1, 3 y 5.

P
-\9 l|0

Fig. 3.3. Un arbol.

/

8
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Dado un nodo », una regla sencilla para determinar qué nodos estdn a su izquier-
da y cudles a su derecha, consiste en dibujar el camino de la raiz a n. Todos los no-
dos que salen a la izquierda de este camino, y todos sus descendientes, estdn a la iz-
quierda de n. Los nodos, y sus descendientes, que salen a la derecha, estdn a la de-
rechade n. O

Orden previo, orden posterior y orden simétrico

Existen varias maneras \tiles de ordenar sistemdticamente todos los nodos de un 4r-
bol. Los tres ordenamientos mds importantes se llaman orden previo (preorder), or-
den simétrico (inorder) y orden posterior (postorder); tales ordenamientos se definen
recursivamente como sigue:

¢ Si un drbol 4 es nulo, entonces la lista vacia es el listado de los nodos de 4 en
los 6rdenes previo, simétrico y posterior.

* Si A contiene un solo nodo, entonces ese nodo constituye el listado de los nodos
de A en los drdenes previo, simétrico y posterior.

Si ninguno de los anteriores es el caso, sea A un 4rbol con raiz n y subérboles 4,,
A, ..., A, como se representa en la figura 3.4.

(")
A LA

Fig. 3.4. Arbol A.

1. El listado en orden previo (o recorrido en orden previo) de los nodos de A estd for-
mado por la raiz de 4, seguida de los nodos de 4, en orden previo, luego por
los nodos de 4, en orden previo y asi sucesivamente hasta los nodos de 4, en
orden previo.

2. El listado en orden simétrico de los nodos de A est4 constituido por los nodos
de 4, en orden simétrico, seguidos de n y luego por los nodos de 4,, ..., 4, con
cada grupo de nodos en ofden simétrico.

3. El listado en orden posterior de los nodos de A tiene los nodos de 4, en orden
posterior, luego los nodos de A4, en orden posterior y asi sucesivamente hasta los
nodos de 4; en orden posterior y por iltimo la raiz n.

La figura 3.5(a) muestra el esbozo de un procedimiento para listar los nodos de
un 4rbol en orden previo. Para convertirlo en un procedimiento de recorrido en or-
den posterior, basta invertir ¢l orden de los pasos (1) y (2). La figura 3.5(b) es un es-
bozo de un procedimiento de recorrido en orden simétrico. En los tres casos, el or-
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denamiento deseado de un 4rbol se produce llamando al procedimiento apropiado
en la raiz del 4rbol.

Ejemplo 3.3. Listense en orden previo los nodos del 4rbol de la figura 3.3. Primero
se lista I, y luego se llama recursivamente a ORD_PRE en el primer subdrbol
de 1, o sea el subdrbol con raiz 2. Este subérbol tiene un solo nodo, de manera que
simplemente se lista. Luego se sigue con el segundo subérbol de 1, el que tiene raiz 3.
Se lista 3 y luego se vuelve a llamar a ORD_PRE en el primer subérbol de 3. Esta
llamada origina que se listen 5, 8 y 9, en ese orden. Continuando de esta forma, se

obtiene el recorrido completo en orden previo de la figura 3.3: 1,2, 3,5, 8,9, 6, 10,
4, 7.

procedure ORD_PRE ( n: nodo );

begin
(1) lista n:
(2) for cada hijo c de n, si los hay, en orden desde la izquierda do
ORD_PRE(c)

end; { ORD_PRE }

(a) procedimiento ORD_PRE.
procedure ORD_SIM ( n: nodo );

begin
if n es una hoja then
lista n
else begin
ORD_SIM(hijo de » de mas a la izquierda);
lista n;
for cada hijo ¢ de n, excepto el de méds a la izquierda, en orden
desde la izquierda do
ORD_SIM(c)
end
end; { ORD_SIM }

(b) procedimiento ORD_SIM.

Fig. 3.5. Procedimientos recursivos de ordenamiento.

De manera similar, simulando la figura 3.5(a) con el orden de los pasos inverti-
do, se puede descubrir que el recorrido en orden posterior de la figura 3.3 es 2, 8,
9,5, 10,6, 3,7, 4, 1. Simulando la figura 3.5(b), se encuentra que el listado en orden
simétrico de la figura 3.3 es 2,1, 8, 5,9, 3, 10,6, 7, 4.0

Un truco util para producir los tres ordenamientos de nodos es el siguiente. Ima-
ginése que se camina por la periferia del 4rbol, partiendo de la raiz, ¥ que se avanza
en sentido contrario al de las manecillas del reloj, manteniéndose tan cerca del 4rbol
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como sea posible; el camino previsto para la figura 3.3 estd representado en la figura
3.6.

Para el orden previo se lista un nodo la primera vez que se pasa por él. En el
caso del orden posterior, se lista un nodo la tiltima vez que se pasa por él, conforme
se sube hacia su padre. Tratdndose del orden simétrico, se lista una hoja la primera
vez que se pasa por ella, y un nodo interior, la segunda vez que se pasa por él. A
manera de ejemplo, en la figura 3.6 se pasa por el nodo 1 al empezar, y otra vez al
pasar por la «bahia» entre los nodos 2 y 3. Obsérvese que el orden de las hojas en
los tres ordenamientos corresponde al mismo ordenamiento de izquierda a derecha
de las hojas. Sélo el orden de los nodos interiores y su relacién con las hojas varifa
entre los tres ordenamientos.

///' I \\"“-
(’% | r\\?\\
A \

///5//("\\\6\\ \l L ‘r'
// \ \\ \ | \1\\_,/
[ 8 /\ 9 | \ 10 ]

Fig. 3.6. Recorrido de un arbol.

Arboles etiquetados y drboles de expresiones

A menudo es til asociar una etiqueta, o valor, a cada nodo de un 4rbo!, siguiendo
la misma idea con que se asocid un valor a un elemento de una lista en el capitulo
anterior. Esto es, la etiqueta de un nodo no serd el nombre del nodo, sino un valor
«almacenado» en €l. En algunas aplicaciones, incluso se cambiari la etiqueta de un
nodo sin modificar su nombre. Una analogia 1itil a este respecto es: drbol es a lista
como etiqueta es a elemento y nodo es a posicién.

Ejemplo 3.4. La figura 3.7 muestra un 4rbol etiquetado que representa la expresién
aritmética (a + b) * (a + c), donde n,, n,, ..., n, son los nombres de los nodos, cuyas
etiquetas se muestran, por convencion, en las proximidades de los nodos correspon-
* dientes. Las reglas para representar una expresién mediante un drbol etiquetado son
éstas:

1. Cada hoja estd etiquetada con un operando y sélo consta de ese operando. Por
ejemplo, el nodo n, representa la expresién a.

2. Cada nodo interior n est4 etiquetado con un operador. Supdngase que n estd eti-
quetado con el operador binario 8, como + o *, y que el hijo izquierdo de 7 re-
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presenta la expresion E| y el hijo derecho la expresién E,. Entonces, n represen-
ta la expresién (E,) 8 (E; ). Los paréntesis se pueden quitar si no son necesarios.

Por ejemplo, el nodo n, tiene al operador + como etiqueta, y sus hijos izquierdo
y derecho representan las expresiones a y b, respectivamente. Por tanto, n, repre-
senta (@) + (), 0, més simple, a + b. El nodo n, representa (a + b) * (a + ¢), puesto
que * es la etiqueta de n,, y a+ b y a + ¢ son las correspondientes expresiones re-
presentadas por 1, y 3. O

Fig. 3.7. Arbol de expresion con etiquetas.

A menudo, cuando se recorre un arbol en orden previo, simétrico o posterior, se
prefiere listar las etiquetas de los nodos, en vez de sus nombres. En el caso de un
arbol que representa una expresion, el listado en orden previo de las etiquetas da lo
que se conoce como forma prefija de la expresion, en la cual un operador precede a
sus operadores izquierdo y derecho. Para precisar, la expresién prefija correspon-
diente a un solo operando a es @ mismo. La expresién prefija correspondiente a
(E,) 8 (E,), donde 8 es un operador binario, es 8 P,P,, donde P, y P, son las expre-
siones prefijas correspondientes a E, y E,. Obsérvese que en la expresion prefija no
se necesitan paréntesis, dado que es posible revisar la expresién prefija 8 PP, e iden-
tificar univocamente a P, como el prefijo més corto (y unico) de P|P,, que es ade-
mas una expresion prefija vélida.

Por ejemplo, el listado en orden previo de las etiquetas de 1a figura 3.7 es *+ab+ac.
La expresion prefija correspondiente a n,, que es +ab, es el prefijo vdlido mds corto
de +ab+ac.

De manera similar, el listado en orden posterior de las etiquetas de un drbol de
expresién da lo que se conoce como representacion postfija (o polaca). La expresién
(E,) 8 (E,) se representa con la expresién postfija P,P, 8, donde P, y P, son las re-
presentaciones postfijas de E, y E,, respectivamente. De nuevo, los paréntesis son
innecesarios, porque se puede identificar a P, buscando el sufijo mds corto de PP,
que sea una expresion postfija vilida. Por ejemplo, la expresién postfija corres-
pondiente a la figura 3.7 es ab+ac+=. Si se escribe una expresion en la forma P, P»,
entonces P, es ac+, el sufijo més corto de ab+ac+ que es una expresidn postfija va-
lida.
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El recorrido en orden simétrico de un 4rbol de expresion da la expresion infija
misma, pero sin paréntesis. Por ejemplo, el listado en orden simétrico de las etique-
tas de la figura 3.7 es a+b = a+c. Se invita a elaborar un algoritmo que recorra un
arbol de expresién, y que produzca una expresién infija con todos los pares de pa-
réntesis necesarios.

Determinacion de los antecesores

Los recorridos de un drbol en los 6rdenes previo y posterior permiten determinar .
los antecesores de un nodo. Supéngase que ord_post(n) es la posicién del nodo n en
el listado en orden posterior de los nodos de un 4rbol, y que desc(n) es el numero
de descendientes propios del nodo ». Por ejemplo, en el 4rbol de la figura 3.7 se vera
cémo las posiciones en orden posterior de los nodos n,, n, v ngson 3, 1 y 2, respectiva-
mente.

Las posiciones en orden posterior de los nodos tienen la iitil propiedad de que
los nodos de un subdrbol con raiz n ocupan posiciones consecutivas de
ord_post(n)-desc(n) a ord_post(n). Para determinar si un vértice x es descendiente
de un vértice y, basta verificar que se cumple

ord—post(y)-desc(y) < ord_post(x) =< ord_post(y)

Una propiedad similar se cumple para el recorrido en orden previo.

3.2 EI TDA ARBOL

En el capitulo 2, se vieron las listas, pilas, colas y correspondencias como tipos de
datos abstractos (TDA). En este capitulo, los 4rboles se consideraran como TDA y
también como estructuras de datos. Uno de los usos mas importantes de los drboles
se presenta en el disefio de implantaciones de varios TDA que se estudian en este libro.
Por ejemplo, en la seccién 5.1 se verd cémo un «drbol binario de biisqueda» puede
usarse para obtener tipos de datos abstractos basados en el modelo matematico de
un conjunto junto con operaciones como INSERTA, SUPRIME y MIEMBRO (esta
ultima para probar si un elemento es o no elemento de un conjunto). Los dos capi-
tulos siguientes presentan otras realizaciones de varios TDA mediante 4rboles.

En esta seccién se describirdn varias operaciones dtiles con drboles y se verd
cémo disefiar algoritmos para drboles en funcién de esas operaciones. Igual que con
las listas, hay una gran variedad de operaciones que se pueden efectuar con arboles.
Aqui se considerardn las siguientes:

1. PADRE(n, 4). Esta funcién devuelve el padre del nodo # en el 4rbol 4. Si 7 es
la rafz, que no tiene padre, se devuelve A. En este contexto, A es un «nodo nulow,
que se usa como sefial de que se ha salido del 4rbol.

2. HIJO-MAS_1ZQ(n, A) devuelve el hijo mas a la izquierda del nodo » en el 4r-
bol 4, y devuelve A si n es una hoja y, por tanto, no tiene hijos.
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3. HERMANO_DER(n, 4) devuelve el hermano a la derecha del nodo 7 en el ar-
bol 4, el cual se define como el nodo m que tiene el mismo padre p que n, de
forma que m estd inmediatamente a la derecha de n en el ordenamiento de los
hijos de p. Por ejemplo, para el arbol de la figura 3.7, HIJO_MAS_IZQ(n,) = n,,
HERMANO_DER(n,) = n; y HERMANO_DER(n5) = A.

4. ETIQUETA(n, A4) devuelve la etiqueta del nodo n en el drbol 4. Sin embargo,
no se requiere que haya etiquetas definidas para cada drbol.

5. CREAI(v, A,, Ay, ..., A) es un miembro de una familia infinita de funciones, una
para cada valor de i =0, 1, 2, .... CREA/ crea un nuevo nodo r con etiqueta vy
le asigna i hijos que son las raices de los drboles 4, 4y, ..., 4, en ese orden desde
la izquierda. Se devuelve el 4rbol con raiz r. Obsérvese que si i =0, entonces r
es a la vez una hoja y la raiz.

6. RAIZ(A) devuelve el nodo raiz del drbol A, o A si 4 es el drbol nulo.

7. ANULA(A) convierte A en el drbol nulo.

Ejemplo 3.5. Escribase un procedimiento recursivo y otro que no lo sea, para listar
las etiquetas de los nodos de un 4rbol en orden previo. Se supone que los tipos de
datos nodo y ARBOL ya estdn definidos, y que el tipo de datos ARBOL es para 4r-
boles con etiquetas del tipo tipo_etiqueta. La figura 3.8 muestra un procedimiento
recursivo que, dado un nodo n, lista las etiquetas del subérbol con raiz n en orden
previo. Para obtener un listado en orden previo correspondiente al drbol 4 se hace
la llamada ORD_PRE(RAIZ(A)).

procedure ORD_PRE ( n: nodo );
| lista las etiquetas de los descendientes de n en orden previo |
var
¢: nodo;
begin
imprime (ETIQUETA(n, A4));
¢ :=HIJO_MAS_IZQ(n, A);
while ¢ <> A do begin
ORD_PRE(c);
¢ := HERMANO_DER(c, A)
end
end; { ORD_PRE |

Fig. 3.8. Procedimiento recursivo de listado en orden previo.

También se desarrollard un procedimiento no recursivo para imprimir las eti-
quetas en orden previo. Para ubicarse en el drbol se usard una pila P, cuyo tipo PILA
es, en realidad, «pila de nodos». La idea bdsica del algoritmo es que cuando se esté
en un nodo , la pila contendré el camino de la raiz a n, con la raiz en la base de la
pila y el nodo n en la parte superior t.

t Recuérdese ¢l andlisis sobre recursividad de la seccion 2.6, donde se mostré que la implantacién de
un procedimiento recursivo requiere una pila de registros de activacién. Si analiza la figura 3.8, se observa
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Una manera de efectuar un recorrido de un drbol en orden previo no recursivo
se da en el programa ORD_PRE_NO_REC de la figura 3.9. Este programa tiene dos
modos de operacién. En el primero, desciende por el camino mds a la izquierda aun
no explorado del 4rbol, imprimiendo y apilando los nodos a lo largo del camino, has-
ta que alcanza una hoja.

Luego, el programa entra en el segundo modo de operacién, en el cual regresa
por el camino apilado, sacando de la pila los nodos del camino hasta que encuentra
un nodo que tiene un hermano derecho. El programa vuelve entonces al primer modo
de operacion, iniciando el descenso a partir de ese hermano derecho alin no explo-
rado.

El programa empieza en el primer modo de operacion en la raiz, y termina cuan-
do la pila queda vacia. En la figura 3.9 se muestra el programa completo.

3.3 Realizaciones de arboles

En esta seccién se presentaran varias realizaciones basicas de drboles y se analizarin
sus funciones para manejar las operaciones con 4rboles presentadas en la
seccién 3.2.

Representacion de arboles mediante arreglos

Sea A un 4rbol cuyos nodos tienen nombres 1, 2, ..., . Tal vez la representacion mas
sencilla de A que es capaz de manejar la operacién PADRE sea un arreglo lineal L
en la cual cada entrada L[i] constituya un apuntador o un cursor al padre del nodo i.
La raiz de 4 se puede distinguir ddndole como padre un apuntador nulo o que apun-
te a si misma. En Pascal no se pueden usar apuntadores a elementos de arreglos,
por tanto, habra que emplear un esquema de cursores donde L[i] = si el nodo j es
el padre del nodo /, y L[{] =0 si el nodo i es la raiz.

Esta representacion se basa en la propiedad de que en los drboles cada nodo tie-
ne un padre tinico, y permite hallar el padre de un nodo en un tiempo constante.
Un camino ascendente en un 4rbol, es decir de un nodo a su padre, de éste a su pa-
dre y asi sucesivamente, se puede recorrer en un tiempo proporcional al numero de
nodos del camino. También es posible manejar la operacién ETIQUETA agregando
otro arreglo E, tal que E[i] sea la etiqueta del nodo ¢, o haciendo que los elementos
del arreglo L sean registros que contengan un entero (cursor) y una etiqueta.

Ejemplo 3.6. El 4rbol de la figura 3.10(a) tiene la representacién por apuntadores
al padre que se muestra en el arreglo A de la figura 3.10(b). O

que cuando se llama a ORD_PRE (n), las llamadas a procedimientos activas, y por tanto la pila de regis-
tros de activacién, corresponden a las [lamadas a ORD_PRE para todos los antecesores de n. Asi, el pro-
cedimiento no recursivo de orden previo, como el ¢jemplo de la seccién 2.6, modela con exactitud la for-
ma de implantar el procedimiento recursivo. :
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La representacién por apuntadores al padre no facilita las operaciones que re-
quieren informacién de los hijos. Dado un nodo n, resulta caro determinar sus hijos
0 su altura. Ademds, esta representacién no especifica el orden de los hijos de un
nodo. Por tanto, las operaciones como HIJO_MAS_IZQ y HERMANO_DER no es-
tén bien definidas. Se puede imponer un orden artificial, por ejemplo, numerando
los hijos de cada nodo después de numerar al padre, y numerando los hijos en orden

procedure ORD_PRE_NO_REC ( A: ARBOL );
{ recorrido en orden previo no recursivo del 4rbol 4 }
var
m: nodo; | temporal }
P: PILA,; { pila de nodos que contiene el camino de la raiz al padre TO-
PE(P) del nodo “actual” m }

begin
{ asigna valor inicial }
ANULA(P);
m = RAIZ(A);
while true do
if m <> A then begin
print(ETIQUETA(m, A)),
METE(m, P);
{ explora el hijo més a la izquierda de m |
m = HIJO_MAS_IZQ(m, 4)
end
else begin
{ 1a exploraci6n del camino contenido en la pila estd completa |
if VACIA(P) then
return;
{ explora el hermano derecho del nodo al tope de la pila |
m := HERMANO_DER(TOPE(P), A);
SACA(P)
end
end; { ORD_PRE_NO_REC}

Fig. 3.9. Procedimiento no recursivo de listado en orden previo.

ascendente, de izquierda a derecha. Con esa suposicién se ha escrito la funcién HER-
MANO_DER de la figura 3.11, para los tipos nodo y ARBOL que se definen como
sigue:

type

nodo = integer;
ARBOL = array [1..nodos_mdx] of nodo;

Para esta representacion se supone que el nodo nulo A se representa por 0.
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(b) representaciéon por apuntadores al padre.

Fig. 3.10. Un &rbol y su representacion mediante apuntadores al padre.

function HERMANO_DER ( n: nodo; 4: ARBOL ) : nodo;
{ devuelve el hermano derecho del nodo n del drbol A |
var
i, padre. nodo;
begin
padre := A[n];
for i := n + 1 to nodos_mdx do
{ busca un nodo después de n que tenga el mismo padre |
if A[i] = padre then
return (i);
return (0) { devuelve el nodo nulo si no se encontré hermano
derecho }
end; { HERMANO_DER }

Fig. 3.11. Operacién HERMANO_DER usando la representacién por arreglos.

Representacion de arboles mediante listas de hijos

Una manera importante y 1util de representar drboles consiste en formar una lista de
los hijos de cada nodo. Las listas se pueden representar con cualquiera de los méto-
dos sugeridos en el capitulo 2, pero como el niumero de hijos que cada nodo puede
tener es variable, la representacién por medio de listas enlazadas es a menudo mas
apropiada.

La figura 3.12 sugiere cémo se podria representar el drbol de la figura 3.10(a).
Hay un arreglo de celdas de encabezamiento indizadas por nodos, los cuales se supone



88  ARBOLES

que estdn numerados del | al 10. Cada encabezamiento apunta a una lista enlazada
de «elementos» que son nodos del drbol. Los elementos de la lista encabezada por
encabezamientoli] son los hijos del nodo /; por ejemplo, 9 y 10 son los hijos de 3.

I = R N
ey i N B = O

4 ™IV =]

] L F 1 F{=1+]
o3

10 °

encabezamiento

Fig. 3.12. Representacion de un arbol por listas enlazadas.

Primero se desarrollaran las estructuras de datos necesarias en funcién de un tipo
de datos abstracto LISTA (de nodos), y luego se dard una realizacion particular para
las listas y se verd cémo las abstracciones compaginan entre si. Después se mostra-
ran algunas simplificaciones posibles. Se empieza con las siguientes declaraciones de
tipo:

type
nodo = integer;
LISTA = { definici6n apropiada para listas de nodos J;
posicién = | definicién apropiada para posiciones en listas |;
ARBOL = record
encabezamiento: array [1..nodos_mdx) of LISTA;
etiguetas: array [1..nodos_mdx] of tipo_etiqueta;
raiz: nodo
end;

Se supone que la raiz de cada 4rbol estd almacenada explicitamente en el campo
raiz, y que se usa 0 para representar el nodo nulo.

La figura 3.13 muestra el c6digo para la operacién HIJO_MAS_IZQ. Como ejer-
cicio, seria util escribir el c6digo para las restantes operaciones.

function HIJO_MAS_IZQ ( n: nodo; A: ARBOL ) : nodo;
{ devuelve el hijo mds a la izquierda del nodo n del 4rbol A }
var
L: LISTA, { abreviatura para la lista de hijos de n}
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begin
L := A.encabezamiento[n];
if VACIA(L) then { n es una hoja |
return (0)
else
return (RECUPERA(PRIMERQ(L), L))
end; { HIJO_MAS_IZQ |

Fig. 3.13. Funcion para hallar el hijo mas a la izquierda.

Ahora se elegird una implantacion particular para las listas, en la cual tanto LISTA
como posicién sean enteros, empleados como cursores a un arreglo espacio_celdas
de registros:

var
espacio_celdas: array [1..nodos_mdx] of record
nodo: integer;
sig: integer
end;

Para simplificar, no se insistird en que las listas de hijos tienen celdas de encabeza-
miento. Mds bien, se hard que A.encabezamiento[n] apunte directamente a la primera
celda de la lista, como se sugiere en la figura 3.12. La figura 3.14(a) muestra la funcién
HIJO_MAS_IZQ de la figura 3.13, escrita otra vez para esta realizacién en particu-
lar. La figura 3.14(b) muestra el operador PADRE, que es mds dificil de escribir usan-
do esta representacién de listas, puesto que se requiere una bisqueda en todas ellas
para determinar en cudl aparece un nodo dado.

function HIJO_MAS_IZQ ( n: nodo; A: ARBOL ) : nodo;
| devuelve el hijo m4s a la izquierda del nodo n del 4rbol A }
var
L: integer; { un cursor al principio de la lista de hijos de n |
begin
L := A.encabezadoln],
if L = 0 then { n es una hoja |
return (0)
else
return (espacio_celdas[L).nodo)
end; | HUO_MAS_IZQ }

(a) La funcién HIJO_MAS_IZQ.

function PADRE ( n: nodo; 4: ARBOL ) : nodo;
{ devuelve el padre del nodo # del 4rbol A4 |
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var
p: nodo; { recorre los posibles padres de n |
i: posicién; { recorre la lista de hijos de p }
begin
for p := 1 to nodos_mdx do begin
i = A.encabezado[p];
while i <> 0 do { verifica si » est4 entre los hijos de p |
if espacio_celdas[i].nodo = n then
return (p)
else
i = espacio_celdas(i].sig
end;
return (0) { devuelve el nodo nulo si no se encontré padre |
end; { PADRE |

(b) La funcién PADRE.

Fig. 3.14. Dos funciones que emplean representacién por listas enlazadas de
arboles.

Representacion «hijo mas a la izquierda — hermano derecho»

La estructura de datos descrita antes adolece, entre otras cosas, de no ser adecuada
para crear drboles grandes a partir de drboles mds chicos por medio de los operado-
res CREAI. La razon es que, a pesar de que todos los drboles comparten espacio—cel-
das para las listas ligadas de hijos, cada uno tiene su arreglo propio de encabezamien-
tos correspondiente a sus nodos. Por ejemplo, si se deseara obtener CREA2(v, 4,, A,),
se tendria que copiar 4, y 4, en un tercer drbol y agregar un nuevo nodo con eti-
queta v y dos hijos: las raices de 4, y 4,.

Si se desea construir drboles a partir de otros menores, es mejor que las repre-
sentaciones de los nodos de todos los drboles compartan un 4rea. La extensién 16-
gica de la figura 3.12 para lograr esto consiste en reemplazar el arreglo de encabe-
zamientos por un arreglo espacio_nodos que contenga registros con dos campos efi-
queta y encabezamiento. Este arreglo contendra los encabezamientos de la totalidad
de nodos de todos los drboles. Asi pues, se declara:

var
espacio_nodos: array [1..nodos_mdx{ of record
etigueta: tipo_etiqueta;
encabezamiento: integer | cursor a espacio_celdas |
end;
Entonces, puesto que ya no hay nodos con nombres 1, 2, ..., n, sino que los nodos
estan representados por indices arbitrarios de espacio_nodos, no es posible que el
campo nodo de espacio—celdas represente el «niimero» de un nodo; en cambio, nodo
es ahora un cursor a espacio-nodos, que indica la posicién de ese nodo. El tipo AR-
BOL es sencillamente un cursor a espacio_nodos que indica la posicién de la raiz.
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Ejemplo 3.7. La figura 3.15(a) muestra un arbol, y la figura 3.15(b), la estructura
de datos correspondiente, en la cual los nodos con etiquetas 4, B, C, y D se han co-
locado de manera arbitraria en las posiciones 10, $, 11 y 2 de espacio_nodos. Tam-
bién se ha hecho una eleccidn arbitraria de las celdas de espacio_celdas utilizadas
para las listas de hijos. O

B

A
/N
sf 2 0
’ 10 A 3—'/
D A[ 31l ¢ =

e

eti-  encabe- 15]™11 ®

(a) Arbol 4 queta zamiento
espacio_nodos nodo sig
espacio_celdas

(b) Estructura de datos
Fig. 3.15. Otra estructura de listas enlazadas para arboles.

La estructura de la figura 3.15(b) es adecuada para combinar arboles por medio
de operaciones CREA.. Sin embargo, esta estructura se puede simplificar de modo
significativo. Primero, se observa que las cadenas de apuntadores sig de espacio_cel-
das son en realidad apuntadores a hermanos derechos. .

Usando estos apuntadores, se pueden obtener los hijos més a la 1zquierda como
sigue. Supdngase que espacio_celdas{i].nodo = n. (Recuérdese que el «nombre» de
un nodo, en oposicién a su etiqueta, s en realidad su indice en espacio_nodos, que
es el valor de espacio_celdas[i).nodo.) Entonces, espacio_nodos{n).encabezamiento indica
la celda ocupada por el hijo mis a la izquierda de n en espacio_celdas, en el sentido
de que el campo nodo de esa celda es el nombre de tal nodo en espacio_nodos.

Se pueden simplificar las cosas si se identifica un nodo no por su indice en es-
pacio_nodos, sino por el indice de la celda de espacio_celdas que lo representa como
hijo. Entonces los apuntadores sig de espacio_celdas apuntardn en realidad a her-
manos derechos, y la informacion contenida en el arreglo espacio_nodos se podra
guardar introduciendo un campo hijo_mds_izq en espacio_celdas. E tipo de datos
ARBOL se convertird en un entero empleado como cursor a espacio_celdas para in-
dicar la raiz del drbol. Se declara espacio_celdas para tener la siguiente estructura:
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var
espacio_celdas: array [1..nodos_mdx] of record
etiqueta: tipo_etiqueta;
hijo—mds_izq. integer;
hermano_der. integer
end;

Ejemplo 3.8. El drbol de la figura 3.15(a) se representa con la nueva estructura de
datos en la figura 3.16. Para los nodos se han utilizado los mismos iudices arbitra-
rios de la figura 3.15(b). O

2 ® D ®

5 * B 11 —
A 10~ 5 A ®

11 2 & °®

hijo_mds_ etiqueta hermano_
izq der
espacio-.
celdas

Fig. 3.16. Representacion “hijo mas a la izquierda-hermano derecho” de un
arbol.

En la representacion hijo mas a la izquierda-hermano derecho, todas las opera-
ciones son faciles de realizar, excepto PADRE. Esta requiere de una busqueda en
todo espacio_celdas. Si es necesario realizar la operacién PADRE eficientemente, se
puede agregar a espacio_celdas un cuarto campo que indique al padre de un nodo
directamente.

Como ejemplo de una operacion con drboles escrita para utilizar una estructura
hijo mas a la izquierda~hermano derecho, como la de la figura 3.16, se da la fun-
cién CREA2 en la figura 3.17. Se supone que las celdas no utilizadas estdn enlaza-
das en una lista de espacio disponible, encabezada por disp, y que este enlace utiliza
los campos hermano derecho. La figura 3.18 muestra los apuntadores antiguos (con
lineas de trazo continuo) y los nuevos (con lineas punteadas).
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function CREA2 ( v: tipo_etiqueta; 41, A2: integer ) : integer;
| devuelve un nuevo 4rbol con raiz v, que tiene 41 y A2 como subdrboles }
var
temp: integer; | guarda el indice de la primera celda disponible
para la rafz del nuevo érbol }
begin
temp = disp;,
disp = espacio_celdas|disp).hermano_der,
espacio_celdas{temp).hijo-mds_ izq := Al;
espacio_celdas[temp).etiqueta := v,
espacio_celdas{temp).hermano_der == 0,
espacio_celdas[A1].hermano_der := A2;
espacio_celdas{A2).hermano_der = 0; | no es necesario; ese
campo deberia valer 0, pues la celda era una raiz |
return (temp)
end; { CREA2 |

Fig. 3.17. La funcion CREAZ2.
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Fig. 3.18. Cambios de apuntadores producidos por CREA2.

Como alternativa, se puede usar menos espacio, pero mas tiempo, si se coloca
en el campo hermano derecho del hijo mds a la derecha un apuntador al padre, en
lugar del apuntador nulo que, de lo contrario, estarfa ahi. Para evitar confusiones,
se necesitaria en cada celda un bit que indicase si el campo hermano derecho tiene
un apuntador al hermano derecho o al padre.

Asi, dado un nodo, se encontraria su padre siguiendo apuntadores hermano de-
recho hasta encontrar uno que fuera apuntador al padre. Como todos los hermanos
tienen el mismo padre, se encontraria el camino al padre del nodo del que se partié.
El tiempo necesario para encontrar el padre de un nodo en esta representacion de-
pende del nimero de hermanos que tenga el nodo.
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3.4 Arboles binarios

El drbol que se definid en la seccién 3.1 recibe a veces el nombre de drbol ordenado
orientado, porque los hijos de cada nodo est4n ordenados de izquierda a derecha, y
porque existe un camino orientado (un camino en una direccién particular) de cada
nodo a sus descendientes. Otro concepto (til y muy distinto de «arbol» es el de dr-
bol binario, que define un 4rbol vacio o un 4rbol en el que cada nodo no tiene hijos,
tiene un hijo izquierdo, un hijo derecho o un hijo izquierdo y un hijo derecho. El he-
cho de que cada hijo se designe en este caso como hijo izquierdo o como hijo dere-
cho hace que un 4rbol binario sea distinto de un 4rbol ordenado orientado, tal como
se defini6 en la seccién 3.1.

Ejemplo 3.9. Si se adopta la convencién de que los hijos izquierdos se dibujan ha-
cia la izquierda de su padre y los hijos derechos hacia la derecha, las figuras 3.1%a)
y (b) representan dos 4rboles binarios distintos, aunque ambos «se parecen» al 4rbol
ordinario (ordenado orientado) de la figura 3.20. Sin embargo, se hace hincapié en
que los de la figura 3.19 no son iguales entre si ni son en ningiun sentido iguales al
de la figura 3.20, por la sencilla razén de que los 4rboles binarios no son directa-
mente comparables con los drboles ordinarios. Por ejemplo, en la figura 3.19(a).
2 es el hijo izquierdo de 1, que no tiene hijo derecho; en cambio, en la figura 3.19(b),
1 no tiene hijo izquierdo, pero tiene a 2 como hijo derecho. En ambos drboles bi-
narios, 3 es el hijo izquierdo de 2 y su hijo derecho es 4. 01

Los listados en 6rdenes previo y posterior de un 4rbol binario son similares a los
de un 4rbol ordinario dados en la pagina 79. El listado en orden simétrico de los no-
dos de un drbol binario con raiz n, subarbol izquierdo A, y subdrbol derecho A, es
el listado en orden simétrico de 4, seguido de n y del listado en orden simétrico de
A,. Por ejemplo, 35241 es el listado en orden simétrico de los nodos del 4rbol de la
figura 3.19(a).

Representacion de arboles binarios

Una forma conveniente de estructurar datos para representar un arbol binario con-
siste en dar a sus nodos los nombres 1, 2, ..., n, y utilizar un arreglo de registros de-
clarado como

var
espacio_celdas: array [1..nodos_mdx] of record
hijo_izq: integer;
hijo_der: integer
end;

La idea es que espacio_celdas{i].hijo_izq sea el hijo izquierdo del nodo i, y que su-
ceda lo mismo con hijo_der. Un valor 0 en cualquiera de esos campos indicar4 la
ausencia de un hijo.
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Fig. 3.19. Dos arboles binarios.

/ I b
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5
Fig. 3.20. Un édrbol «ordinario».

Ejemplo 3.10. EI drbol binario de la figura 3.19(a) puede representarse como se
muestra en la figura 3.21. O

Un ejemplo: codigos de Huffman

Para ejemplificar la forma en que los arboles binarios pueden usarse como estruc-
turas de datos, se verd un problema particular que consiste en la construccién de «co-
digos de Huffman». Supdngase que se tienen mensajes compuestos por secuencias
de caracteres. En cada mensaje, los caracteres son independientes entre si, y apare-
cen con una probabilidad conocida en cualquier posicién dada del mensaje; las pro-
babilidades son las mismas para todas las posiciones. Como ejemplo, supéngase que
se tiene un mensaje constituido por los caracteres a, b, ¢, d, e, los cuales aparecen
con probabilidades 0.12, 0.4, 0.15, 0.08 y 0.25, respectivamente.

Se desea codificar cada cardcter por medio de una sucesién de ceros y unos, de
manera que nintn cédigo de un cardcter sea prefijo del cédigo de otro carécter. Esta
propiedad de prefijos permitiria decodificar una cadena de ceros y unos, eliminado
repetidas veces de la cadena los prefijos que sean codigos de caracteres.
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hijo_izq | hijo_der

L O
OO W
[= R = I A =]

Fig. 3.21. Representacién de un 4rbol binario.

Ejemplo 3.11. La figura 3.22 muestra dos cédigos posibles para el alfabeto de cin-
co simbolos que se estd utilizando. Es evidente que el cédigo | tiene la propiedad
de prefijos, puesto que ninguna sucesién de tres bits puede ser prefijo de otra suce-
sién con igual numero de bits. El algoritmo de decodificacién para el codigo 1 es sen-
cillo. Basta tomar tres bits de cada vez y traducir cada grupo de éstos en un cardcter.
Por supuesto, las sucesiones 101, 110y 111 no pueden presentarse si la cadena de
bits codifica realmente caracteres de acuerdo con el cddigo 1. Por ejemplo, si se re-

cibe el mensaje codificado 001010011, se puede saber que el mensaje original era
bed.

Simbolo  Probabilidad Cédigo I Cédigo 2

a 0.12 000 000
b 0.40 001 11
2 0.15 010 01
d 0.08 011 001
e 0.25 100 10

Fig. 3.22. Dos codigos binarios.

También es facil verificar que el cédigo 2 tiene la propiedad de prefijos. Se pue-
de decodificar una cadena de bits tomando repetidas veces los prefijos que sean co-
digos de caracteres y quitandolos, tal como se hizo con el cédigo 1. La tinica dife-
rencia consiste en que no se puede «rebanar» la sucesién completa de bits de una
sola vez, porque tomar dos o tres bits para un cardcter depende de los bits. Por ejem-
plo, si una cadena comienza con 1101001, se puede asegurar de nuevo que los ca-
racteres codificados fueron bed. Los dos primeros bits, 11, deben proceder de 4, por
tanto, es posible quitarlos y preocuparse sélo de 01001. Se deduce, entonces, que los
bits 01 proceden de ¢, y asi sucesivamente. O

El problema que se enfrenta es: dado un conjunto de caracteres y sus probabili-
dades, encontrar un cddigo con la propiedad de prefijos, tal que la longitud media
del codigo de un cardcter sea minima. La razén por la que se desea minimizar la lon-
gitud media de un cédigo es que ello permite comprimir la longitud de un mensaje
tipo. Cuanto mds corta sea la longitud media de un caricter, tanto mds corta serd
la longitud de un mensaje codificado. Por ejemplo, el c6digo | tiene una longitud
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media de c6digo de 3. Esta longitud se obtiene multiplicando las longitudes de los
codigos de todos los simbolos por sus respectivas probabilidades de aparicién. El c6-
digo 2 tiene una longitud media de 2.2, puesto que los simbolos a y d, que en con-
Jjunto aparecen el 20% de las veces, tienen cédigos de longitud 3, y los otros simbo-
los, cédigos de longitud 2.

:Se puede obtener un cédigo mejor que el 27 Una respuesta completa a esta pre-
gunta consistiria en exhibir un cédigo con la propiedad de prefijos que tuviera una
longitud media de 2.15. Ese seria el mejor c6digo posible para las probabilidades da-
das de aparicién de los simbolos. Una técnica que permite hallar c6digos de prefijos
dptimos recibe el nombre de algoritmo de Huffman. Funciona seleccionando dos ca-
racteres, como a y b, que tengan las probabilidades mds pequefias, y reemplazdndo-
los con un inico cardcter (imaginario), por ejemplo x, cuya probabilidad de apari-
cién sea la suma de las probabilidades de a y b. Después se encuentra un cédigo de
prefijos Optimo para este conjunto més pequefio de caracteres, usando recursiva-
mente el mismo procedimiento. Los c6digos para el conjunto original de caracteres
se obtienen usando el cédigo para x seguido de un cero, como céddigo para a, y se-
guido de un uno, como cddigo para b,

Se pueden considerar los cédigos de prefijos como caminos en 4rboles binarios.
Piénsese que seguir el camino de un nodo a su hijo izquierdo es como agregarle un
cero a un cédigo, y que tomar el camino hacia el hijo derecho es como agregarle un
uno. Si se etiquetan las hojas de un 4rbol binario con los caracteres representados,
se puede simbolizar cualquier cédigo de prefijos por medio de un 4rbol binario. La
propiedad de prefijos garantiza que ningin cardcter puede tener un cédigo que
corresponda a un nodo interior y, reciprocamente, etiquetar las hojas de cualquier
4rbol binario con caracteres da un c6digo con la propiedad de prefijos de esos carac-
teres.

Ejemplo 3.12. Los drboles binarios correspondientes a los c6digos 1 y 2 de la figura
3.22 se muestran en la figura 3.23(a) y (b), respectivamente. O

Se obtendrd el algoritmo de Huffman mediante un bosque o conjunto de 4rboles,
cada uno de los cuales tendrd sus hojas etiquetadas con los caracteres cuyos codigos
se desea seleccionar, y sus raices etiquetadas con la suma de las probabilidades de
todas las etiquetas de las hojas. Estas sumas se denominan pesos de los drboles. Ini-
cialmente, cada cardcter estara en un arbol de un solo nodo, y cuando el algoritmo
termine se tendrd un solo drbol con todos los caracteres como hojas. En este 4rbol,
el camino de la raiz a cualquier hoja representard el cédigo para la etiqueta de esa
hoja, de acuerdo con el esquema izquierda = 0, derecha = | de la figura 3.23.

El paso fundamental del algoritmo consiste en seleccionar los dos 4rboles del bos-
que que tengan los pesos més bajos (decidiendo arbitrariamente en caso de empate).
y en combinar esos dos drboles en uno solo, cuyo peso sea la suma de los pesos de
ambos. Para combinar los drboles se crea un nuevo nodo que queda como raiz que
tiene las raices de los dos drboles dados como sus hijos izquierdo y derecho (sin im-
portar cudl sea uno y otro). Este proceso continta hasta que quede un solo 4rbol re-
presentativo del cddigo que, para las probabilidades dadas, tenga la menor longitud
media de codigo posible.
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a b ¢ d e

Fig. 3.23. Arboles binarios que representan cddigos con la propiedad de
prefijos.

Ejemplo 3.13. La secuencia de pasos seguidos para los caracteres y probabilidades
del ejemplo que se estd desarrollando se muestra en la figura 3.24. En la parte (e),
se puede ver que las palabras de cédigo paraa, b, ¢, dyeson 1111,0, 110, 1110y
10. En este cjemplo, hay un solo érbol no trivial, pero, en general, puede haber va-
rios. Por ejemplo, si las probabilidades de b y e fueran 0.33 y 0.32, entonces, des-
pués del paso (c) de la figura habria que combinar b y e, en vez de afiadir e al 4rbol
mas grande, como se hizo en el paso (d). O

Se describen ahora las estructuras de datos necesarias. Primero, se usa un arre-
glo ARBOL de registros del tipo

record
hijo_izq: integer;
hijo_der: integer;
padre: integer
end

para representar los drboles binarios. Los apuntadores al padre facilitan el hallazgo
de caminos de las hojas a la raiz, que permiten descubrir los cédigos de los caracte-
res. En segundo término, se usa un arreglo ALFABETO de registros del tipo

record
simbolo: char;
probabilidad. real;
haoja: integer { cursor a un 4rbol |

end
0.12 0.40 0.15 0.08 0.25 0.20 040 0.15 0.25
® . . . . /\ . . .
a b ¢ d e d a b ¢ e

(a) Inicial (b) Combinaayd
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0.35 0.60
040 0.25 0.40

a . . b .

b e b

a 1.00 L
(¢) Combina a,d con ¢ d a
b (d) Combina a,c,d con e
e
e
d a

(e) Arbol final
Fig. 3.24. Pasos para la construccién de un arbol de Huffman.

para asociar a cada simbolo del alfabeto a codificar la hoja que le corresponda. Este
arreglo también registra la probabilidad de cada carécter. En tercer lugar, se necesita

un arreglo BOSQUE de registros que representen los drboles mismos. El tipo de
€508 registros es

record

peso: real;

raiz: integer { cursor a un 4rbol |
end

Los valores iniciales de todos los arreglos correspondientes a los datos de la figura
3.24(a) se muestran en la figura 3.25. En la figura 3.26 se muestra un esbozo del pro-
grama para construir el 4rbol de Huffman.

1{012] 1 I| a [012] 1 1] 0 0 0
21040 2 2 b 040 2 21 0 0 0
3] 015( 3 3[ ¢ |05 3 3[ 0 0 0
41 0.08| 4 4, d (008 | 4 4] 0 0 0
5/0251 5 5] e |025] 5 5/ 0 0 0
peso  raiz simbo- proba- hoja hijo_ hijo_ padre
lo bilidad izq  der
BOSQUE ALFABETO ARBOL

Fig. 3.25. Contenido inicial de los arreglos.
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(1) while haya mds de un 4rbol en el bosque do

begin
2) i := indice del 4rbol de menor peso en BOSQUE;
3 J = indice del segundo 4rbol de menor peso en BOSQUE,
4) crea un nuevo nodo con hijo izquierdo BOSQUET{).raiz
e hijo derecho BOSQUEJj].raiz;
(5) reemplaza el drbol i de BOSQUE por un arbol cuya
raiz es el nuevo nodo y cuyo peso es
BOSQUETi].peso + BOSQUE]j].peso;
(6) elimina el arbol j de BOSQUE
end,;

Fig. 3.26. Esbozo de la construccion de arboles de Huffman.

Para aplicar la linea (4) de la figura 3.26, la cual incrementa el numero de celdas
empleadas del arreglo ARBOL, y las lineas (5) y (6), que disminuyen el nimero de
celdas utilizadas de BOSQUE, se introducen los cursores ult_drbol y ult_nodo, que
apuntan hacia BOSQUE y ARBOL, respectivamente. Se supone que las celdas | a
tlt_drbcl de BOSQUE y 1 a ilt_nodo de ARBOL estan ocupadas 1. Se supone tam-
bién que los arreglos de la figura 3.25 tienen declaradas sus longitudes, pero en lo
que sigue se omitirdn las comparaciones entre esos limites y los valores de los cur-
sores.

procedure mds_ligeros ( var menor, segundo: integer );
{ asigna menor y segundo a los indices en BOSQUE de los dos arboles
de menor peso; se supone que lf_drbol = 2.}
var
it integer;
begin | asigna valor inicial a menor y a segundo teniendo en cuenta
los dos primeros drboles |
if BOSQUET1].peso <= BOSQUE[2].peso then
begin menor ;= 1; segundo = 2 end
else
begin menor = 2; segundo = lend;
{ Ahora recorre i desde 3 a wlt_drbol. En cada iteracién, menor es
el d4rbol de menor peso entre los i primeros de BOSQUE; y
segundo, el siguiente en peso entre los mismos |
for i := 3 to ult_drbol do
if BOSQUETi).peso < BOSQUE[menor].peso then
begin segundo := menor; menor = i end
else if BOSQUELi].peso < BOSQUE][segundo).peso then
segundo = i
end; | mds_ligeros |

t En la fase de lectura, aqui omitida, también se requiere un cursor para el arreglo ALFABETO, mien-
tras se llena con los simbolos y sus probabilidades.
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function crea ( drbol_izq, drbol_der: integer ) : integer;
{ devuelve un nuevo nodo cuyos hijos son BOSQUE[drbol_izq).
raiz y BOSQUE][drbol_der).raiz |
begin
ult_nodo = ult_nodo + 1;

{1a celda para el nuevo nodo es ARBOL[1ilt_nodo] |
ARBOLlt_nodo).hijo_izq := BOSQUE[drbol_izq).raiz,
ARBOL[ul:_nodo).hijo_der := BOSQUE[drbol_der).raiz,

{ ahora asigna apuntadores padre al nuevo nodo y a sus hijos |
ARBOL[ult_nodo].padre = 0;
ARBOL[BOSQUEdrbol_izq).raiz).padre = ilt_nodo;
ARBOL[BOSQUE]drbol_der).raiz].padre := ilt_nodo;
return (tilt_nodo)

end; | crea|

Fig. 3.27. Dos procedimientos.

La figura 3.27 muestra dos procedimientos utiles; el primero es una realizacién
de las lineas (2) y (3) de la figura 3.26, en las que se seleccionan los indices de los
dos arboles de menor peso. El segundo es la orden crea(n,,n,), que crea un nuevo
nodo y hace que n, y n, se conviertan en sus hijos izquierdo y derecho.

Ahora es posible describir con més detalles los pasos de la figura 3.26. En la fi-
gura 3.28 se puede ver un procedimiento Huffinan, que no tiene pardmetros sino
que trabaja con las estructuras globales de la figura 3.25.

procedure Hyffman;
var
i, j: integer; { los dos 4rboles de menor peso en BOSQUE |
nueva_raiz: integer;

while ult_drbol > 1 do begin
mds_ligeros(i, J);
nueva._raiz := crea(i, j),
{ Ahora reemplaza el drbol i por el drbol cuya raiz es nue-
va_raiz }
BOSQUETi).peso := BOSQUE]i].peso + BOSQUEIj].peso;
BOSQUE]i).raiz := nueva_raiz,
{ luego reemplaza el arbol j, que ya no se necesita,
por ult_drbol, y acorta BOSQUE en uno }
BOSQUEL)} .= BOSQUETult_drbol];
tlt_drbol := ult_drbol - 1
end
end; { Huffman |

Fig. 3.28. Algoritmo de Huffman.
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La figura 3.29 muestra la estructura de datos de la figura 3.25 después de que
ult-drbol ha quedado reducido a 3; es decir, cuando el bosque tiene el aspecto de la
figura 3.24(c).

vl
025] 5 -]

1 1l a 0.12 1 | 0 0 6
2({040 2 P <" 2| b | 040 | 24— 2] 0 0 0
31 0.35 7 3| ¢ 0.15 3 4 3] 0 0 7
peso  raiz 4| d (008 4 54— 4/ 0 0 6
BOSQUE S| e | 025| 5 - 51 0 0 0
simbolo proba- hoja 6| 4 1 7
bilidad 7 3 5 0

ALFABETO hijo_izq hijo.der padre

ARBOL

Fig. 3.29. Estructura de datos de un arbol después de dos iteraciones.

Después de terminada la ejecucién del algoritmo, el cddigo de cada simbolo se
puede determinar como sigue. Encuéntrese el simbolo en el campo simbolo del arre-
glo ALFABETO. Sigase el campo hoja del mismo registro para obtener un registro
del arreglo ARBOL,; este registro corresponde a la hoja asociada al simbolo en cues-
tién. Sigase repetidamente el apuntador padre desde el registro «actual», por ejem-
plo, el del nodo n, al registro en el arreglo ARBOL de su padre p. Higase esto sin ol-
vidar el nodo n, de manera que sea posible examinar los apuntadores hijo_izq e hi-
Jjo-der de p y determinar cudl de ellos apunta a n. En el primer caso, imprimase 0;
en el segundo, 1. La secuencia de bits impresa de esta forma ser4 el cédigo del sim-
bolo con el orden de los bits invertido. Si se desea imprimir los bits en ¢l orden
correcto, se pueden meter en una pila conforme se sube por el drbol, tras lo cual se
sacan en forma reiterada bits de la pila, imprimiéndolos al mismo tiempo.

Realizacion de arboles binarios basada en apuntadores

En vez de utilizar cursores para apuntar a los hijos izquierdos y derechos (y a los
padres, si se desea), es posible usar apuntadores genuinos de Pascal. Por ejemplo, se
puede declarar

type
nodo = record
hijo_izq: nodo;
hijo_der. tnodo;
padre: tnodo
end
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Por otro lado, si se usara este tipo de nodos para un arbol binario, la funcién crea
de la figura 3.27 se escribiria como se muestra en la figura 3.30.

function crea ( drbol_izq, drbol_der: t nodo ) : t nodo;

var
raiz: 1 nodo;

begin
new(raiz);
raizt.hijo_izq = drbol_izq;
raizt.hijo_der = drbol_der,
raiz}.padre = 0,
drbol_izqt.padre = raiz,
drbol_der!.padre := raiz,
return (rarz)

end; { crea |

Fig. 3.30. Realizacién de arboles binarios basada en apuntadores.

Ejercicios .

3.1 Respdndase a las siguientes preguntas acerca del drbol de la figura 3.31.

a) ;Qué nodos son hojas?

b) ;Qué nodo es la raiz?

¢) (Cudl es el padre del nodo C7

d) ;Qué nodos son los hijos de C?

) ;Qué nodos son los antecesores de C

f) ¢Qué nodos son los descendientes de E?

g) ;Cudles son los hermanos derechos de D y E?

h) ;Qué nodos estdn a la izquierda y a la derecha de G?
i) ;Cudl es la profundidad del nodo C?

J) ¢Cudl es la altura del nodo 7

e,

e
"l

M/ | \N

Fig. 3.31. Un érbol.
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¢Cudntos caminos distintos de longitud 3 hay en el drbol representado en
la figura 3.317

Escribanse programas para calcular la altura de un 4rbol, usando cada una
de las tres representaciones de drboles de la seccién 3.3.

Listense los nodos de la figura 3.31 en

a) orden previo,
b) orden posterior, y
c) orden simétrico.

Muéstrese que si m y n son dos nodos distintos del mismo érbol, exacta-
mente una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

a) m estd a la izquierda de n

b) m estd a la derecha de n

¢) m es un antecesor propio de n

d) m es un descendiente propio de n.

Marquese la interseccion de la fila i con la columna j si las situaciones re-
presentadas por esa fila y esa columna pueden ocurrir simultdneamente.

ord_pre(n) ord_sim(n) ord_post(n)
< ord_pre(m) < ord_sim(m) < ord_post(m)

nestdala
izquierda de m
nestdala
derecha de m

n es un antecesor
propio de m

n es un descen-
diente propio de m

Por ejemplo, péngase una marca en la interseccién de la fila 3 y la co-
lumna 2 si se cree que n puede ser a la vez un antecesor propio de m y pre-
ceder a m en orden simétrico.

Supéngase que se tienen los arreglos ORD_PRE[n), ORD-SIM[n] y
ORD_POST[n] que dan las posiciones en los érdenes previo, simétrico y
posterior, respectivamente, de cada nodo n de un drbol. Describase un al-
goritmo que diga si un nodo i es un antecesor o no de un nodo j, para cual-
quier par de nodos /, j. Expliguese cémo trabaja el algoritmo.

Es posible probar si un nodo m es un descendiente propio o no de un nodo
n, determinando si m precede a n en orden X, pero sucede a n en orden Y,
donde X e Y se eligen! {pre, post, sim|. Determinense todos los pares X, Y
para los cuales se cumple esta afirmacidn.
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Escribase un programa para recorrer un drbol binario en

a) orden previo,
b) orden posterior,
¢) orden simétrico.

El listado en orden de nivel de los nodos de un 4rbol lista primero la raiz,
luego todos los nodos de profundidad 1, después todos los de profundi-
dad 2, y asi sucesivamente. Los nodos que estén a la misma profundidad
se listan en orden de izquierda a derecha. Escribase un programa para lis-
tar los nodos de un 4rbol en orden de nivel.

Conviértase la expresién (@ +b) +c* (d+ &)+ f)* (g + h)en

a) expresion prefija
b) expresién postfija.

Dibiijense representaciones de 4rbol para las expresiones

a) *a+b*c+de
b) *a+=*b+ cde

Sea A un drbol en el que cada nodo que no es hoja tiene dos hijos. Escri-
base un programa para convertir _

a) un listado en orden previo de A4 en un listado en orden posterior;
b) un listado en orden posterior de 4 en un listado en orden previo;
¢) un listado en orden previo de A en un listado en orden simétrico.

Escribase un programa para evaluar expresiones aritméticas en

a) orden previo
b) orden posterior.

Como modelo matemadtico, es posible definir un drbol binario como un
TDA con estructura de érbol binario y con operaciones como HI-
JO_IZQ(n), HIJO_DER(n), PADRE(n) y NULO(n). Las tres primeras ope-
raciones devuelven el hijo izquierdo, el hijo derecho y el padre del nodo n
(A, si no existe), v la ultima devuelve verdadero si, v s6lo si, n es A. Im-
plantense estos procedimientos con la representacion de 4rboles binarios de
la figura 3.21.

Obténganse las siete operaciones con arboles de la seccién 3.2, usando las
siguientes realizaciones de drboles:

a) apuntadores al padre,
b) listas de hijos,
c) apuntadores al hijo mds a la izquierda, hermano derecho.

El gradoe de un nodo es el mimero de hijos que tiene. Muéstrese que en cual-
quier drbol binario el nimero de hojas es uno més que el nimero de nodos
de grado dos.
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Muéstrese que el maximo nimero de nodos de un drbol binario de altura
h es 2% — 1. Un 4rbol binario de altura 4 con ese maximo nimero de no-
dos se denomina 4rbol binario /eno.

Supdngase que los drboles estdn realizados por medio de apuntadores al hijo
mas a la izquierda, al hermano derecho y al padre. Elabdrense algoritmos
no recursivos de recorrido en los 6rdenes previo, posterior y simétrico, que
no utilicen «estados» ni una pila, como se hace en la figura 3.9.

Supéngase que los caracteres g, b, ¢, d, ¢ y ftienen probabilidades 0.07,
0.09, 0.12, 0.22, 0.23 y 0.27, respectivamente. Encuéntrese un cédigo de
Huffman éptimo y dibijese el 4rbol de Huffman correspondiente. ;Cudl es
la longitud media del cédigo?

Supodngase que A es un drbol de Huffman y que la hoja del simbolo a tiene
una profundidad mayor que la del simbolo 5. Demuéstrese que la probabi-
lidad del simbolo b no es menor que la del simbolo a.

Demuéstrese que el algoritmo de Huffman funciona, es decir, que produce
un cédigo 6ptimo para las probabilidades dadas. Sugerencia. Utilicese el
ejercicio 3.21.
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Operaciones basicas
con conjuntos

Los conjuntos constituyen la estructura basica que fundamenta las mateméticas. En
el disefio de algoritmos, los conjuntos se utilizan como la base de una gran cantidad

_ de tipos de datos abstractos y se han desarrollado muchas técnicas para la implanta-
cién de tipos de datos abstractos basadas en conjuntos. En este capitulo se hace una
revisién de las operaciones basicas con conjuntos y se presentan algunas de las for-
mas mds sencillas de realizacién de conjuntos; se estudian los «diccionarios» y las «co-
las de prioridad», dos tipos de datos abstractos basados en el modelo de conjunto.
Las realizaciones de estos tipos de datos abstractos se cubren en este capitulo y
el siguiente,

4.1 Introduccién a los conjuntos

Un conjunto es una coleccion de miembros (o elementos); cada miembro de un con-
junto puede ser un conjunto, o0 un elemento primitivo que recibe el nombre de dto-
mo. Todos los miembros de un conjunto son distintos, lo cual significa que ningiin
conjunto puede contener dos copias de un mismo elemento.

Por lo general, cuando los 4tomos se usan como herramientas para el disefio de
algoritmos y estructuras de datos, son enteros, caracteres o cadenas, y todos los ele-
mentos de cualquier conjunto suelen ser del mismo tipo. A menudo se hari la su-
posicién de que los 4tomos estdn ordenados linealmente por una relacién que se de-
signa mediante el simbolo «<», y se lee «menor que» o «precede a». Un orden li-
neal < sobre un conjunto § satisface dos propiedades:

1. Para cualesquiera a y b en S, sélo una de las afirmacionesa < b, a=bob<a
es verdadera.
2. Paratodoa bycenS,sia<byb<c, entonces a < ¢ (transitividad).

Los enteros, reales, caracteres y cadenas tienen un orden lineal natural que en Pas-
cal se designa con el simbolo <. Se puede definir un orden lineal sobre los objetos
que consisten en conjuntos de objetos ordenados. Como ejercicio, determinese una
forma de desarrollar un orden de este tipo. Por ejemplo, una pregunta que se debe
contestar al desarrollar un orden lineal para un conjunto de enteros es si el conjunto
que contiene los enteros 1 y 4 debe considerarse menor o mayor que el conjunto que
contiene los enteros 2 y 3.
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Notacioén de conjuntos

Un conjunto de dtomos por lo general se representa encerrando sus miembros entre
llaves; asi, {1, 4| denota el conjunto cuyos tinicos miembros son 1 y 4. Debe recor-
darse que un conjunto no es una lista, a pesar de que se representen los conjuntos
como si fueran listas; en el caso de los conjuntos, el orden en que se listan los ele-
mentos no es importante, y se pudo haber escrito {4, 1] en lugar de {1, 4}. Se debe
observar también que cada elemento aparece en un conjunto sélo una vez, de modo
que {1, 4, 1| no es un conjunto .

Algunas veces se representan los conjuntos mediante una expresion de la forma

{x | proposicién sobre x}

donde la proposicién sobre x es un predicado que dice con exactitud qué se necesita
para que un objeto arbitrario x pertenezca al conjunto. Por ejemplo, [x | x es un en-
tero positivo y x < 1000} es otra manera de representar el conjunto {1, 2, ..., 1000},
y lx | para algiin entero y, x = y? designa el conjunto de los cuadrados perfectos. Ob-
sérvese que el conjunto de los cuadrados perfectos es infinito y no se puede repre-
sentar listando sus miembros.

La relacion fundamental en teoria de conjuntos es la de pertenencia, que se in-
dica por el simbolo €. Esto es, x €4 significa que x pertenece a A o que el elemento
X es un miembro del conjunto 4, y puede ser un d4tomo u otro conjunto, pero 4 no
puede ser un dtomo. Se utiliza x ¢ A para sefialar que «x no es un miembro de A».
Existe un conjunto especial que no tiene miembros, y se simboliza con @, que se
denomina conjunto nulo o conjunto vacio. Obsérvese que @ es un conjunto y no un
atomo, a pesar de no tener miembros. La diferencia radica en que x € @ es falso
para toda x, mientras que si y es un dtomo, entonces x € y no tiene sentido, porque
mas que una afirmacién falsa, es un error de sintaxis.

Se dice que un conjunto A estd incluido (o contenido) en un conjunto B, y se es-
cribe 4 C B o B 2 4, si todo miembro de A también es miembro de B. También se
dice en este caso que A es un subconjunto de B o que B es un supraconjunto de A.
Por ejemplo, i1, 2| C 11, 2, 3}, pero {1, 2, 3} no es un subconjunto de {1, 2} porque 3
pertenece al primero de estos conjuntos, pero no al segundo. Todo conjunto esté in-
cluido en si mismo, y el conjunto vacio esta incluido en todo conjunto. Dos conjun-
tos son iguales si cada uno de ellos estd incluido en el otro, esto es, si sus miembros
son los mismos. Un conjunto 4 es un subconjunto propio o un supraconjunio propio
de otro B,sid # By A BoAD B, respectivamente.

Las operaciones elementales con conjuntos son unidn, interseccién y diferencia.
Si A y B son conjuntos, entonces 4 | B, 1a unidn de A y B, es el conjunto de los ele-
mentos que son miembros de 4, de B o de ambos. La interseccién de A y B, que se
escribe 4 M B, es el conjunto de los elementos que pertenecen tanto a 4 como a B,
y la diferencia, A - B, es el conjunto de los elementos de 4 que no pertenecen a B.

t Algunas veces el término conjunto muiltiple se aplica a un «conjunto con repeticiones», es decir, el
conjunto miltiple | 1, 4, 1 | tiene (dos veces) | y (una vez) 4 como miembros. Un conjunto miiltiple tam-
poco es una lista, por lo que el anterior se pudo haber escrito 4, 1,16 1, 1, 4.
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Por ejemplo, si A =1a, b, ¢} y B=1{b, d}, entonces A \U B=1a, b, c,d, AN B={bl y
A-B=1la d.

Tipos de datos abstractos basados en conjuntos

Se consideraran ahora los TDA que incorporan diversas operaciones con conjuntos.
Algunas colecciones de estas operaciones reciben nombres especiales y tienen reali-
zaciones muy eficientes. Algunas de las operaciones con conjuntos mas comunes son
las siguientes.

1.-3. Los procedimientos UNION(4, B, C ), INTERSECCION(4, B, C) y DIFEREN-

CIA(4, B, C) toman los argumentos 4 y B cuyos valores son conjuntos y asig-
nan el resultado, 4 \U B, A N B 0 A - B, respectivamente, a la variable C de
conjuntos.

Algunas veces se emplea una operacion llamada combinacidon o union de con-
Jjuntos disjuntos, que no difiere de la unién, pero supone gque sus operandos
son disjuntos (no tienen miembros en comun). El procedimiento COMBINA(A,
B, C) asigna a la variable C de conjuntos el valor A | B, pero no est definido
cuando A M B # @, es decir, si los conjuntos 4 y B no son disjuntos.

La funcién MIEMBRO(x, 4) toma el conjunto A y el objeto x, cuyo tipo es el
de los elementos de A, y devuelve un valor booleano: verdadero si x € 4 y fal-
50 5i X ¢ A.

El procedimiento ANULA(A), hace que el conjunto nulo sea el valor de la va-
riable conjunto A.

El procedimiento INSERTA(x, 4), donde A4 es una variable cuyos valores son
conjuntos y x es un elemento del tipo de los miembros de 4, hace de x un miem-
bro de 4. Esto es, el nuevo valor de A es 4 | {x|. Obsérvese que si x ya es miem-
bro de A4, entonces INSERTA(x, 4) no modifica el conjunto A.

SUPRIME(x, 4) elimina x de 4, es decir, 4 se reemplaza por 4 — { x}. Si x no
estd originalmente en 4, SUPRIME(x, 4) deja sin cambios el conjunto A.

ASIGNA(A, B) hace que el valor de la variable 4 de comuntos sea igual al va-
lor de la variable B, también de conjuntos.

La funcién MIN(4) devuelve el elemento menor del conjunto 4. Esta opera-
cién sélo es aplicable cuando los miembros del conjunto pardmetro estdn or-
denados linealmente. Por ejemplo, MIN(12, 3, 1) =1 y MIN(a’, b’ *¢’}) = 'a".
También se utiliza la funciéon MAX, cuyo significado es obvio.

IGUAL(4, B) es una funcién cuyo valor es verdadero si, y sélo si, los conjun-
tos A y B contienen los mismos elementos.

La funcién ENCUENTRA(x) opera en un ambiente donde hay una coleccién
de conjuntos disjuntos. ENCUENTRA(x) devuelve el nombre del (tinico) con-
junto del cual x es miembro.
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4.2 Un TDA con UNION, INTERSECCION y DIFERENCIA

Para empezar, se definird un TDA para el modelo matemdtico «conjunto» con las
tres operaciones basicas de la teoria de conjuntos, unién, interseccion y diferencia.
Primero se dard un ejemplo en el que un TDA es 1itil y después se analizardn varias
realizaciones sencillas del mismo.

Ejemplo 4.1. Se desea escribir un programa que efectiie una forma sencilla de «an4-
lisis de flujo de datos» sobre diagramas de flujo que representen procedimientos. El
programa usard variables de un tipo de datos abstracto CONJUNTO, cuyas opera-
ciones son UNION, INTERSECCION, DIFERENCIA, IGUAL, ASIGNA Y ANU-
LA, segun se definieron en la seccién anterior.

En la figura 4.1 se observa un diagrama de flujo cuyas casillas tienen los nom-
bres B,, ..., By y contienen definiciones de datos (proposiciones de lectura y asigna-
cién) numeradas del 1 al 9. Este diagrama de flujo es una aplicacién del algoritmo
de Euclides para calcular el méximo comin divisor de sus entradasp y g, pero los
detalles del algoritmo no tienen importancia para el ejemplo.

En general, un andlisis de flujo de datos se refiere a la parte de un compilador
que examina la representacién de un programa fuente en forma de un diagrama de flu-
jo, como la figura 4.1, y retine informacién acerca de lo que puede ser cierto con-
forme el control llega a cada casilla del diagrama. A menudo, las casillas reciben el
nombre de blogues o blogues bdsicos y representan grupos de proposiciones a través
de los cuales el flujo de control procede en forma secuencial. La informacién que se
colecta en el andlisis de flujo de datos sirve para mejorar el cédigo generado por el
compilador. Por ejemplo, si el andlisis permitié determinar que cada vez que el con-
trol llegé al bloque B, la variable x tuvo el valor 27, entonces se podria sustituir x
por 27 en el bloque B, a menos que se hubiera asignado un nuevo valor a x dentro
de ese blogue. Si el acceso a las constantes fuera mas rdpido que el acceso a las va-
riables, este cambio harfa que el cédigo generado por el compilador se ejecutara a
mayor velocidad.

En el ejemplo se desea determinar el lugar donde una variable pudo haber reci-
bido, por iltima vez, un valor nuevo. Esto es, se desea calcular para cada bloque B,
el conjunto DEF_ENTTi] de definiciones de datos d, de modo que exista un camino
de B, a B, en el cual aparezca d, pero que no esté seguida de otra definicién de la
misma variable que define d. El conjunto DEF_ENTTi] recibe el nombre de defini-
ciones de alcance de B,

Para ver cémo podria ser iitil esa informacién, considérese la figura 4.1. El pri-
mer bloque B, es un bloque «ficticio» con tres definiciones de datos que hacen que
las variables ¢, p y g tomen valores «indefinidos». Si, por ejemplo, se descubre que
DEF_ENT]7] incluye la definicién 3, la cual da a ¢ un valor indefinido, entonces el
programa podria tener un error, puesto que aparentemente podria imprimir g sin an-
tes haberle asignado un valor valido. Por fortuna, se descubrird que es imposible al-
canzar el bloque B, sin haber hecho una asignacién a g, es decir, 3 no pertenece a
DEF_ENTIT).

Varias reglas ayudan a calcular los DEF_ENTTi). Primero, se hace un célculo pre-
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vio, para cada bloque i, de los conjuntos GEMi] y ELIMTi]. GEN[i] es el conjunto
de las definiciones de datos del bloque J, con la excepcién de que si B, contiene dos
o mas definiciones de una variable x, entonces sélo la ltima de ellas pertenece a
GENTi]. Asi, GEN[i] es el conjunto de las definiciones de B, que son «generadas»
por Bj; alcanzan el final de B, sin que sus variables sean redefinidas.

. foum D
5 aos GEN =1, 2,3}
I L ELIM = {4, 5, 6, 7, 8, 9}
3:g="?
B 4: read(p) GEN = {4, 5}
2 5: read(q) ELIM = {2, 3, 7, 8}

B, @ ‘ GEN = ELIM - @
¥

n
- GEN = {6}
By f  doed ELIM =1, 9}
B Tp=gq GEN = {7, 8}
5 8qgi=1t ELIM = {2, 3, 4, 5}
B, <lgdivideap: e GEN = ELIM = @
B, write (q) GEN =ELIM = @
n
GEN = 9}
By |9:t:=pmodg ELIM = {1, 6}

Fig. 4.1. Diagrama de flujo para el algoritmo de Euclides.
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El conjunto ELIM[] es el conjunto de las definiciones 4 que no estén en B, y ta-
les que B, contiene una definicién de la misma variable que d. Por ejemplo, en la
figura 4.1, GEN[4] = {6}, puesto que la definicién 6 (de la variable ?) estd en B, y no
hay ninguna definicién posterior de ¢ en B,. ELIM[4] = {1, 9}, puesto que I y 9 son
las definiciones de la variable ¢ que no se encuentran en B,.

Ademds de los DEF_ENTIi], se calcula el conjunto DEF_SAL[/] para cada uno
de los bloques B, De la misma manera que DEF_ENT]i] es el conjunto de defini-
ciones que alcanzan el principio de B, DEF_SAL[i] es el conjunto de definiciones
que alcanzan el final de B; Existe una férmula muy sencilla que relaciona
DEF_ENT y DEF_SAL:

DEF_SAL[i) = (DEF_ENTIi] - ELIM[i]) U GENTi) (4.1

Esto es, la definicién 4 alcanza el final de B, si, y s6lo si, 4 alcanza el principio de
B, y no es eliminada por B, o es generada en B, La segunda regla que relaciona
DEF_ENT y DEF_SAL es que DEF_ENTTi] es la unién, sobre todos los predeceso-
res p de B, de DEF_SAL[p], es decir:

DEF_ENT[i]= U DEF_SAL[p] (4.2)
B, precede a B,

La regla 4.2 establece que una definicién de datos entra en B, si, y s6lo si, alcanza
el final de uno de los predecesores de B,. Como caso especial, si B, no tiene prede-
cesores, como ocurre con B, en la figura 4.1, entonces DEF_ENTi] = @.

Como ya se han presentado varios conceptos nuevos en este ejemplo, no se pro-
fundizara al escribir un algoritmo general para calcular las definiciones de entrada
de un diagrama de flujo arbitrario. En vez de ello, se escribird una parte de un pro-
grama que supone que GEN[i] y ELIM[i] se conocen para i = [, ..., 8, que calcula
DEF_ENTi] y DEF_SAL[i] para 1, ..., 8, en el caso particular del diagrama de flujo
de la figura 4.1. Este fragmento de programa supone la existencia de un TDA CON-
JUNTO con las operaciones UNION, INTERSECCION, DIFERENCIA, IGUAL,
ASIGNA y ANULA. M4s adelante se dardn varias implantaciones alternativas de
este TDA.

El procedimiento propaga(GEN, ELIM, DEF_ENT, DEF_SAL) aplica la re-
gla 4.1. al cdlculo de DEF_SAL para un bloque, dado DEF_ENT. En el caso de un
programa sin ciclos, el clculo de DEF_SAL serfa directo. La presencia de un ciclo
en este caso exige un procedimiento iterativo. La aproximacién a DEF_ENT]i] da
comienzo con DEF_ENTYi] = e y DEF_SAL[i] = GENJi] para toda i, y después apli-
ca repetidas veces (4.1) y (4.2) hasta que ya no ocurran mds cambios en los
DEF_ENT y DEF_SAL. Como puede mostrarse que cada nuevo valor asignado a
los DEF_ENTIi] y DEF_SALJi] es un supraconjunto (no necesariamente propio) de
su valor anterior, y dado que en cualquier programa hay solamente un nimero fi-
nito de definiciones de datos, el proceso debe converger finalmente a una solucién
de (4.1) y (4.2).
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En la figura 4.3 se muestran los valores sucesivos de DEF_ENTIi] después de
cada iteracioén del ciclo repeat de la figura 4.2, Obsérvese que ninguna de las asig-
naciones ficticias 1, 2 y 3 alcanza un bloque donde se emplea su variable, por tanto,
en el programa de la figura 4.1 no hay usos de variables indefinidas. Obsérvese tam-
bién que al diferir la aplicacién de (4.2) para B, hasta antes de aplicar (4.1) para B,
haria que en general el proceso de la figura 4.2 convergiera en menos iteraciones. O

4.3 Realizacién de conjuntos mediante vectores de bits

Obtener la mejor realizacién para un TDA CONJUNTO depende de las operaciones
que se vayan a efectuar y del tamafio de los conjuntos. Cuando todos los conjuntos
del dominio en cuestidn son subconjuntos de un pequefio «conjunto universal» cu-
yos elementos son los enteros 1, 2, .., N, para algun N fijo, se puede usar una reali-
zacion basada en un vector de bits (arreglo booleano). Un conjunto se representa me-
diante un vector de bits en el que el /-ésimo bit es verdadero si / es un elemento del
conjunto. La principal ventaja de esta representacién radica en que las operaciones
MIEMBRO, INSERTA y SUPRIME se pueden realizar en un tiempo constante me-
diante una referencia directa al bit apropiado. UNION, INTERSECCION y DIFE-
RENCIA se pueden realizar en un tiempo proporcional al tamafio del conjunto uni-
versal.

var
GEN, ELIM, DEF_ENT, DEF_SAL: array[1..8] of CONJUNTO;
{ se supone que GEN y ELIM se calculan por fuera }
I: integer;
hay_cambios: boolean;

procedure propaga ( G,K,I: CONJUNTO; var 0: CONJUNTO );
{ aplica (4.1) y asigna verdadero a hay_cambios si se detecta algin cambio
en DEF_SAL}

var
TEMP. CONJUNTO;
begin
DIFERENCIA(], K, TEMP),
UNION(TEMP, G, TEMP);
if not IGUAL(TEMP, O) do begin
ASIGNA(O, TEMP),
hay._cambios := true
end
end; { propaga |

begin
fori:=1to8 do
ASIGNA(DEF_SAL[), GEN[i]);
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repeat
hay_cambios := false;
{ 1as ocho proposiciones siguientes aplican (4.2) al diagrama de la figura
4.1 solamente }
ANULA(DEF_ENTI1]);
ASIGNA(DEF_ENT\2], DEF_SAL[1));
ASIGNA(DEF_ENT\3], DEF_SAL[2]);
ASIGNA(DEF_ENTI4], DEF_SAL[3]);
UNION(DEF_SAL[4), DEF_SAL[8], DEF_ENT[5));
UNION(DEF_SAL[3), DEF_SAL[5], DEF_ENTI6));
ASIGNA(DEF_ENT\7], DEF_SAL[6));
ASIGNA(DEF_ENT|8], DEF_SAL[6)),
fori:=1to8do
propaga(GENTi), ELIM{i), DEF_ENTVi], DEF_SAL[{)),

until
not hay_cambios

Fig. 4.2. Programa para calcular definiciones de alcance.

i | pasol paso 2 paso 3 paso 4

1 1%} I} %] %]

2| {1,2,3 {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3}

3| a5 {1,4,5} {1,4,5 {1,4,5}

4 %] 4,51 {1,4,5} {1,4,5}

51 16,91 {6,9} {4,5,6,7,8,9} {4,5,6,7,8,9
6| {78l {4,5,6,7,8,9) | 11,4,5,6,7,8,9 | {1,4,5,6,7,8,9
7 %] {7, {4,5,6,7,8,90 | {1,4,5,6,7,8,9}
8 @ {7,8 {4,5,6,7,891 | {1,4,5,6,7,8,9

Fig. 4.3. DEF_ENT [i] después de cada iteracién.

Si el conjunto universal es suficientemente pequefio para que un vector de bits quepa
en una palabra de computador, entonces UNION, INTERSECCION y DIFEREN-
CIA se pueden realizar mediante una sola operacién 16gica del lenguaje de la mé-
quina en cuestién. Algunos conjuntos pequefios se pueden representar directamente
en Pascal por medio de la construccién set. El tamafio maximo de tales conjuntos
depende del compilador particular que se esté usando y, por desgracia, a menudo es
demasiado pequefio para problemas tipicos con conjuntos. Sin embargo, al escribir
los propios programas no es necesario restringirse a un limite para el tamafio de los
conjuntos, siempre que sea posible tratar cualquier conjunto como un subconjunto
de algin conjunto universal {1,..., N. Se pretende que si 4 es un conjunto represen-
tado por un arreglo booleano, entonces A[/] serd verdadero si, y sélo si, el elemento
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i es miembro de 4. Asi, se puede definir un TDA CONJUNTO mediante la decla-
racién en Pascal

const
N = {cualquier valor adecuado};

type
CONJUNTO = packed array[1..N] of boolean;

Se puede implantar entonces el procedimiento UNION tal como se muestra en la figu-
ra 4.4. Para implantar INTERSECCION y DIFERENCIA basta reemplazar or en la fi-
gura 4.4, por and y and net, respectivamente. Es posible poner en préctica las otras
operaciones mencionadas en la seccién 4.1 (exceptuando COMBINA y ENCUEN-
TRA, que tienen poco sentido en este contexto) a manera de ejercicios sencillos.

Se puede utilizar la implantacién de conjuntos mediante vectores de bits, cuando
el conjunto universal es un conjunto finito diferente de un conjunto de enteros con-
secutivos. De ordinario, se necesitaria una manera de «traducim entre los miembros
del conjunto universal y los enteros 1, ..., N. Asi, en el ejemplo 4.1, se supuso que
las definiciones de datos tenian asignados mimeros del 1 al 9. En general, las tra-
ducciones en ambas direcciones se pueden efectuar mediante el TDA CORRESPON-
DENCIA descrito en el capitulo 2. Sin embargo, la traduccién en sentido inverso de
enteros a elementos del conjunto universal puede lograrse mejor con un arreglo 4
en el cual A[/] sea el elemento correspondiente al entero i.

procedure UNION ( 4, B: CONJUNTO; var C: CONJUNTO );
var
i integer;
begin
for i:=1to Ndo
CTi] == A[i] or B[i]

end

Fig. 4.4. Realizacion de UNION.

4.4 Realizacion de conjuntos mediante listas enlazadas

Debe ser evidente que también los conjuntos se pueden representar por medio de
listas enlazadas, cuyos elementos son los miembros del conjunto. A diferencia de la
representacién mediante vectores de bits, la representacién mediante listas utiliza
un espacio proporcional al tamafio del conjunto representado, y no al del conjunto
universal. Mds axin, la representacién mediante listas es mds general, puesto que pue-
de manejar conjuntos que no necesitan ser subconjuntos de algin conjunto univer-
sal finito.

Cuando hay operaciones como INTERSECCION con conjuntos representados
por listas enlazadas, se presentan varias opciones. Si el conjunto universal tiene un
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orden lineal, puede representarse un conjunto por medio de una lista clasificada.
Esto es, se supone que todos los miembros de un conjunto son comparables por me-
dio de una relacién «<» y los miembros de un conjunto aparecen en una lista en el
orden e, €, ..., €, donde ¢, < ¢, < ... < ¢,. La ventaja de una lista clasificada ra-
dica en que no es necesario revisarla toda para determinar si un elemento se encuen-
tra en la lista.

Un elemento estd en la interseccion de las listas L, y L, si, y s6lo si, aparece en
ambas listas. Para determinar la interseccién con listas no clasificadas, es necesario
parear cada elemento de L, con cada elemento de L, en un proceso de O (n?) pasos
con listas de longitud n. La razdn por la cual la clasificacién de listas facilita la in-
terseccion y algunas otras operaciones, consiste en que si se desea parear un elemen-
to e de una lista L, con los elementos de otra lista L,, s6lo es necesario observar los
elementos de L, hasta que se encuentre ¢ 0 un elemento mayor que e; en el primer
caso, se habrd encontrado el par, mientras que en el segundo, se sabe que no existe.
Es mds, si d es el elemento de L, que precede inmediatamente a e, y ya se ha en-
contrado en L, el primer elemento, por ejemplo f, tal que d < f; para buscar en L,
una aparicion de e, se puede empezar con f. La conclusién de este razonamiento es
que se pueden encontrar pares para todos los elementos de L,, si existen, buscando
en L, y L, una sola vez, siempre que se hagan avanzar los marcadores de posicion
de las dos listas en el orden apropiado, es decir, avanzando siempre el que apunta
al elemento mas pequefio. La rutina para realizar INTERSECCION se muestra en la
figura 4.5. Ahi, lo conjuntos se representan mediante listas enlazadas de «celdas»
cuyo tipo se define como

type
tipo_celda = record
elemento: 1ipo-elemento;
sig: t tipo—celda
end

En la figura 4.5, se supone que tipo_elemento es un tipo, por ejemplo un entero,
que se puede comparar mediante <. En caso contrario, es necesario escribir una fun-
cién que, dados dos clementos, determine cudl de ellos precede al otro.

Las listas enlazadas de la figura 4.5 estdn encabezadas por celdas vacias que sir-
ven como puntos de entrada a las listas. Como ejercicio, escribase este programa en
una forma abstracta més general, usando primitivas de listas. Sin embargo, el pro-
grama de la figura 4.5 puede ser mas eficiente que el programa mds abstracto. Por
ejemplo, en la figura 4.5 se usan apuntadores a celdas particulares, en vez de varia-
bles «de posicién» que apunten a celdas anteriores. Se puede hacer esto porque sélo
se agrega al final de la lista C, y las listas A y B sélo se revisan sin hacer en ellas in-
serciones ni supresiones.

Las operaciones UNION y DIFERENCIA se pueden escribir de modo que se ase-
mejen en forma sorprendente al procedimiento INTERSECCION de la figura 4.5.
Para UNION, se deben agregar todos los elementos de la lista 4 o de la B, a la lis-
ta C en el orden apropiado de clasificacién, de modo que cuando los elementos no
sean iguales (lineas 12-14) se agregue el menor a la lista C, como se hace cuando los
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procedure INTERSECCION ( encab_a, encab_b: 1 tipo_celda;
var apc: t tipo_celda );

{ calcula la interseccién de las listas clasificadas 4 y B con celdas de en-
cabezamiento encab_a y encab_b, dejando el resultado como una
lista clasificada a cuyo encabezamiento apunta apc |

var
sctual_a, actual_b, actual_c: 1 tipo_celda;
{ las celdas actuales de las listas 4 y B y la iiltima celda agregada a la

lista C'}
begin
() new(apc); | crea el encabezamiento de la lista C |
(2) actual_a = encab_at .sig,
3) actual_b := encab_b!.sig;
(4) actual_c = apc,
(5) while (actual_a <> nil) and (actual_b <> nil) do begin
{ compara los elementos actuales de las listas 4 y B}
(6) if actual_at.elemento = actual_b}.elemento then begin
{ agrega a la interseccién |
(N new(actual_ct sig);
(8) actual_c = actual_c!.sig;
9) actual_ct.elemento = actual_at.elemento,
(10) actual_a = actual_at sig;
(11) actual_b = actual_bt sig
end
else { elementos distintos }
(12) if actual_at.elemento < actual_bt.elemento then
(13) actual_a = actual_at .sig
else
(14) actual_b = actual_bt .sig
end;
(15) actual_ct sig := nil

end; { INTERSECCION }
Fig. 4.5. Procedimiento de interseccion que utiliza listas clasificadas.

elementos son iguales. También se deben agregar a la lista C todos los elementos de
la lista que no se haya agotado cuando la prueba de la linea (5) falle. Para DIFE-
RENCIA, no se agrega un elemento a la lista C cuando se encuentren elementos igua-
les; sdlo se agrega el elemento actual de la lista 4 a la lista C cuando sea menor que
el elemento actual de la lista B, porque entonces s¢ sabe que el primero no puede
encontrarse en la lista B. Ademds, se afiaden a C los elementos de 4 cuando, y si la
prueba de la linea (5) falla porque B se agotd.

El operador ASIGNA(4, B) copia la lista A en la lista B. Obsérvese que este ope-
rador no se puede implantar haciendo simplemente que la celda de encabezamiento de
A apunte al mismo lugar que la celda de encabezamiento de B, porque en tal caso cual-
quier cambio posterior en B causaria cambios no esperados en A. El operador MIN

!
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es sencillo; sélo devuelve el primer elemento de la lista. SUPRIME y ENCUENTRA
se pueden realizar encontrando el elemento objetivo como se expuso para las listas
generales y en el caso de SUPRIME, eliminando su celda.

Por tltimo, la insercién no es dificil de implantar, pero debe hacerse de modo que
se inserte el nuevo elemento en la posicién apropiada. La figura 4.6 muestra un pro-
cedimiento INSERTA que toma como pardmetros un elemento y un apuntador a la
celda de encabezamiento de una lista, e inserta el elemento en la lista. La figura 4.7
muestra las celdas y apuntadores cruciales antes (lineas de trazo continuo) y después
(lineas punteadas) de la insercién.

procedure INSERTA ( x: tipo_elemento; a: | tipo_celda );
{ inserta x en la lista a cuyo encabezamiento apunta p |
var
actual, cel_nue: t tipo_celda;
begin
actual = a; .
while actualt.sig <> nil do begin
if actualt .sigt.elemento = x then
return; | si x ya est4 en la lista, regresa |
if actualt sigt.elemento > x then
goto agrega; { salida del ciclo |
actual = actualt .sig
end;
agrega: { actual es ahora la celda después de la cual se debe insertar x |
new(cel_nue);
cel_nuet.elemento := x;
cel_nuet sig := actualt sig;
actualt sig := cel_nue
end; { INSERTA |

Fig. 4.6. Procedimiento de insercion.

4.5 El diccionario

Cuando se usa un conjunto en el disefio de un algoritmo, quizd no sean necesarias
algunas operaciones poderosas como unién e interseccion. A menudo, lo tinico que
se necesita es mantener un conjunto de objetos «actuales», con inserciones y supre-
siones periddicas en el conjunto. Con cierta frecuencia, también puede ser necesario
saber si un elemento particular estd en el conjunto. Un TDA CONJUNTO con las
operaciones INSERTA, SUPRIME y MIEMBRO recibe el nombre de diccionario.
Se incluird también ANULA como una operacidn de diccionario para asignar un va-
lor inicial a cualquier estructura utilizada en la aplicacién. Se considerars un ejem-
plo de realizacién del diccionario para después analizar algunas realizaciones apro-
piadas para representar diccionarios.
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Ejemplo4.2. LaSociedad para la Prevencion de Injusticias con el Attin (SPIA) man-
tiene una base de datos que registra los votos mds recientes de los legisladores en
asuntos de importancia para los amantes del atin. Desde el punto de vista concep-
tual, esta base de datos consta de dos conjuntos de nombres de legisladores llama-
dos chicos_buenos y chicos—_malos. La sociedad olvida con facilidad los errores del
pasado y, de igual modo, tiende a olvidar a quienes fueron amigos. Por ejemplo, si
se efectuara una votacion para decidir acerca de la prohibicién de la pesca de atiin
en el lago Erie, todos los legisladores que votaran a favor se incluirian en chicos_bue-
nos y se excluirfan de chicos_malos, y lo contrario sucederia con los que votaran en
contra, Los legisladores que se abstuvieran, permanecerian en el conjunto donde se
encontraran, si estuvieran en alguno.

Cuando estd en operacion, el sistema de bases de datos acepta tres mandatos,
cada uno representado por un solo caracter, seguido de una cadena de diez caracte-
res que denota el nombre de un legislador; cada mandato estd en una linea aparte.
Los mandatos son:

1. F (sigue un legislador con voto favorable)
2. D (sigue un legislador con voto desfavorable)
3. ? (determina el estado del legislador que sigue).

También se permite el cardcter ‘E’ en la linea de entrada para sefialar el fin del pro-
ceso. La figura 4.8 muestra un esbozo del programa, escrito en funcién del TDA DIC-
CIONARIO aiin no definido, que en este caso se pretende que sea un conjunto de
cadenas de longitud 10. O

actual — /

cel_nue X -4

Fig. 4.7. Representacion de la insercién.



120  OPERACIONES BASICAS CON CONJUNTOS

4.6 Realizaciones sencillas de diccionarios

Un diccionario puede implantarse mediante una lista enlazada, clasificada o no. Otra
posible implantacién de un diccionario es mediante un vector de bits, siempre que los
elementos del conjunto en cuestién estén restringidos a los enteros 1, 2, ..., N para
algin N, o a un conjunto que se pueda hacer corresponder con ese conjunto de
enteros.

Una posible tercera implantacién de diccionarios consiste en usar un arreglo de
longitud fija con un apuntador a la ltima entrada del arreglo en uso. Esta realiza-
cién solo es factible si se puede suponer que los conjuntos nunca serén més grandes
que la longitud del arreglo. Tiene la ventaja de la sencillez sobre la representacién
con listas enlazadas, mientras sus desventajas son que 1) los conjuntos no pueden
crecer arbitrariamente, 2) la supresién es mas lenta, y 3) el espacio no se utiliza en
forma eficiente si los conjuntos son de tamafio variable.

A causa de la ltima razén, no se estudié la realizacién mediante arreglos en
relacién con conjuntos cuyas uniones e intersecciones se realizan con frecuencia. No
obstante, dado que los arreglos, al igual que las listas, se pueden clasificar, podria
considerarse la realizacién con arreglos que ahora se describe para los diccionarios
como una posible realizacién para conjuntos en general. La figura 4.9 muestra las de-
claraciones y procedimientos necesarios para complementar la figura 4.8, haciendo
de ella un programa ejecutable.

program atun ( input, output ),

{ base de datos de legisladores }

type
tipo_nombre = array[1..10] of char;

var
mandato: char;
legislador: tipo_nombre;
chicos_buenos, chicos-malos: DICCIONARIO;

procedure favorable ( amigo: tipo_nombre );
begin
INSERTA(amigo, chicos_buenos),
SUPRIME(amigo, chicos_malos)
end; { favorable |

procedure desfavorable ( enemigo: tipo_nombre );
begin
INSERTA(enemigo, chicos_malos),
SUPRIME(enemigo, chicos_buenos)
end; { desfavorable |

procedure consulta ( sujeto: tipo_nombre );
begin
if MIEMBRO(sujeto, chicos_buenos) then
writeln(sujeto, ‘es un amigo’)
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else if MIEMBRO(sujeto, chicos_malos) then
writeln(sujeto, ‘es un enemigo’)
else
writeln(‘no se tiene informacién sobre’, sujeto)
end; { consulta }

begin { programa principal |
ANULA(chicos_buenos);
ANULA(chicos_malos);
read(mandato),
while mandato <> 'E’ do begin
readlin(legislador),
if mandato = ‘F then
Savorable(legislador)
else if mandato = ‘D’ then
desfavorable(legislador)
else if mandato = ‘T then
consulta(legislador)
else
error(‘mandato desconocido’);
read(mandato)
end
end. { anin |

Fig. 4.8. Esbozo del programa de base de datos SPIA.

const
tamarnio_mdx = | algiin nimero adecuado |;
type
DICCIONARIO = record
ult: integer,;
datos: array[1..tamario_mdx] of tipo_nombre
end;
procedure ANULA ( var 4: DICCIONARIO );
begin
Alt =0
end; { ANULA |
function MIEMBRO ( x: tipo_nombre; var 4: DICCIONARIO ) : boolean:
var
i: integer;
begin

for i ;=1 to A.ult do
if A.datos{i] = x then return (true);
return (false) { si no se encuentra x |
end; | MIEMBRO |
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procedure INSERTA ( x: tipo_nombre; var A: DICCIONARIO );
begin
if not MIEMBRO(x, A) then
if A.ult < tamano_mdx then begin
Ailt = Aailt + 1;
A.datos[A.ult] == x
end
else error(‘la base de datos estd llena’)
end; { INSERTA |

procedure SUPRIME ( x: tipo_nombre; var A: DICCIONARIO );
yar
i: integer;
begin
if A.1ilt > 0 then begin
P=1
while (4.datos[i] <> x) and (i < A.1ilt) do
i=i+1;
{ cuando se llega aqui, se ha encontrado x o el elemento
actual es el ultimo del conjunto 4, o ambas cosas |
if A.datos{i] = x then begin
A.datos{i] := A.datos[A.ult];

{ pasa el dltimo elemento al lugar ocupado por x; ob-
sérvese que si i = A.ilt, este paso no hace nada,
pero el siguiente elimina x }

Alt = Al - 1
end
end
end; | SUPRIME }

Fig. 4.9. Declaraciones de tipos y procedimientos para un diccionario basado en
arreglos.

4.7 La estructura de datos tabla de dispersion

En promedio, la realizacién de diccionarios mediante arreglos requiere O (N) pasos
para la ejecucién de una sola instruccién INSERTA, SUPRIME o MIEMBRO en
un diccionario de N elementos; si se usa una realizacién mediante listas, se obtiene
una velocidad similar. En la realizacién mediante vectores de bits, cualquiera de es-
tas tres operaciones utiliza un tiempo constante, pero existe la limitacién de traba-
jar con conjuntos de enteros en un intervalo pequefio para la realizacién que sea fac-
tible.

Existe otra técnica importante y muy 1til para implantar diccionarios, y se deno-
mina «dispersién» (hashing). La dispersién utiliza tiempo constante por ope-
racion, en promedio, y no existe la exigencia de que los conjuntos sean subconjun-
tos de algin conjunto universal finito. En el peor caso, este método requiere, para
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cada operacion, un tiempo proporcional al tamaiio del conjunto, como sucede con
las realizaciones mediante arreglos y listas. Sin embargo, con un disefio cuidadoso
es posible hacer que sea arbitrariamente pequeiia la probabilidad de que la disper-
si6n demande mds de un tiempo constante para cada operacién.

Se considerardn dos formas de dispersién algo diferentes. La primera, llamada
dispersion abierta o externa, permite que el conjunto se almacene en un espacio po-
tencialmente ilimitado, por lo que no impone un limite al tamaiio del conjunto. La
segunda, llamada dispersi6n cerrada o interna, usa un espacio fijo para el almace-
namiento, por lo que limita el tamafio de los conjuntos f.

Dispersion ablerta

En la figura 4.10 se puede ver la estructura de datos bdsica para la dispersién
abierta. La idea fundamental es que el conjunto (posiblemente infinito) de miem-
bros potenciales se divide en un numero finito de clases. Si se desea tener B clases,
numeradas de 0 a B-1, se usa una funcion de dispersion h tal que para cada ob-
jeto x del tipo de datos de los miembros del conjunto que se va a representar, A(x)
sea uno de los enteros de 0 a B-1. Légicamente, el valor de A(x) es la clase a la cual
x pertenece. A menudo se da a x el nombre de clave y a h(x) el de valor de dis-
persion de x. A las «clases» se les da el nombre de cubetas y se dice que x pertenece
a la cubeta h(x).

En un arreglo llamado tabla de cubetas, indizado por los niimeros de cubeta 0,
1, ..., B-1, se tienen los encabezamientos de B listas. Los elementos de la i-ésima lista
son los miembros del conjunto que se estd representando y que pertenecen a la clase
i, esto es, aquellos elementos x del conjunto tales que A(x) =i,

Se espera que las cubetas tengan casi el mismo tamarno, de modo que la lista para

lista de elementos en
cada cubeta

0 _____l | 1 | ] W ys s

I e N s R

encabezamientos de la
tabla de cubetas

Fig. 4.10. Organizacion de datos en la dispersion abierta.

t Es posible hacer cambios en la estructura de datos para acelerar la dispersion abierta y permitir
que la cerrada maneje conjuntos mds grandes. Estas técnicas se describirdn después de estudiar los méto-
dos bdsicos.
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cada cubeta sea corta. Entonces, si hay N elementos en el conjunto, en promedio,
cada cubeta tendrd N/B miembros. Si se puede estimar N y elegir B aproximada-
mente igual de grande, entonces una cubeta tendrd en promedio sélo uno o dos
miembros, y las operaciones con el diccionario tendrén, en promedio, un nimero
pequefio y constante de pasos, independiente del valor que tenga N (o, en forma equi-
valente, B). '

No siempre est4 clara la posibilidad de elegir # de modo que un conjunto tipico
tenga sus miembros distribuidos de forma relativamente uniforme entre las cubetas.
Mis adelante se estudiard otra vez la forma de elegir & de modo que, en verdad,
«disperse» su argumento, es decir, para que A(x) sea un valor «aleatorio» que no
dependa de x de ninguna forma trivial.

function 4 ( x: tipo_nombre ) : 0..B-1;
var
i, suma: integer;
begin
suma = 0;
for i == 1 to 10 do
suma = suma + ord(x{i]);
h = suma mod B
end; | h}

Fig. 4.11. Una funcién de dispersion sencilla h.

Con el fin de especificar, se presenta ahora una funcién de dispersién para
cadenas de caracteres que es muy buena, aunque no perfecta. La idea es considerar
a los caracteres como enteros, utilizando el cédigo de caracteres de la maquina para
definir la correspondencia. Pascal proporciona la funcién incorporada ord, donde
ord(c) es el codigo entero del cardcter ¢. Asi, si x es una clave y el tipo de las claves
es array[1..10] of char (lo que se llamé tipo_nombre en el Ejemplo 4.2), se podria
declarar la funcién de dispersién 4 como en la figura 4.11. En esa funcién, se su-
man los enteros para cada cardcter y se divide el resultado entre B, tomando el re-
siduo, que es un entero entre 0 y B-1,

En la figura 4.12 se observan las declaraciones de las estructuras de datos para
una tabla de dispersion abierta y los procedimientos que realizan las operacio-
nes para un diccionario. El tipo de los miembros del diccionario se supone que es
tipo_nombre (un arreglo de caracteres), de modo que estas declaraciones se pueden
usar en forma directa en el ejemplo 4.2. Debe observarse que en la figura 4.12 se ha
hecho que los encabezamientos de las listas de cubetas sean apuntadores a celdas, en
lugar de celdas completas. Esto se hizo asi, porque la tabla de cubetas, donde se en-
cuentran los encabezamientos, podria ocupar tanto espacio como las propias listas si
fuera un arreglo de celdas, en lugar de uno de apuntadores. Obsérvese, sin embargo,
que se paga un precio por este ahorro de espacio. Ahora, el cédigo del procedimien-
to SUPRIME debe hacer distincién entre la primera celda y las restantes.



LA ESTRUCTURA DE DATOS TABLA DE DISPERSION 125

const
B = { constante adecuada |
type
tipo_celda = record
elemento: tipo_nombre;
sig: t tipo_celda
end;
DICCIONARIO = array[0..B-1] of t tipo_celda;

procedure ANULA ( var A4: DICCIONARIO );
var
it integer;
begin
for i :=0to B-1 do
Ali] = nil
end; { ANULA |

function MIEMBRO ( x: tipo_nombre; var 4: DICCIONARIO ) : boolean;
var
actual: t tipo_celda;
begin
actual == A[h(x)];
{ actual es inicialmente el encabezado de la cubeta para x |
while actual <> nil do
if actualt.elemento = x then
return (true)
else
actual = actualt sig;
return (false) { si no se encuentra x |
end; | MIEMBRO |

procedure INSERTA ( x: tipo_nombre; var A: DICCIONARIO );
var
cubeta: integer;
encab_ant: 1 tipo_celda;

if not MIEMBRO(x, A) then begin
cubeta = h(x);
encab_ant := A[cubetal;
new(A[cubeta));
Alcubetalt.elemento = x;
Alcubetalt.sig == encab_ant

end

end; { INSERTA |

procedure SUPRIME ( x: tipo_nombre; var 4: DICCIONARIO );
var
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actual: 1 tipo_celda;
cubeta: integer;
begin
cubeta: = h(x),
if A [cubeta] <> nil then begin
if A[cubeta]t.elemento = x then { x estd en la primera celda |
Alcubeta] == Alcubeta)!.sig { suprime x de la lista |
else begin | x, si estd, no ocupa la primera celda de la cubeta |
actual := A[cubeta); | actual apunta a la celda anterior |
while actualt.sig <> nil do
if actualt sigt.elemento = x then begin
actualt sig := actualt .sigt .sig
{ suprime x de la lista |
return { salida del ciclo }
end
else {atin no se encuentra x}
actual := actualt sig
end
end
end; { SUPRIME |

Fig. 4.12. Realizacion de un diccionario mediante una tabla de dispersion abierta.

Dispersion cerrada

Una tabla de dispersion cerrada guarda los miembros del diccionario en la tabla de
cubetas, en vez de usar esa tabla para almacenar encabezamientos de listas. En conse-
cuencia, parece que solo es posible colocar un elemento en una cubeta; sin embargo,
la dispersion cerrada tiene asociada una estrategia de redispersion. Si se intenta co-
locar x en la cubeta A(x) y esta ya tiene un elemento —situacién denominada coli-
sion—, la estrategia de redispersion elige una sucesion de localidades alternas h,(x),
hy(x), ... dentro de la tabla de cubetas, en la cual es posible colocar x. Se prueba en
todas esas localidades, en orden, hasta encontrar una vacia. Si ninguna est4 vacia,
la tabla estd llena y no es posible insertar x.

Ejemplo 4.3. Supdngase que B = 8 y que las claves a, b, ¢ y d tienen valores de dis-
persion A(a) = 3, h(b) = 0, h(c) = 4, h(d) = 3. Se usard la estrategia de redisper-
sion mds sencilla, denominada dispersién lineal, en la que A{x) = (h(x) + i)
mod B. As{, por ejemplo, si se deseara insertar a y se encontrara que la cubeta 3 ya
estd llena, se probaria con las cubetas 4, 5,6, 7, 0, 1 y 2, en ese orden.

En principio, se supone que la tabla estd vacia, esto es, que cada cubeta guarda
un valor especial vacio, que no es igual a ningin valor que podria intentarse inser-
tar 1. Si se insertan g, b, c y d, en ese orden, en una tabla inicialmente vacia, resulta

1 Si el tipo de los miembros del diccionario no sugiere un valor adecuado para vacio, se puede hacer
que cada cubeta tenga un campo adicional de un bit que informe si estd vacia o no.
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que a vaalacubeta3, balaOycala4. Alinsertar d, primero se hace la prueba
con h(d) = 3 para encontrar que est4 llena. Luego se intenta con k,(d) = 4 y ocurre
lo mismo. Por ultimo, se prueba con A,(d) = 5, se encuentra un espacio vacio y dse
coloca alli. Las posiciones resultantes estdn en la figura 4.13. O

La prueba de pertenencia de un elemento x al conjunto requiere examinar h(x),
hy(x), hy(x), ..., hasta encontrar x o una cubeta vacfa. Para ver por qué es posible de-
tenerse al alcanzar una cubeta vacia, sup6ngase primero que las supresiones no es-
tdn permitidas. Si A4(x) es la primera cubeta vacfa encontrada en la serie, no es po-
sible que x esté en las cubetas h,(x), hy(x) 0 mds adelante en la sucesion, porque x
no pudo haber sido colocada alli a menos que h,(x) hubiera estado llena en el mo-
mento de insertarla.

(1

N Y L s W
=%

Fig. 4.13. Tabla de dispersion parcialmente llena.

Sin embargo, obsérvese que si se permiten las supresiones, nunca puede existir
la seguridad, si se alcanza una cubeta vacia sin encontrar x, de que x no se encuen-
tra en alguna otra parte, y la cubeta ahora vacia estaba ocupada cuando se inserté
x. Cuando deban hacerse supresiones, el enfoque més efectivo para resolver este pro-
blema es colocar una constante llamada suprimido en una cubeta que contenga un
elemento que se desee suprimir. Es importante que haya una diferencia entre supri-
mido y vacio, la constante que se encuentra en todas las cubetas que nunca se han
llenado. De esta manera, es posible permitir supresiones sin tener que buscar en la
tabla completa durante la prueba MIEMBRO, En el momento de la insercién, es po-
sible tratar suprimido como un espacio disponible, de modo que con suerte el espa-
cio de un elemento suprimido puede volver a utilizarse. Sin embargo, como el es-
pacio de un elemento suprimido no es reclamable de inmediato, cosa que si ocurre
en la dispersion abierta, puede preferirse el esquema abierto al cerrado.

Ejemplo 4.4. Supdngase que se desea probar si e estd en el conjunto representado
en la figura 4.13. Si h(e) = 4, se prueba con las cubetas 4, 5 y luego 6. La cubeta 6
estd vacia y como e no se ha encontrado, la conclusién es que no estd en el conjunto.

Si se suprime ¢, es necesario colocar la constante suprimido en la cubeta 4. Asi,
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al buscar d y comenzar en h(d) = 3, se pueden examinar 4 y 5 para encontrar d, y
no detenerse en 4 como se hubiera hecho de haber puesto vacio en esa cubeta. O

En la figura 4.14 se observan las declaraciones de tipos y las operaciones para el
TDA DICCIONARIO con miembros de conjunto del tipo tipo_nombre y la tabla
de dispersién cerrada como estructura fundamental. Se utiliza una funcién de
dispersién arbitraria A, de la cual la figura 4.11 es una posibilidad, y se usa la
estrategia de dispersién lineal para redispersar en caso de colisiones. Por con-
veniencia, se identifica vacfo con una cadena de diez espacios y suprimido con una
de diez asteriscos, con la suposicién de que ninguna de esas cadenas puede ser una
clave real. (En la base de datos SPIA esas cadenas tienen poca probabilidad de ser
nombres de legisladores.) El procedimiento INSERTA(x, 4) primero usa localiza
para determinar si x ya estd en A, y si no, utiliza una rutina especial localizal para
encontrar una localidad en la cual se pueda insertar x. Obsérvese que localizal bus-
ca localidades marcadas tanto con vacio como con suprimido.

const
vacio = *: | 10 espacios |
suprimido = “***¥xxenan. { 10 asteriscos |

DICCIONARIO = array[0..B-1] of tipo_nombre;

procedure ANULA ( var 4: DICCIONARIO ),
var
i: integer;
begin
for i := 0 to B-1 do
Ali] := vacio
end; { ANULA}

function localiza ( x: tipo_nombre ) : integer;
| localiza examina el DICCIONARIO desde la cubeta para /(x) hasta que
se encuentre x, o una cubeta vacia, o se haya revisado toda la tabla
y determinado que no contiene a x; Jocaliza devuelve el indice
de la cubeta en la que se detiene por cualguiera de esas razones |

var
inicial, i: integer;
{ inicial guarda h(x); i cuenta el nimero de cubetas examinadas
hasta el momento cuando se busca x|

inicial == h(x);
i=0;
while (/ < B) and (A[(inicial + i) med B] <> x) and
(Al(inicial + i) mod B] <> vacio) do
i=i+1;
return ((inicial + i) mod B)
end; { localiza }
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function localizal ( x: tipo_nombre ): integer;
{ como localiza, pero también se detiene en una entrada con suprimido
y devuelve ese valor }

function MIEMBRO ( x: tipo_nombre; var 4: DICCIONARIO ) : boolean;

if A[localiza(x)] = x then
return (true)
else
return (false)
end; { MIEMBRO }

procedure INSERTA ( x: tipo_nombre; var A: DICCIONARIO )
var
cubeta: integer;
begin
if A[localiza(x)] = x then
return; { x ya estd en A4 |
cubeta = localizal (x);
if (A[cubeta) = vacio) or (A[cubeta) = suprimido) then
Alcubeta] = x
else
error (‘'INSERTA fallé: la tabla esta llena®)
end; { INSERTA |

procedure SUPRIME ( x: tipo_nombre; var 4: DICCIONARIO %

var

cubeta: integer;
begin

cubeta := localiza(x);

if A[cubeta] = x then

Alcubeta) := suprimido

end; { SUPRIME |

Fig. 4.14. Realizacion de un diccionario mediante una tabla
de dispersion cerrada.

4.8 Estimacion de la eficiencia de las funciones de dispersion

Como ya se menciond, la dispersién es una manera eficiente de representar dic-
cionarios y otros tipos de datos abstractos basados en conjuntos. En esta seccién se
examinara el tiempo promedio por operacién de diccionario en una tabla de dis-
persién abierta. Si hay B cubetas y N elementos almacenados en la tabla de dis-
persion, las cubetas tienen, en promedio, N/B miembros y se puede esperar que una
operacién normal INSERTA, SUPRIME o MIEMBRO lleve un tiempo O(1 + N/B).
La constante | representa el tiempo necesario para hallar la cubeta, y N/B, el tiem-
po para buscar en ella. Si puede elegirse B casi igual a N, este tiempo se convierte
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en una constante para cada operacién. Por tanto, el tiempo promedio para insertar,
suprimir y probar la pertenencia de un elemento al conjunto, suponiendo que un ele-
mento cualquiera tiene la misma probabilidad de ser dispersado en cualquier cu-
beta, es una constante que no depende de N.

Supdngase que se tiene un programa escrito en algin lenguaje como Pascal y se
desea insertar todos los identificadores que aparecen en el programa en una tabla
de dispersién. Cada vez que se encuentra la declaracién de un nuevo identifica-
dor, éste se inserta en la tabla de dispersién después de verificar que ya no se
encuentra ahi. Durante esta fase, es razonable suponer que un identificador tiene la
misma probabilidad de ser dispersado en cualquier cubeta. Por tanto, se puede
construir una tabla de dispersién de N elementos en tiempo O(N(1 + N/B)). Al
elegir B igual a N, este tiempo es O(N).

En la siguiente fase, los identificadores se hallan en el cuerpo del programa; es
necesario localizarlos en la tabla de dispersién para recuperar informacién aso-
ciada con ellos. Pero, jcudl es el tiempo estimado para localizar un identificador?
Si el elemento que se busca tiene la misma probabilidad que cualquiera de los ele-
mentos de la tabla, entonces el tiempo estimado para buscarlo es simplemente el
tiempo promedio que demanda la insercién de un elemento. Para comprender esto,
obsérvese que el tiempo que demanda buscar una vez cada elemento en la tabla es
el empleado en insertarlo, suponiendo que los elementos siempre se agregan al final
de la lista de la cubeta apropiada. Entonces, el tiempo estimado para una busqueda
es también O(1 + N/B).

El andlisis anterior supone que una funcién de dispersién distribuye los ele-
mentos de manera uniforme en las cubetas. ;Existen funciones de esta clase? Una
funcién como la de la figura 4.11 (que convierte caracteres en enteros, suma y toma
el residuo médulo B) puede considerarse una funcién tipica de dispersién. El si-
guiente ¢jemplo examina su funcionamiento.

Ejemplo 4.5. Supdngase que se emplea la funcién de la figura 4.11 para dispersar
100 claves que consisten en las cadenas de caracteres A0, Al, ..., A99, en una tabla
de 100 cubetas. Si se establece que ord(0), ord(1), ..., ord(9) forman una progresion
aritmética, como ocurre con los cédigos de caracteres mds comunes ASCII y EBC-
DIC, es fécil verificar que las claves se dispersan hasta en 29 de las 100 cubetas
y que la cubeta mds grande contiene A18, A27, A36, ..., A90, es decir, 9 de los 100
elementos. Si se calcula el nimero promedio de pasos para una insercién, partiendo
del hecho de que la insercién del i-ésimo elemento en una cubeta requiere i+1 pa-
s0s, se obtienen 395 pasos para las 100 claves. En comparacién, el estimado
N(1+N/B) sugiere 200 pasos. O

La funcién de dispersién sencilla de la figura 4.11 puede tratar ciertos con-
juntos de entradas, como las cadenas consecutivas del ejemplo 4.5, de manera no
aleatoria, Hay funciones de dispersién «mds aleatorias»; como ejemplo, puede
usarse la idea de elevar al cuadrado y tomar los digitos medios. Asi, si se tiene como

1 Obsérvese que A2 y A20 no necesariamente se dispersan en la misma cubeta, pero, por gjemplo, A23
y A41] deben hacerlo.
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clave un nimero n de 5 digitos y se eleva al cuadrado, se obtiene un nimero de 9
6 10 digitos. Los «digitos medios», como los que estdn entre las posiciones cuarta y
séptima a la derecha, tienen valores que dependen de casi todos los digitos de n; por
ejemplo, el cuarto digito depende de todos ellos excepto del que se encuentre m4s a
la izquierda de n, y el quinto depende de todos los digitos de n. De modo que si
B =100, se podrian tomar los digitos sexto y quinto para formar el nimero de cubeta.

Esta idea se puede generalizar para situaciones en las que B no sea una potencia
de 10. Supéngase que las claves son enteros en el intervalo 0, 1, ..., K. Si se escoge
un entero C tal que BC? sea casi igual a K2, la funcién

h(n) =| n¥C | mod B
efectivamente extrae un digito de base B del centro de nZ.
Ejemplo 4.6. Si k= 1000 y B = 8, se puede elegir C = 354. Entonces,

207936
354

Para usar la estrategia de «elevar al cuadrado y tomar el medio» cuando las cla-
ves son cadenas de caracteres, primero se agrupan los caracteres en la cadena de de-
recha a izquierda, en bloques de un nimero fijo de caracteres, como 4, rellenando
a la izquierda con espacios si es necesario. Se trata cada bloque como un solo entero
formado al concatenar los cédigos binarios de los caracteres. Por ejemplo, ASCII ma-
neja un cédigo de caracteres de 7 bits, de modo que los caracteres pueden conside-
raise como «digitosy de base 27 ¢ 128. De este modo, se puede considerar la cadena
de caracteres abed como el entero (128)° a + (128) b+ (128)c + d. Después de con-
vertir todos los bloques a enteros, se suma t y se procede como se sugirié con ante-
rioridad para los enteros.

h(456) = [

| mod 8 = 587 mod 8 = 3. L

Andlisis de dispersion cerrada

En un esquema de dispersion cerrada, la velocidad de insercién y de otras ope-
raciones no sélo depende de lo aleatoriamente que la funcién de dispersién dis-
tribuye los elementos en las cubetas, sino también de lo bien que la estrategia de re-
dispersién evita colisiones adicionales cuando una cubeta ya esté llena. Por ejem-
plo, la estrategia lineal para resolver colisiones no es la mejor posible. Aunque el ana-
lisis de este hecho no se efectiia en este libro, es posible observar lo siguiente. Tan
pronto como se llenen unas cuantas cubetas consecutivas, cualquier clave que se dis-
persa a una de ellas serd enviada al final del grupo por la estrategia de redis-
persién, con lo cual el tamafio de ese grupo de cubetas consecutivas se incrementara.
De este modo, es probable encontrar sucesiones mas largas de cubetas consecutivas

t Silas cadenas pueden ser muy largas, esta suma tendria que hacerse para alguna constante ¢. Por ejem-
plo, ¢ valdria uno més que el mayor entero que se pudiera obtener de un solo blogue.



132 OPERACIONES BASICAS CON CONJUNTOS

llenas que si los elementos llenaran las cubetas al azar. Més aiin, las sucesiones de
bloques llenos causan largas secuencias de intentos antes de que un elemento en-
cuentre una cubeta vacia, de modo que tener grupos de cubetas llenas extraordina-
riamente grandes hace mds lentas la insercién y otras operaciories.

Podria desearse saber cudntos intentos (o sondeos) se necesitan en promedio para
insertar un elemento cuando N de las B cubetas estdn llenas, al suponer que todas
las posibles combinaciones de N de las B cubetas tienen la misma probabilidad de
estar llenas. Por lo general se presume, aunque no se demuestre, que ninguna estra-
tegia de dispersién cerrada puede tener un rendimiento temporal medio mejor
que ésa para operaciones con diccionarios. Se derivard entonces una férmula para
el costo de insercidn cuando las localidades alternas empleadas por la estrategia de
redispersién se elijan al azar. Por ultimo, se considerardn algunas estrategias de
redispersién, que se aproximan a ese comportamiento aleatorio.

La probabilidad de una colisién en el sondeo inicial es N/B. Suponiendo una
colision, la primera redispersién intentard con una de B - 1 cubetas, de las cua-
les N-1 estardn llenas, de manera que la probabilidad de al menos dos coli-

NN -1)

siones es 3 De modo similar, la probabilidad de al menos i/ colisiones es

NN =1) = (N = i +1)
B(B-1)~(B-i+1)

(4.3)

Si By N son grandes, esta probabilidad se aproxima a (N/B)". El nimero promedio
de sondeos es uno (para insercién exitosa) mas la suma con todos los i = 1 de la pro-

babilidad de al menos i colisiones, esto es, alrededor de 1 + ‘_Zl (N/BY, o
B-LN .Se puede demostrar que el valor exacto de la sumatoria, cuando la férmula
(4.3) se usa para (N/B), es Ef_LLF’ de manera que la aproximacidn obtenida
es buena, excepto cuando N se acerca bastante a B.

Obsérvese que crece en una forma muy lenta conforme N comien-

B+1-N
za a crecer de 0 a B - 1, que es el mayor valor de N para el cual es posible otra in-
sercion. Por ejemplo, si N es 1a mitad de B, se necesitan alrededor de dos sondeos
para la siguiente insercién. El costo de insercién promedio por cubeta para llenar M

1 & B+l : 1 (% B
de las B cubetas es — Z ————, que Se aproxima a — dx, 0
M £ B+1-N M‘  B-x
5 log, ( ). Llenar por completo la tabla (M = B) requiere un promedio de
M B-M+1

log.B sondeos por cubeta o Blog B sondeos en total. Sin embargo, llenar la tabla al
90% de su capacidad (M = 0.9 B) s6lo requiere B((10/9)log,10) o unos 2.56 8 sondeos.
El costo medio de la prueba de pertenencia para un elemento no existente es idén-
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tico al de insertar el siguiente elemento, pero el costo de la prueba de pertenencia
para un elemento que estd en el conjunto, es el costo promedio de todas las inser-
ciones realizadas hasta el momento, el cual es menor en gran medida si la tabla estd
bastante llena. Las supresiones tienen el mismo costo medio que las pruebas de per-
tenencia, pero, a diferencia de la dispersidn abierta, las supresiones de una tabla
de dispersién cerrada no ayudan a acelerar las inserciones o pruebas de perte-
nencia posteriores. Se debe subrayar que si no se permite que las tablas de dis-
persion cerradas se llenen en mds de una fraccién fija, menor que uno, de su capaci-
dad total, el costo medio de las operaciones es una constante; esa constante crece con-
forme lo hace la fraccion de la capacidad que se permite usar. En la figura 4.15 se
puede ver una grafica del costo de las inserciones, supresiones y pruebas de perte-
nencia como una funcién del porcentaje de la tabla que estd lleno cuando se realiza
la operacidn.

1
40 T

costo de
insercién
o busqueda
no exitosa

2
=)
I

- (l/a) log (1-0) =
costo de supresién
o biisqueda exitosa

Numero promedio de sondeos
k>
o

l 1 | 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a = N/B = fraccién ocupada de la tabla

1.0

Fig. 4.15. Costo medio de operacién,

Estrategias «aleatorias+ de resolucion de colisiones

Se ha observado que la estrategia de redispersion lineal tiende a agrupar las cu-
betas llenas en bloques grandes consecutivos. Tal vez se pueda lograr un comporta-
miento mds «aleatorio» si se hacen los sondeos a intervalos constantes mayores que
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uno. Esto es, sea A{(x) = (A(x) + ci) mod B para algin ¢ > 1. Por ejemplo, si B=8,
¢=13y h(x) = 4, se sondear{an las cubetas 4, 7, 2, 5, 0, 3, 6 y 1, en ese orden. Por
supuesto, si ¢ y B tienen un factor comiin mayor que uno, esta estrategia no permite
siquiera buscar en todas las cubetas; como ejemplo, pruébese con B =8 y ¢ = 2. Pero
todavia mds significativo es el hecho de que, aun si c y B son primos relativos (no
tienen factores comunes), se tiene el mismo problema de «amontonamiento» que
con la dispersién lineal, aunque aqui tienden a aparecer las secuencias de cube-
tas llenas, separadas por una distancia c. Este fendmeno hace més lentas las opera-
ciones, como en la dispersion lineal, puesto que un intento de insercién en una cu-
beta llena originard un desplazamiento en una cadena de cubetas llenas separadas
por la distancia ¢, y la longitud de esa cadena se incrementara en uno.

En realidad, cualquier estrategia de redispersién en la que el blanco de un son-
deo sélo dependa del blanco del sondeo anterior (en lugar de depender del mimero
de sondeos no exitosos ya realizados, la cubeta original h(n), o el valor x de la clave
misma) exhibird la propiedad de amontonamiento de la dispersién lineal. Quizd
la estrategia mds simple en la que no se presenta este problema sea hacer que A{x) =
= (h(x) + d,) mod B, donde d,, d,, ..., d5_,, €s una permutacién «aleatoria» de los en-
teros 1, 2, ..., B — 1. Desde luego, en todas las inserciones, supresiones y pruebas de
pertenencia se usa la misma sucesion d, ..., d5_ ,; l1a disposicién «aleatoria» de los
enteros se decide una sola vez, al diseiiar el algoritmo de redispersién.

La generacién de niimeros «aleatorios» es un asunto complejo, pero por fortuna
muchos métodos comunes producen una sucesién de ellos que van de 1 a cierto li-
mite. Estos generadores de nimeros aleatorios, cuando se reajustan sus valores ini-
ciales para cada operacién con la tabla de dispersién, sirven para generar la su-
cesién deseada d, ..., dp ;.

Un enfoque efectivo utiliza «sucesiones de registros de desplazamiento», Sea B una
potencia de 2, y k una constante entre 1 y B - 1. Empiezan con algin nimero d, en
el intervalo de 1 a B - 1, generan los niimeros siguientes de la sucesién tomando el
valor anterior, lo doblan vy, si el resultado es mayor que B, le sustraen B y toman la
suma mddulo 2 bit a bit del resultado y la constante seleccionada k. La suma médu-
lo 2 bit a bit de x e y, que se escribe x @ v, se calcula escribiendo x e y en binario,
con ceros a la izquierda si hace falta, para que ambos sean de la misma longitud, y
formando los nimeros cuya representacion binaria tenga un 1 en las posiciones en
que x 0 ¥, pero no ambos, también lo tengan.

Ejemplo 4.7. 25 (@) 13 se calcula tomando

25 = 11001
13 = 01101

25@13 = 10100

Obsérvese que esta «suma» se puede considerar como una suma binaria ordinaria
en la que se ignora el residuo. O

No todo valor de k produce una permutacién de 1, 2, ..., B - 1; algunas veces,
un numero se repite antes de generarlos todos. Sin embargo, para una B dada, existe
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una probabilidad pequeiia, pero finita, de que algin valor particular de k funcione,
y sélo hace falta encontrar una k para cada B.

Ejemplo 4.8. Sea B =8. Si se toma k = 3, serd fcil generar todos los enteros del
1 al 7. Por ejemplo, si se comienza con 4, = 5, se calcula luego 4, doblando primero
d, para obtener 10, Como 10 > 8, se resta 8 para obtener 2 y luego se calcula
dy=2@3 = 1. Obsérvese que x(®3 se puede calcular al tomar el complemento de
los dos iiltimos bits de x.

Es bueno observar las representaciones binarias en 3 bits de 4|, d,, ..., d; que se
muestran en la figura 4.16, junto con su método de cdlculo. Obsérvese que la mul-
tiplicacién por 2, en binario corresponde a un desplazamiento hacia la izquierda.
De ahi se obtiene una indicacién acerca del origen del término «sucesién de regis-
tros de desplazamienton.

Se deber verificar que también se genera una permutacién de 1, 2, ..., 7 si se
elige k = 5, pero que otros valores de k fracasan. O

d = 101=5
desplazamiento 1010
supresién del primer 1 010
@3 d,=001=1
desplazamiento d,=010=2
desplazamiento d,=100=4
desplazamiento 1000
supresion del primer 1 000
®3 d,=011=3
desplazamiento d,=110=6
desplazamiento 1100
supresion del primer 1 100
o3 d,=111=1

Fig. 4.16. Calculo de una sucesion de registros de desplazamiento.

Reestructuracion de tablas de dispersién

Si se usa una tabla de dispersion abierta, el tiempo medio de las operaciones cre-
ce con N/B, cantidad que crece con rapidez conforme el mimero de elementos ex-
cede el nimero de cubetas. De manera similar, para una tabla de dispersién
cerrada, como se vio en la figura 4.15, la eficiencia disminuye a medida que N se
acerca a B, y no es posible que N exceda a B.

Para mantener el tiempo constante por operacién, que en teoria es posible con
las tablas de dispersién, se sugiere que si N crece demasiado, por ejemplo
N = 0.9 B para una tabla cerrada o N = 2 B para una abierta, sencillamente se pro-
duzca una nueva tabla de dispersién con el doble de cubetas. La insercién de los
elementos actuales del conjunto en la nueva tabla llevard, en promedio, menos tiem-
po que el requerido para insertarlas en la tabla mds pequefia, y ese costo se compen-
sa cuando se realizan operaciones de diccionario posteriores.
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4.9 Realizacion del TDA CORRESPONDENCIA

Recuérdese el anélisis del TDA CORRESPONDENCIA del capitulo 2, en el cual se
defini6 una correspondencia como una funcién de los elementos de un dominio a
los elementos de un contradominio. Las operaciones de este TDA son:

I. ANULA(A) inicializa la correspondencia A, dejando cada elemento del dominio
sin valor asignado en el contradominio.

2. ASIGNA(4, d, r) define A(d) como r.

3. CALCULA(4, d, r,) devuelve verdadero y hace que r tome el valor A(d) si A(d)
estd definido; en caso contrario, devuelve falso.

Las tablas de dispersién son una forma efectiva de obtener correspondencias.
Las operaciones ASIGNA y CALCULA se realizan de la misma manera que las ope-
raciones INSERTA y MIEMBRO para un diccionario. Considérese primero una ta-
bla de dispersién abierta. Se supone que la funcién de dispersién h(d) asocia
elementos del dominio con nimeros de cubeta. Mientras que para el diccionario las
cubetas consistian en listas enlazadas de elementos, para la correspondencia se ne-
cesita una lista de elementos del dominio pareados con sus correspondientes valores
del contradominio. Para esto, la definicién de celda de la figura 4.12 se reemplaza por

type
tipo_celda = record
elemento_dominio: tipo—dominio;
contradominio: tipo_contradominio;
sig: ttipo_celda
end

donde tipo_dominio y tipo_contradominio son cualesquiera tipos que tengan los ele-
mentos del dominio y contradominio de la correspondencia. La declaracién de
CORRESPONDENCIA queda como

type
CORRESPONDENCIA = array[0..B - 1] of ttipo_celda

Este arreglo es el arreglo de cubetas para una tabla de dispersién. El procedimien-
to ASIGNA estd escrito en la figura 4.17. Los cédigos de ANULA y CALCULA se
dejan como ejercicio.

De manera parecida, es posible usar una tabla de dispersién cerrada como una
correspondencia. Se definen las celdas como campos de elementos del dominio y de
clementos del contradominio, y se declara una CORRESPONDENCIA como un
arreglo de celdas. Como ocurre con las tablas de dispersion abiertas, se hace que la
funcién de dispersién se aplique a los elementos del dominio, no a los del contra-
dominio. Se deja como ejercicio la realizacién de las operaciones de correspondencia
usando una tabla de dispersién cerrada.
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4.10 colas de prioridad

La cola de prioridad es un TDA basado en el modelo de conjunto con las operacio-
nes INSERTA y SUPRIME_MIN, asi como con ANULA para asignar valores ini-
ciales a la estructura de datos. Con el fin de definir la nueva operacién SUPRI-
ME_MIN, primero se supone que los elementos del conjunto tienen una funcién
«prioridad» definida sobre ellos; para cada elemento a, pla), la prioridad de a es un
nimero real o, en términos mds generales, un miembro de algin conjunto lineal-
mente ordenado. La operacién INSERTA tiene el significado habitual, mientras que
SUPRIME_MIN es una funcién que devuelve un elemento de mds baja prioridad
¥, como efecto colateral, lo suprime del conjunto. Asi, como su nombre indica, SU-
PRIME_MIN es una combinacién de las operaciones SUPRIME y MIN estudiadas
antes en este capitulo.

procedure ASIGNA ( var A: CORRESPONDENCIA; a: tipo—dominio;
r: tipo_contradominio );
var
cubeta: integer;
actual: t tipo_celda;
begin
cubeta = h(d),
actual = A[cubeta];
while actual < > nil do
if actual 1. elemento_dominio = d then begin
actual 1. contradominio = r; { reemplaza el valor anterior
ded|
return
end
else
actual = actual 1. sig;
{ en este punto, d no se encontré en la lista |
actual := A[cubeta);, { usa actual para almacenar la primera celda |
new(A[cubetal);
Alcubeta) 1. elemento_dominio = d.
Alcubetal {. contradominio = r,
Alcubeta] 1. sig = actual
end; | ASIGNA |

Fig. 4.17. El procedimiento ASIGNA para una tabla de dispersién abierta.

Ejemplo 4.9. El término «cola de prioridad» proviene de la siguiente forma de usar
este TDA. La palabra «cola» sugiere la espera de cierto servicio por ciertas personas
u objetos, y la palabra «prioridad» sugiere que ese servicio no se proporciona por
medio de la disciplina «primero en llegar, primero en ser atendidow, que es la base
del TDA COLA, sino que cada persona tiene una prioridad basada en la urgencia
de su necesidad. Un ejemplo es la sala de espera de un hospital, donde los pacientes
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con problemas potencialmente mortales serdn atendidos antes que los demds, sin im-
portar el tiempo de espera.

Como ejemplo més corriente del uso de las colas de prioridad, un sistema de c6m-
puto de tiempo compartido necesita mantener un conjunto de procesos que esperan
servicio. En general, los disefiadores de estos sistemas desean hacer que los procesos
cortos parezcan instantdneos (en la prictica, una respuesta en uno o dos segundos
parece instantdnea), de modo que a estos procesos se les da prioridad sobre los que
ya tienen un consumo sustancial de tiempo. Un proceso que requiera varios segun-
dos de tiempo de cémputo no puede ser instantdneo, por lo que es razonable la es-
trategia de diferir estos procesos hasta que todos los que tienen posibilidades de pa-
recer instantaneos hayan sido atendidos. Sin embargo, si no se tiene cuidado, los pro-
cesos que ya hayan tomado un tiempo mucho mayor que el promedio, quizd no vuel-
van a obtener una porcién de tiempo y queden esperando para siempre.

Una posible manera de favorecer los procesos cortos sin bloquear los largos, con-
siste en dar a un proceso P la prioridad 100f.,,,(P) = tini{P). El pardmetro f,,, es el
tiempo consumido hasta el momento por el proceso, Y ;. €s ¢l momento en que se
inicié el proceso, medido a partir de cierto «instante cero». Obsérvese que, en ge-
neral, las prioridades serdn enteros negativos grandes, a menos que se elija medir
Lnic @ Dartir de un instante en el futuro. Obsérvese también que 100 en la férmula
anterior es un «niimero magico»; se selecciona de forma que sea algo mayor que el
mayor niimero de procesos que puedan estar activos a la vez. Asi, si siempre se es-
coge el proceso con el niimero de prioridad méds bajo y no hay demasiados procesos
cortos, a la larga, un proceso que no termine rdpido recibird el 1% del tiempo de pro-
cesador. Si esto es mucho o muy poco, otra constante puede reemplazar el 100 de
la férmula de la prioridad.

Los procesos se representan mediante registros con un identificador de proceso
y un nimero de prioridad. Esto es, se define

type
tipo_proceso = record
id: integer;
prioridad: integer
end;

La prioridad de un proceso es el valor del campo de prioridad, que se ha definido
como un entero. La funcién de prioridad se puede definir como sigue:

function p (a: tipo—proceso): integer;
begin
return (a.prioridad)
end;

Para seleccionar el proceso que reciba una porcién de tiempo, el sistema man-
tiene una cola de prioridad ESPERA con elementos de tipo tipo_proceso, y emplea
dos procedimientos, inicial y selecciona, para manejar la cola de prioridad mediante
las operaciones INSERTA y SUPRIME_MIN. Siempre que un proceso comienza,
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se llama al procedimiento inicial, el cual coloca un registro para ese proceso en ES-
PERA. El procedimiento selecciona es llamado cuando el sistema dispone de una
porcién de tiempo asignable a algiin proceso. El registro del proceso que resulte se-
leccionado se elimina de ESPERA, pero selecciona lo retiene para reingresarlo en la
cola con una nueva prioridad, que es la anterior incrementada en 100 veces la can-
tidad de tiempo utilizada.

Se emplea la funcién tiempo_actual, que devuelve el tiempo actual en cuales-
quiera unidades que el sistema use, como microsegundos, y el procedimiento ejecu-
ta (P) que hace que el proceso con identificador P se ejecute durante una porcién
de tiempo. La figura 4.18 muestra los procedimientos inicial y selecciona. N

procedure inicial ( P: integer );
{ inicial coloca un proceso con identificador P en la cola |
var
proceso: tipo_proceso;
begin
proceso.id := P,
proceso.prioridad = -tiempo_actual,
INSERTA (proceso, ESPERA)
end; { inicial }

procedure selecciona;
| selecciona asigna una porcién de tiempo al proceso de mayor prioridad |
yar
tiempo_inicio, tiempo_fin: integer;
proceso: lipo_proceso;
begin
proceso = ¥ SUPRIME_MIN(ESPERA)
| SUPRIME_MIN devuelve un apuntador al elemento eliminado |
tiempo_inicio := tiempo_actual,
ejecuta(proceso.id),
tiempo_fin := tiempo_actual,
proceso.prioridad = proceso. prioridad + 100* (tiempo_fin -
tiempo_inicio),
{ ajusta la prioridad para incorporar la cantidad de tiempo usado |
INSERTA (proceso, ESPERA)
{ devuelve el proceso seleccionado a la cola con la nueva prioridad |
end; { selecciona |

Fig. 4.18. Asignacion de tiempo a procesos.

4.11 Realizaciones de colas de prioridad

Con excepcién de la tabla de dispersi6n, todas las realizaciones estudiadas hasta
el momento para los conjuntos son también apropiadas para las colas de prioridad.
La razén de que la tabla de dispersidn no sea adecuada, es que no proporciona
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un medio conveniente de encontrar el menor elemento, por lo que la dispersién
sélo agrega complicaciones y no mejora el rendimiento respecto a una lista enlaza-
da, por ejemplo.

En caso de manejarse una lista enlazada, se tienen las opciones de clasificarla
o dejarla sin clasificar. Si la lista se clasifica, es ficil encontrar un minimo; basta to-
mar su primer elemento. En cambio, la insercién requiere revisar en promedio la mi-
tad de la lista para mantenerla clasificada. Por otro lado, es posible dejar la lista sin
clasificar, lo que facilita la insercién y dificulta la seleccién del minimo.

Ejemplo 4.10. Se obtendrda SUPRIME_MIN para una lista no clasificada de elemen-
tos del tipo tipo—proceso, que se definié en el ejemplo 4.9. El encabezado de la lista
es una celda vacfa; las aplicaciones de INSERTA y ANULA son directas, y la apli-
cacidén por medio de listas clasificadas se deja como ejercicio. La figura 4.19 pro-
porciona la declaracién de las celdas, para el tipo COLA_PRIORIDAD, y para el
procedimiento SUPRIME_MIN. O

Realizacion de colas de prioridad
mediante arboles parciaimente ordenados

Tanto si se desee emplear listas clasificadas como no clasificadas para representar
colas de prioridad, se debe gastar un tiempo proporcional a # para realizar INSER-
TA o SUPRIME_MIN en conjuntos de tamafio n. Existe otra realizacion en la que
ambas operaciones requieren O(logn) pasos, una mejora sustancial para valores gran-
des de n (como n = 100). La idea bésica consiste en organizar los elementos de la
cola de prioridad en un drbol binario que esté lo mas balanceado posible; hay un
ejemplo en la figura 4.20. En el nivel mds bajo, en el cual pueden faltar algunas ho-
jas, se exige que las hojas que falten estén a la derecha de las que se encuentran en
el nivel mds bajo.

Més importante aiin, el drbol es parcialmente ordenado, es decir, la prioridad del
nodo v no es mayor que la de los hijos de v, donde la prioridad de un nodo es el
nimero de prioridad del elemento almacenado en ese nodo. Obsérvese en la figu-
ra 4.20 que los nodos con niimero de prioridad pequefio no necesitan estar a niveles
mds altos que los de mimero de prioridad més grande. Por ejemplo, el nivel tres tie-
ne 6 y 8, que son niimeros de prioridad menores que el 9, que aparece en el nivel
dos. En cambio, el padre de 6 y 8 tiene prioridad 5, la cual es, y debe ser, al menos
tan pequeiia como las prioridades de sus hijos.

Para ejecutar SUPRIME_MIN, se devuelve el elemento de menor prioridad, que,
como se puede ver con facilidad, debe estar en la rafz. Sin embargo, si lo tinico que
se hace es eliminar la raiz, lo que queda ya no es un 4rbol. Para que se mantenga la
propiedad de 4rbol parcialmente ordenado, lo més balanceado y con hojas tan a la
izquierda posible, se toma la hoja de mds a la derecha del nivel mds bajo y se coloca
de modo provisional en la raiz. La figura 4.21(a) muestra este cambio a partir de la
figura 4.20. Después, este elemento se coloca en el drbol lo mds abajo posible, in-
tercambidndolo con el hijo que tenga la prioridad mds baja, hasta que el elemento
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esté en una hoja o en una posicién cuya prioridad no sea mayor que la de cualquiera
de sus hijos.

En la figura 4.21(a) se debe intercambiar la raiz con su hijo de menor prioridad,
el cual tiene prioridad 5. El resultado de este intercambio se muestra en la figura
4.21(b). El elemento que se estd desplazando hacia abajo es todavia mayor que sus
hijos, los cuales tienen prioridades 6 y 8. Al intercambiarlo con el menor de los dos,
6, se logra el drbol de la figura 4.21(c). Este 4rbol tiene ya la propiedad de ser par-
cialmente ordenado. )

En esta filtracién, si un nodo v tiene un elemento con prioridad a y sus hijos tie-
nen prioridades b y ¢, y si al menos b o ¢ son menores que a4, ¢l intercambio de a
con el menor de b y c logra que v tenga un elemento cuya prioridad sea menor que
la de cualquiera de sus hijos. Para demostrar esto, sup6ngase que b < c. Después
del intercambio, el nodo v adquiere la prioridad &, y sus hijos, las prioridades a y c.
Se supuso que b =< ¢y se dijo que a es mayor que b o c. Por tanto, es seguro que se
cumplird que b < a. Asi, el proceso de insercién esbozado con anterioridad filtrard
un elemento hacia abajo en el 4rbol hasta que no haya maés violaciones de la pro-
piedad de orden parcial.

type
tipo_celda = record
elemento: tipo_proceso;
siguiente: 1 tipo_celda
end;

COLA_CON_PRIORIDAD = { tipo_celda;
{1a celda apuntada es un encabezado de lista }

function SUPRIME_MIN ( var 4: COLA_CON_PRIORIDAD ): t tipo_celda;
var
actual: 1 tipo_celda; { celda anterior a la “examinada” |
menor_prioridad: integer; { prioridad m4s baja encontrada |
preganador. 1 tipo_celda; | celda anterior a la del elemento con menor
prioridad |
begin
if A t.siguiente = nil then
error (‘no puede encontrar el menor de una lista vacia’)
else begin
menor_prioridad = p(A }.siguientet.elemento);
{ p devuelve la prioridad del primer elemento. Obsérvese que
A apunta a una celda de encabezado que no contiene un
elemento }
preganador := A;
actual = At siguiente,
while actualt.siguiente <> nil do begin
{ compara las prioridades del ganador actual con las del elemento
siguiente }
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if p(actualt.siguientet.elemento) < menor_prioridad then begin
preganador := actual,
menor_prioridad := p(actualt siguientet .elemento)
end;
actual = actualt.siguiente
end;
SUPRIME_MIN := preganadort .siguiente,
{ devuelve el apuntador al ganador }
preganador? .siguiente = preganador! .siguiente! .siguiente
{ elimina el ganador de la lista |
end
end; { SUPRIME_MIN }

Fig. 4.19. Realizacion de una cola de prioridad mediante listas enlazadas.

Obsérvese también que SUPRIME_MIN consume un tiempo O(logn), aplicado
a un conjunto de n elementos. Esto ocurre porque ningin camino del drbol tiene
mads de 1 + logn nodos y el proceso de forzar el descenso de un elemento en el 4rbol
consume un tiempo constante por nodo. Obsérvese que para cualquier constante c,
la cantidad (1 + logn) es, a lo sumo, igual a 2¢ logn para n = 2. Por consiguiente,

T "
AN

10 18 9
Fig. 4.20. Un drbol parcialmente ordenado.

Ahora se considerard cémo deberia trabajar INSERTA. En primer lugar, se co-
loca el nuevo elemento lo més a la izquierda posible en el nivel mds bajo, iniciando
un nuevo nivel si el més bajo actual se encuentra lleno en su totalidad. La figura
4.22(a) muestra el resultado de colocar un elemento con prioridad 4 en el 4rbol de
la figura 4.20. Si el nuevo elemento tiene una prioridad mas baja que la de su padre,
se intercambia con él. El nuevo elemento queda entonces en una posicién de menor
prioridad que cualquiera de sus hijos, pero puede ser también que tenga menor prio-
ridad que su padre, en cuyo caso se debe intercambjar con €l y repetir el proceso has-
ta que el nuevo elemento llegue hasta la raiz o alcance una posicién en la que tenga
mayor prioridad que su padre. La figura 4.22(b) y (c) muestra el ascenso de 4 en
este proceso.
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Se podria demostrar que los pasos anteriores dan como resultado un 4rbol par-

cialmentie ordenado. No se intentard una demostracién rigurosa de este hecho, pero
si se observard que un elemento con prioridad a puede llegar a ser el padre de un
elemento con prioridad b de tres maneras. (En el razonamiento siguiente se identi-
ficard un elemento con su prioridad.)

a es el nuevo elemento y asciende en el d4rbol reemplazando al padre anterior
de b. Sea c la prioridad del padre anterior de b. Entonces, a < ¢, de otro modo,
el intercambio no habria tenido lugar. Pero ¢ < b, puesto que el drbol original
estaba parcialmente ordenado. Por tanto, a < b. Tomese como ejemplo la figu-
ra 4.22(c), donde 4 se convierte en el padre de 6 después de reemplazar a un pa-
dre de mayor prioridad, 5.

a fue desplazado hacia abajo en el 4rbol debido a un intercambio con el nuevo
elemento. En este caso, a tiene que haber sido un antecesor de b en el drbol par-
cialmente ordenado original. Por tanto, a < b. Por ejemplo, en la figura 4.22(c),
5 se convierte en ¢l padre de los elementos con prioridad 8 y 9. Originalmente,
5 era el padre del primero y el «abuelo» del segundo.

b seria el nuevo elemento y asciende hasta ser un hijo de a. Si ocurriera que
a > b, entonces a y b se intercambiarian en el siguiente paso, con lo que se eli-
minarfa la violacién de la propiedad parcialmente ordenada.

/\
/\ /\
AT N
@ /\ /\
A /\
o AN

10 18
()

Fig. 4.21. Descenso de un elemento en un arbol.
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Fig. 4.22. Inserci6n de un elemento.

El tiempo necesario para efectuar una insercién es proporcional a la distancia
que el elemento asciende en el drbol. Como en el caso de SUPRIME_MIN, se ob-
serva que esta distancia tal vez no sea mayor que 1 + logn, de modo que tanto IN-
SERTA como SUPRIME MIN dan O (logn) pasos.

Realizacién por arreglos de los arboles parciaimente ordenados

El hecho de que los drboles que se han estado considerando sean binarios, 1o m4s
balanceados posible, y tengan sus hojas del nivel més bajo lo més a la izquierda po-
sible, permitird utilizar para ellos una representacién poco usual, conocida como
monticulo (heap). De haber n nodos, se usan las n primeras posiciones de un arre-
glo A. A[1] contiene la raiz. El hijo izquierdo del nodo A[d], si existe, est4 en A[21),
y el hijo derecho, si existe, en A[2i + 1]. Una manera equivalente de expresar esto
es decir que el padre de A[/] es A[i div 2], para i > 1. Otra observacién, también equi-
valente, es que los nodos del drbol llenan A[1], A[2], ..., A[n] nivel a nivel, desde arri-
ba, y de izquierda a derecha dentro de cada nivel. Por ejemplo, la figura 4.20 corres-
ponde a un arreglo que contiene los elementos 3, 5, 9, 6, 8, 9, 10, 10, 18, 9.

Se puede declarar una cola de prioridad con elementos de cierto tipo, como ti-
po_proceso del ejemplo 4.9, como un arreglo de tipos tipo_proceso y un entero il que
indica cudl es el ultimo elemento de un arreglo que en un momento dado estd en
uso. Si se supone que fam_mdx es el tamaiio deseado para los arreglos de colas de
prioridad, se puede declarar:

type
COLA_DE_PRIORIDAD = record
contenido: array(1..tam_mdx] of tipo_proceso:
ult: integer
end;

La realizacién de las operaciones con colas de prioridad se puede ver en la figu-
ra4.23.
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procedure ANULA ( var 4: COLA_DE_PRIORIDAD )
begin
Ault =0
end; { ANULA }

procedure INSERTA ( x: tipo_proceso; var 4: COLA_DE_PRIORIDAD %
var
i: integer;
temp: tipo_proceso;
begin
if A.ilt >= long_mdx then
error(‘la cola de prioridad estd llena’)
else begin
Ailt = Al + 1;
A.contenido[A.ult] := x;
i = A.ult; | i es el indice de la posicién actual de x } %
while (i > 1) and (p(4.contenidoli]) < p(A.contenido[i div 2])) do
begin { sube x en el 4rbol y lo intercambia con su padre
de mayor prioridad. Recuérdese que p calcula
la prioridad de un elemento de tipo_proceso |
temp := A.contenidoli];
A.contenidoli):= A.contenido(i div 2J;
A.contenidoli div 2] := temp;
i=jidiv2
end
end
end; { INSERTA |
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function SUPRIME_MIN ( var 4: COLA_DE_PRIORIDAD ) : 1 tipo_proceso;

var
i, J: integer,
temp: tipo_proceso;
minimo: 1 tipo_proceso;

if A.ult = 0 then

error(‘la cola de prioridad estd vacfa')
else begin

new{minimo),

minimot := A.contenido[1);

{ debe devolverse un apuntador a una copia de la raiz de 4 |

A.contenido[1] := A.contenido[A.ilt);
Ailt = Al - 1;
{ mueve el dltimo elemento, hacia el principio |
i:=1;{ies la posicién actual del que antes era
el dltimo elemento |
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while i < = A.iilt div 2 do begin
{ lleva hacia abajo el anterior dltimo elemento
en el 4rbol |
if (p(A.contenido[2#i]) < p(A.contenido[2#i + 1]))
or (2#i = A.ulf) then
Ji=2m
else
J=2%i+1;
{ j ser4 el hijo de i que tiene la menor prioridad o bien,
si 2+i = A.uilt, j serd el unico hijo de i }
if p{A.contenidoli]) > p{A.contenido[j]) then begin
{ intercambia el anterior tltimo elemento con el hijo
de menor prioridad |
temp = A.contenido[i];
A.contenido[i] = A.contenidolj];
A.contenido |j] := temp;
P=j
end
else
return (minimo) { no puede meterlo mis |
end;
return (minimo) { se metié hasta llegar a una hoja J
end
end; { SUPRIME_MIN }

Fig. 4.23. Realizacion de colas de prioridad mediante arreglos.

4.12 Algunas estructuras complejas de conjuntos

En esta seccién se considerardn dos usos mds complejos de los conjuntos para re-
presentar datos. El primer problema seré el de representar asociaciones de muchos
a muchos, como las que pueden presentarse en un sistema de bases de datos. Un se-
gundo caso de estudio mostrard cémo un par de estructuras de datos que represen-
tan el mismo objeto (una correspondencia en el ejemplo que se analizard), pueden

dar una representacién mds eficiente que cualquiera de ellas por separado.

Asociaciones de muchos a muchos y la estructura de listas maitiples

Un ejemplo de asociacién de muchos a muchos entre estudiantes y cursos est4 re-
presentada en la figura 4.24. Esta asociacién se llama «de muchos a muchos» por-
que puede haber muchos estudiantes que tomen un curso y cada estudiante puede

tomar muchos cursos.
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CS101  CS202  CS303

Alan X

Alejandro X X

Alicia X

Amanda X

Andrés X X

Angélica X X
Inscripcion

Fig. 4.24. Ejemplo de relacion entre estudiantes y cursos.

De vez en cuando, el responsable de los cursos puede desear insertar o eliminar
estudiantes de los cursos, determinar cudles estudiantes estdén tomando un curso
dado, o saber qué cursos estd tomando un estudiante dado. La estructura de datos
mds simple con la que es posible responder estas preguntas es obvia; basta usar el
arreglo bidimensional sugerido por la figura 4.24, donde el valor 1 (o verdadero)
reemplaza las X y el valor 0 (o falso) reemplaza los espacios.

Por ejemplo, para insertar un estudiante en un curso se necesita una correspon-
dencia, CE, tal vez aplicada mediante una tabla de dispersion, que traduzca nom-
bres de estudiante a indices del arreglo y otra, CC, que traduzca nombres de curso a
indices del arreglo. Entonces, para insertar al estudiante ¢ en el curso ¢, simplemente
se asigna

Inscripcion[CE(e), CC(c)] = 1.

Las supresiones se realizan haciendo que este elemento tome el valor 0. Para hallar
los cursos que toma un estudiante de nombre ¢, se recorre la fila CE(e) y, de mane-
ra similar, se recorre la columna CC(c) para hallar los estudiantes que estdn en el
curso .

¢ Por qué seria deseable buscar una estructura de datos més apropiada? Considé-
rese una universidad grande con, tal vez, 1000 cursos y 20 000 estudiantes, que to-
man en promedio tres cursos cada uno. El arreglo sugerido por la figura 4.24 tendria
20 000 000 de elementos, de los cuales 60 000, o el 0.3 %, tendrian el valor 1 t. Un
arreglo asi, que recibe el nombre de dispersa, para indicar que casi todos sus elementos
valen cero, se puede representar en mucho menos espacio con sélo listar las entra-
das que no son nulas. Més aiin, se puede gastar mucho tiempo revisando una co-
lumna de 20 000 entradas en busca de, en promedio, 60 que no son nulos y las re-
visiones de filas pueden llevar también mucho tiempo.

Una forma de mejorar esto, consiste en plantear el problema como si se tratara
del mantenimiento de una coleccién de conjuntos. Dos de esos conjuntos son E y
C, los conjuntos de todos los estudiantes y todos los cursos. Cada elemento de E es
en realidad un registro de un tipo como

1 Si ésta fuera una base de datos real, el arreglo se guardaria en almacenamiento secundario. Sin em-
bargo, esta estructura de datos malgastaria mucho espacio.
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type
tipo_estudiante = record
ident: integer;
nombre: array[1..30] of char;
end

y habrd que inventar un tipo de regisiro parecido para los cursos. Para obtener la es-
tructura pensada, se necesita un tercer conjunto, /, cuyos elementos representen las
inscripciones. Cada uno de los elementos de I representard una de las celdas del
arreglo de la figura 4.24 que contenga una X. Los elementos de I serian registros de
un tipo fijo. Hasta este punto no se sabe qué campos van en esos registros f, pero
pronto se sabréd de ellos. Por el momento, basta postular que hay un registro de ins-
cripcién por cada entrada marcada con X en la matriz y que los registros de inscrip-
cién son distinguibles unos de otros de alguna manera.

También se requieren conjuntos que representen respuestas a las preguntas cru-
ciales: dado un estudiante o un curso, jcudles son los cursos o estudiantes, segin el
caso, asociados? Seria interesante tener, para cada estudiante e, un conjunto C, de
todos los cursos que e estuviera tomando y, por otro lado, un conjunto E, de todos
los estudiantes que siguen el curso ¢. Tales conjuntos serian dificiles de obtener, por-
que no habria limite para el mimero de conjuntos en los que podria estar cualquier
elemento, lo cual daria lugar a complicados registros de estudiantes y cursos. En cam-
bio, si se podria hacer que E_ y C, fueran conjuntos de apuntadores, en vez de re-
gistros, pero existe un método que permite un ahorro significativo de espacio y ofre-
ce respuestas igual de rdpidas a las preguntas sobre estudiantes y cursos.

Sea cada conjunto C, el conjunto de registros de inscripcién correspondientes al
estudiante e y algin curso ¢. Es decir, si se considera una inscripcién como un par
(e, ¢), entonces

C, = (e ¢)| e estd tomando el curso c}.
De la misma manera, se puede definir
E.={(e c)| e est4 tomando el curso ¢l.

Obsérvese que la unica diferencia en el significado de las propiedades de estos dos
conjuntos es que, en el primer caso, ¢ es constante, y en el segundo lo es c. Por ejem-
plo, con base en la figura 4.24, Cyyyjpnaro = (Alejandro, CS101), (Alejandro, CS202)}
¥ Ecsyo1 = {(Alejandro, CS101), (Amanda, CS101), (Angélica, CS101)}.

Estructuras de listas multiples

En general, una estructura de listas miiltiples es cualquier coleccién de celdas, don-
de algunas contienen mds de un apuntador y pueden, por tanto, pertenécer a mas
de una lista a la vez. Para cada tipo de celda de una estructura de listas muiltiples,
es importante distinguir entre los campos apuntadores, de modo que se pueda se-

1 En la préctica, seria util colocar algunos campos, como calificaci y otros, en los registros de ins-
cripcién, pero el planteamiento original del problema no los requiere.
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guir una lista en particular sin que haya confusién con respecto a cudl de los dife-
rentes apuntadores de una celda en particular se debe seguir.

Para el caso en cuestién, es posible colocar un campo apuntador en cada registro
de estudiante y curso que apunte al primer registro de inscripcién en C, o E,, res-
pectivamente. Cada registro de inscripcidn necesita dos campos apuntadores: uno
que se llamar4 c_sig, para apuntar a la siguiente inscripcién en la lista que repre-
senta al conjunto C,, al cual pertenece el registro, y otro, e—sig, para apuntar al si-
guiente elemento del conjunto E, al que pertenece.

Resulta que un registro de inscripcién no indica en forma explicita el estudiante
ni el curso que representa. Esa informacidn estd implicita en las listas en las cuales
aparece el registro de inscripcién. Lldmese propietarios del registro de inscripcién a
los registros de estudiante y de curso que encabezan estas listas. Entonces, para po-
der decir qué cursos toma el estudiante e, es preciso examinar los registros de ins-
cripcién de C, y hallar para cada uno su registro de curso propietario. Esto podria
hacerse colocando un apuntador en cada registro de inscripcién para el registro de
curso propietario, y podria necesitarse también un apuntador para el registro de es-
tudiante propietario.

Si bien se pueden usar esos apuntadores con el objeto de responder a las pregun-
tas en el menor tiempo posible, existe la alternativa de lograr un ahorro considera-
ble de espacio 1, al costo de hacer mds lentos algunos célculos, si se eliminan los
apuntadores y se coloca al final de cada lista E. un apuntador al registro de curso
propietario, y al final de cada lista C,, un apuntador al registro de estudiante pro-
pietario. En esta forma, cada registro de estudiante y de curso serd parte de un ani-
llo que incluya todos los registros de inscripcién de los cuales es propietario. Estos
anillos estdn representados en la figura 4.25, para los datos de la figura 4.24. Obsér-
vese que los registros de inscripcién tienen como primer apuntador c_sig, y como
segundo, e_sig.

registros de

estudiantes | A2 Alej Alic an Andr Angé
registros de
inscripcién
registros de Y
DR U2 e [cs202 '] [cs303 A

Fig. 4.25. Representacion de la figura 4.24 con listas multiples.

1 Obsérvese que es probable que haya muchos mds regisiros de inscripcion que registros de estudian-
tes 0 cursos, de modo que reducir de tamafio los registros de inscripcidn permite disminuir la necesidad
total de espacio casi en la misma proporcién,
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Ejemplo 4.11. Para responder a una pregunta como «;qué estudiantes toman el cur-
so CS1017», se busca el registro de curso correspondiente a CS101. Cémo encontrar
este registro depende de la forma en que se mantiene el conjunto de cursos. Por ejem-
plo, podria haber una tabla de dispersién que tuviera todos esos registros, y para
obtener el registro deseado se aplicaria cierta funcién de dispersién a «CS101».

Luego se sigue el apuntador del registro de CS101 al primer registro de inscrip-
cion del anillo de CS101. Este es, en la figura, el segundo registro de inscripcién des-
de la izquierda. Después, hay que buscar al estudiante propietario de este registro
de inscripcion, lo cual se logra siguiendo los apuntadores c_sig (el primero en los re-
gistros de inscripcidn), hasta llegar a un registro de estudiantes t. En este caso, des-
pués del tercer registro de inscripcidn se llega al registro de estudiante para Alejan-
dro; ahora se sabe que Alejandro estd tomando el curso CS101.

A continuacién, se debe encontrar el siguiente estudiante CS101, y se hace si-
guiendo el apuntador e_sig (el segundo apuntador) del segundo registro de inscrip-
cién, el cual conduce al quinto registro de inscripcién. El apuntador c_sig de ese re-
gistro conduce directamente a su propietario, Amanda, de modo que ella esté en el
curso CS101. Por iltimo, se sigue el apuntador e_sig del quinto registro de inscrip-
cién hasta el octavo. El anillo de apuntadores c_sig de ese registro conduce al no-
veno registro de inscripcidn, y de ahi, al registro de estudiante de Angélica, de modo
que ella estd inscrita en CS101. El apuntador e_sig del octavo registro de inscrip-
cién conduce de vuelta a CS101, por tanto no hay més estudiantes inscritos en
CS101. o

La operacién del ejemplo 4.11 se puede expresar en términos abstractos como
sigue:

for cada registro de inscripcién en el conjunto para CS101 do begin
e := el estudiante propietario del registro de inscripcidn;
imprime (e)

end

Esta asignacion a e se puede expresar como

=
repeat
f=f. c_sig
until
fes un apuntador a un registro de estudiante;
e := campo nombre_estudiante del registro apuntado por f;

donde e es un apuntador al primer registro de inscripcién en el conjunto para CS101.
Para aplicar una estructura como la de la figura 4.25 en Pascal, se necesita un
solo tipo de registro, con variantes para cubrir los casos de registros de estudiantes,

t Se debe tener alguna forma de identificar los tipos de registro y se dard momentdneamente una ma-
nera de hacerlo.
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cursos e inscripciones. En Pascal esto tiene que ser asi, ya que los campos c_sig y
e_sig tienen la capacidad de apuntar a tipos de registro distintos. Sin embargo, esta
estructura resuelve uno de los problemas que quedan, pues ahora es ficil decir a qué
tipo de registro se llega conforme se recorre un anillo. La figura 4.26 muestra una
posible declaracion de los registros y un procedimiento que imprime los nombres de
los estudiantes inscritos en un curso en particular.

Estructuras de datos duales para mayor eficiencia

Con frecuencia, un problema aparentemente simple de representacién de un conjun-
to o correspondencia, conlleva un dificil problema de eleccién de estructuras de da-
tos. La eleccién de una estructura de datos para el conjunto simplifica ciertas ope-
raciones, pero hace que otras lleven demasiado tiempo, y, al parecer, no existe una
estructura de datos que haga mds sencillas todas las operaciones. En tales casos, la
solucién suele ser el uso simultdneo de dos o mds estructuras diferentes para el mis-
mo conjunto o correspondencia.

Supdngase que se desea mantener una «escala de tenistas» en la que cada juga-
dor esté situado en un solo «peldafion. Los jugadores nuevos se agregan en la base
de la escala, es decir, en el peldafio con la numeracién mads aita. Un jugador puede
retar a otro que esté en el peldafio inmediato superior, y si le gana, cambia de pel-
dafio con él. Se puede representar esta situacién mediante un tipo de datos abstrac-
to cuyo modelo fundamental sea una correspondencia de nombres (cadenas de ca-
racteres) con peldafios (los enteros 1, 2, ...).

Las tres operaciones a realizar son:

1. AGREGA(nombre) agrega a la persona nombrada al peldafio de numeracién mds
alta.

2. RETA(nombre) es una funcién que devuelve el nombre de la persona del pelda-
fio i — 1 si el jugador nombrado estd en el peldafio i, i > 1.

3. CAMBIA() intercambia los nombres de los jugadores que estén en los peldafios
fei-1,i>1.

type
tipo_e = array[1..20] of char;
tipo_c = array[1..5] of char;
clase_registro = ( estudiante, curso, inscripcion),
tipo_registro = record
case clase : clase_registro of
estudiante : (nombre_estudiante: tipo_e;
primer_curso: tipo_registro);
curso: (nombre_curso: tipo_c;
primer_estudiante. 1tipo_registro);
inscripcion: (c-sig, e-sig: ttipo_registro)
end;
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procedure imprime_estudiantes ( nombre_c: tipo_c );
var
¢, e, f ttipo_registro;
begin
¢:= apuntador al registro de curso con ct.nombre_curso = nom-
bre_c;
{ depende de la aplicacién del conjunto curso }
e = c {.primer_estudiante,
| e recorre el anillo de inscripciones apuntadas por ¢ |
while e t.clase = inscripcion do begin
f=¢
repeat
[=ftesig
until
[1.clase = estudiante,
{ ahora f apunta al estudiante a quien pertenece la inscripcién et |

writeln(f't.nombre_estudiante),
e:=et.e_sig
end
end

Fig. 4.26. Realizacién de una busqueda en una lista multiple.

Obsérvese que se ha elegido pasar a CAMBIA sélo el niimero de peldafio m4s alto,
mientras que las otras dos operaciones tienen un nombre como argumento.

Como alternativa, se podria considerar el uso de un arreglo ESCALA, en la que
ESCALA[i] sea el nombre de la persona del peldafio i. Si adem4s se lleva la cuenta
del nimero de jugadores, la adicién de un jugador al primer peldaiio desocupado se
puede hacer en un pequefio nimero constante de pasos.

CAMBIA también es ficil, puesto que sélo hay que intercambiar dos elementos
del arreglo, pero RETA(nombre) requiere examinar todo el arreglo en busca del
nombre, lo cual lleva un tiempo O(n), si n es el niimero de jugadores en la escala.

Por otra parte, se podria considerar el uso de una tabla de dispersién para
representar la correspondencia de nombres a peldafios. En el supuesto de que es po-
sible mantener el nimero de cubetas proporcional al nimero de jugadores, AGRE-
GA llevaria en promedio un tiempo O(1). A un reto le llevarfa un tiempo promedio
O(1) buscar el nombre dado, un tiempo O(n) encontrar el nombre que ocupa el pel-
dafio con el siguiente nimero m4s bajo, dado que para eso se necesitaria buscar en
toda la tabla de dispersién. El intercambio de jugadores requeriria un tiempo
O(n) para hallar los jugadores en los peldafios i e i - 1.

Supdngase, sin embargo, que se combinan las dos estructuras. Las celdas de la
tabla de dispersién contendrén pares compuestos de un nombre y un peldaiio,
mientras que el arreglo tendrd en ESCALA[i] un apuntador a la celda correspondien-
te al jugador que ocupe el peldafio i, como se sugiere en la figura 4.27.
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Fig. 4.27. Estructura combinada para alto rendimiento.

Ahora se puede agregar un nombre mediante una insercién en la tabla de dis-
persién en un tiempo O(1) en promedio, colocando también un apuntador a la
celda recién creada dentro del arreglo ESCALA en la posicién marcada por el cur-
sor sig_peldano de la figura 4.27. Para los retos, se busca ¢l nombre en la tabla de
dispersién en un tiempo (1) en promedio, obteniéndose el peldaiio i correspon-
diente al jugador dado y luego se sigue el apuntador en ESCALA[i — 1]ala celda del
jugador que se va a retar. La consulta de ESCALA[i - 1] lleva un tiempo constante
en el peor caso y la bisqueda en la tabla de dispersién demanda un tiempo (1)
en promedio, de modo que RETA es (1) en el caso promedio.

A CAMBIA() le lleva un tiempo O(1) hallar las celdas de los jugadores en los
peldaiios i e i — 1, intercambiar los nimeros de peldafio de esas celdas, e intercam-
biar en ESCALA los apuntadores a las dos celdas. Asf, CAMBIA requiere un tiempo
constante incluso en el peor caso.

Ejercicios

41 SiA=11,2, 3y B=1{3, 4, 5}, jcudles son los resultados de

a) UNION(4, B, O)

b) INTERSECCION(4, B, C)
¢) DIFERENCIA(4, B, C)
d) MIEMBRO(, 4)

e) INSERTA(I, 4)

f) SUPRIME(l, A)

g) MIN(4)?
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OPERACIONES BASICAS CON CONJUNTOS

Escribase un procedimiento en funcién de las operaciones bdsicas con con-
Juntos que imprima todos los elementos de un conjunto (finito). Puede su-
ponerse que se dispone de un procedimiento para imprimir un objeto del
tipo de los elementos. El conjunto a imprimir no debe quedar destruido.
¢ Qué estructuras de datos serfan las mis apropiadas para implantar conjuntos
en este caso?

La realizacién de conjuntos mediante vectores de bits se puede usar siem-
pre que el «conjunto universal» se pueda traducir a los enteros de | a N,
Describase cémo se haria esa traduccién si el conjunto universal fuera

a) los enteros 0, 1, ..., 99

b) los enteros de 7 a m para cualquier n < m

c) los enteros n, n+2, n+4, ..., n + 2k, para cualesquiera n yk

d) los caracteres ‘a’, ‘'b’, ..., ‘2’

e) arreglos de dos caracteres, cada uno de ellos elegidos entre ‘a’ y ‘2.

Escribanse procedimientos ANULA, UNION, INTERSECCION, MIEM-
BRO, MIN, INSERTA y SUPRIME para conjuntos representados median-
te listas enlazadas, por medio de las operaciones abstractas del TDA lista
clasificada. Obsérvese que la figura 4.5 es un procedimiento para INTER-
SECCION que maneja una realizacién especifica del TDA lista.

Repitase el ejercicio 4.4 para las realizaciones de conjuntos siguientes:

a) tabla de dispersién abierta (isense operaciones abstractas con listas den-
tro de las cubetas).

b) tabla de dispersion cerrada con resolucién lineal de colisiones.

¢) lista no clasificada (empléense operaciones abstractas con listas).

d) un arreglo de longitud fija con un apuntador a la tltima posicién usada.

Para cada una de las operaciones y aplicaciones de los ejercicios 4.4 y 4.5,
proporcidnese el orden de magnitud del tiempo de ejecucion con conjuntos
de tamaifio n.

Supéngase que se estdn dispersando enteros en una tabla de dispersi6n de
siete cubetas sirviéndose de la funcién de dispersién (i) = i mod 7.

a) Muéstrese la tabla de dispersién abierta si se insertan los cubos perfec-
tos 1, 8, 27, 125, 216, 343.

b) Repitase el apartado a) usando una tabla de dispersién cerrada con re-
solucién lineal de colisiones.

Supéngase que se estd usando una tabla de dispersion cerrada con cinco cu-
betas y la funcién de dispersién A(/) = i mod 5. Muéstrese la tabla de dis-
persién cerrada con resolucién lineal de colisiones que resulta de insertar
la sucesién 23, 48, 35, 4, 10, en una tabla inicialmente vacia.

Obténganse las operaciones del TDA correspondencia, con tablas de disper-
sidn abiertas y cerradas.
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Para mejorar la velocidad de las operaciones podria desearse reemplazar
una tabla de dispersién abierta con B, cubetas con mds de B, elementos por
otra tabla de dispersién con B, cubetas. Escribase un procedimiento para
construir la nueva tabla a partir de la anterior, usando las operaciones del
TDA lista para procesar cada cubeta.

En la secci6n 4.8 se hablé de las funciones de dispersién «aleatorias» para
las cuales A(X), la cubeta en la que se va a probar después de i colisiones,
es (h(x) + d) mod B para cierta sucesién d,, d,, ..., dg . También se sugirié
que una manera de calcular una sucesién semejante apropiada era elegir
una constante k, y un d, > 0 arbitrario, y hacer

_ 2d,, si2d_,<B
(2d_~B)®k si2d., =B

dl

donde i > 1, B es una potencia de 2, y € representa la suma médulo 2 bit
a bit. Si B = 16, encuéntrense los valores de k para los cuales la sucesién d,,
d,, ..., dys incluye todos los enteros entre 1 y 15.

a) Muéstrese el drbol parcialmente ordenado que resulta cuando los ente-
ros 5, 6,4, 9, 3, 1, 7 se insertan en un drbol vacio.

b) ;Cudl es el resultado de tres operaciones SUPRIME_MIN sucesivas en
el arbol de a)?

Supéngase que se representa el conjunto de cursos mediante

a) una lista enlazada
b) una tabla de dispersién
c) un 4rbol binario de bisqueda.

Modifiquense las declaraciones de la figura 4.26 para cada una de estas es-
tructuras.

Modifiquese la estructura de datos de la figura 4.26 de modo que cada re-
gistro de inscripcién tenga un apuntador directo al estudiante y curso pro-
pietarios. Escribase otra vez el procedimiento imprime_estudiantes de la fi-
gura 4.26, aprovechando esta estructura.

Supéngase que hay 20 000 estudiantes, 1000 cursos y cada estudiante en
un promedio de tres cursos; compdrese la estructura de datos de la figura
4.26 con la modificacion sugerida en el ejercicio 4.14 en lo referente a

a) la cantidad de espacio requerida

b) el tiempo promedio de ejecucién de imprime_estudiantes

¢) el tiempo promedio de ejecucion del procedimiento andlogo que impri-
ma los cursos que toma un estudiante dado.

Considérese la estructura de datos de la figura 4.26, dado un registro de cur-
so ¢ y un registro de estudiante e y escribanse procedimientos para insertar
y suprimir el hecho de que e toma c.
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4.17 Siexiste, jcudl es la diferencia entre la estructura de datos del ejercicio 4.14
¥ la estructura en la que los conjuntos C, y E, se representan mediante lis-
tas de apuntadores a los registros de cursos y estudiantes, respectivamente?

4.18 Los empleados de cierta compaiiia se representan en la base de datos de la
compaiifa por su nombre (que se supone tinico), nimero de empleado y ni-
mero de seguridad social. Sugiérase una estructura de datos que permita,
dada una representacién de un empleado, encontrar las otras dos represen-
taciones del mismo individuo. ;Qué répida, en promedio, puede lograrse
que sea cada una de esas operaciones?

Notas bibliograficas

Knuth [1973] es una buena fuente de informacién adicional sobre dispersion. La dis-
persion se desarrollé en la segunda mitad de la década de 1950, y Peterson [1957]
es de los primeros articulos fundamentales sobre el tema. Morris [1968] y Maurer y
Lewis [1975] dan buena informacién sobre la dispersién.

La lista miiltiple es la estructura de datos central de los sistemas de bases de da-
tos basados en redes propuestos en DBTG [1971]. Ullman [1982] proporciona in-
formacién adicional sobre las aplicaciones, en bases de datos, de las estructuras de
ese tipo.

La aplicacién mediante monticulos de los 4rboles parcialmente ordenados se basa
en una idea de Williams [1964]. Las colas de prioridad se estudian més a fondo en
Knuth [1973].

Reingold [1972] analiza la complejidad computacional de las operaciones bdsi-
cas con conjuntos. Las técnicas de andlisis de flujo de datos basadas en conjuntos
se tratan con detalle en Cocke y Allen [1976] y en Aho y Ullman [1977].
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Métodos avanzados
de representacion de conjuntos

Este capitulo presenta estructuras de datos para conjuntos que permiten obtener co-
lecciones comunes de operaciones sobre conjuntos mds eficientes que las pre-
sentadas en el capitulo anterior. Sin embargo, estas estructuras son mas complejas
y con frecuencia sélo son apropiadas para conjuntos muy grandes. Todas estdn ba-
sadas en varias clases de drboles, como 4rboles binarios de busqueda, zries (arboles
de recuperacion de informacién) y drboles balanceados.

5.1 Arboles binarios de busqueda

Se comenzard con los drboles binarios de biisqueda, una estructura de datos basica
para la representacion de conjuntos cuyos elementos estdn clasificados de acuerdo
con algiin orden lineal. Como de costumbre, se designard ese orden por medio del sig-
no <. Esta estructura de datos es util cuando se tiene un conjunto de elementos de
un universo tan grande, que no es practico emplear los propios elementos del con-
junto como indices de arreglos. Un ejemplo de tal universo puede ser el conjunto
de identificadores en un programa en Pascal. Un drbol binario de biisqueda puede
manejar las operaciones de conjuntos INSERTA, SUPRIME, MIEMBRO y MIN, to-
mando en promedio ({logn) pasos por operacién para un conjunto de n elementos.

Un drbol binario de biisqueda es un drbol binario en el cual los nodos estdn eti-
quetados con elementos de un conjunto. La propiedad importante de este tipo de
arboles es que todos los elementos almacenados en el subdrbol izquierdo de cual-
quier nodo x son menores que el elemento almacenado en x, y todos los elementos
almacenados en el subarbol derecho de x son mayores que ¢l elemento almacenado
en ese sitio. Esta condicidn, conocida como propiedad del drbol binario de bisqueda,
se cumple para todo nodo de un drbol binario de busqueda, incluyendo la raiz.

La figura 5.1 muestra dos drboles binarios de bisqueda que representan el mis-
mo conjunto de enteros. Obsérvese la interesante propiedad de que si se listan los
nodos del drbol en orden simétrico, los elementos almacenados en dichos nodos que-
dan clasificados.

Supéngase que se usa un 4rbol binario de bisqueda para representar un conjun-
to. La propiedad del 4rbol binario de busqueda hace que sea simple la prueba de per-
tenencia al conjunto. Para determinar si x es un miembro del conjunto, primero se
compara x con el elemento r que se encuentre en la raiz. Si x = r, no hay problema,
la respuesta a la pregunta de pertenencia es «cierto». Si x < r, entonces x, si existe,
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solo puede ser un descendiente del hijo izquierdo de la raiz, a causa de la propiedad
del 4rbol binario de busqueda t. De igual modo, si x > r, x s6lo puede ser un des-
cendiente del hijo derecho de la raiz.

/1 0\14 1/ 5\18
\7 12/ \18 ﬂ/
15 ‘\m
7/ \12
(a) (b)

Fig. 5.1. Dos arboles binarios de busqueda.

Se escribird una funcién recursiva simple MIEMBRO(x, A) para realizar esta
prueba de pertenencia. Se supondra que los elementos del conjunto son de un tipo
no especificado que se denominara tipo_elemento. Por conveniencia, se supone que
tipo_elemento es un tipo para el cual estdn definidos < e =. Si no es asi, se deben de-
finir las funciones MQ(a, b) e IG(q, b), donde a y b son del tipo tipo_elemento, tal
que MQ(a, b) es cierto si, y s6lo si, a es «menor que» b, e 1G(a, b) es cierto si, y solo
si, a y b son iguales.

El tipo de los nodos consta de un elemento y dos apuntadores a otros nodos:

type
tipo_nodo = record
elemento: tipo_elemento;
hijo_izq, hijo_der: t tipo_nodo
end;

Entonces es posible definir el tipo CONJUNTO como un apuntador a un nodo, que
aqui serd la raiz del arbol binario de busqueda que representa el conjunto. Esto es:
type
CONJUNTO = t tipo—nodo;

Ahora se puede especificar en su totalidad la funcion MIEMBRO de la figura 5.2.
Obsérvese que debido a que CONJUNTO y «apuntador a tipo-nodo» son sinéni-

t Recuérdese que el hijo izquierdo de la raiz es un descendiente de si mismo, asi que no debe elimi-
narse la posibilidad de que x sea hijo izquierdo de la raiz.
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mos, MIEMBRO puede llamarse a si mismo en subdrboles, como si éstos represen-
taran conjuntos. De hecho, el conjunto puede dividirse en el subconjunto de los
miembros menores que x y en el subconjunto de los miembros mayores que x.

function MIEMBRO ( x: tipo_elemento; 4: CONJUNTO ) : boolean;
| devuelve verdadero si x estd en A, y falso en caso contrario |
begin
if A = nil then
return (false) { x nunca estéd en @ |
else if x = 4 t.elemento then
return (true)
else if x < At.elemento then
return (MIEMBRO(x, At.hijo_izg))
else { x > At.elemento |
return (MIEMBRO(x, At.hijo_der))
end; { MIEMBRO }

Fig. 5.2. Prueba de pertenencia en un arbol binario de busqueda.

El procedimiento INSERTA(x, 4), que agrega un elemento x al conjunto 4, tam-
bién es facil de escribir. La primera accién que INSERTA debe efectuar es probar
si A = nil, esto es, si el conjunto estd vacio. De ser asi, se crea un nodo nuevo para
colocar x y hacer que A le apunte. Si el conjunto no estd vacio, se busca x més o
menos como lo hace MIEMBRO, pero al encontrar un apuntador nil durante la bus-
queda, se reemplaza por un apuntador a un nodo nuevo que contenga x. Entonces x
estard en el lugar correcto, esto es, donde la funcién MIEMBRO lo encuentre. El c6-
digo de INSERTA se muestra en la figura 5.3.

procedure INSERTA ( x: tipo_elemento; var 4: CONJUNTO );
{ agrega x al conjunto A4 }
begin
if A = nil then begin
new(A4);
At.elemento = x
Al hijo_izq = nil;
At hijo_der = nil
end
else if x < A%}.elemento then
INSERTA(x, A}.hijo_izg)
else if x > At.elemento then
INSERTA(x, At.hijo_der)
{if x = A.elemento, no se hace nada; x ya estd en el conjunto |
end; { INSERTA }

Fig. 5.3. Insercién de un elemento en un &rbol binario de busqueda.
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La eliminacién presenta algunos problemas. Primero, se debe localizar el elemen-
to x que se elimine del 4rbol. Si x estd en una hoja, tal vez baste eliminar esa hoja.
Sin embargo, x puede estar en un nodo interior nodo_i, y eliminar nodo_i podria
desconectar el drbol.

Si nodo_i tiene sélo un hijo, como el nodo 14 de la figura 5.1(b), es posible sus-
tituir nodo_i por ese hijo, y el 4rbol binario de bisqueda quedar4 bien construido.
Si nodo_i tiene dos hijos, como el nodo 10 de la figura 5.1(a), es necesario encontrar
¢l menor elemento de los descendientes del hijo derecho t. Por ejemplo, en el caso
de que el elemento 10 sea borrado de la figura 5.1(a), se debe reemplazar por 12, el
descendiente del hijo derecho de 10 con valor mds bajo.

Para escribir SUPRIME, es iitil tener una funcién SUPRIME_MIN(A) que eli-
mine el elemento mds pequefio de un 4rbol no vacio y devuelva el valor del elemen-
to eliminado. El cédigo de SUPRIME_MIN se muestra en la figura 5.4. El cédigo
de SUPRIME usa SUPRIME_MIN vy se muestra en la figura 5.5.

function SUPRIME_MIN ( var 4: CONJUNTO ) : tipo_elemento;
{ devuelve y elimina el elemento més pequefio del conjunto A }

if At.hijo_izq = nil then begin
{4 apunta al elemento m4s pequefio |
SUPRIME_MIN := At.elemento;
A = At .hijo_der,
{ reemplaza el nodo apuntado por A por su hijo derecho |
end
else { el nodo apuntado por A tiene un hijo izquierdo |
SUPRIME_MIN := SUPRIME_MIN(4t.hijo_izq)
end; { SUPRIME_MIN |

~ Fig. 5.4. Eliminacidn del elemento mas pequefio.

procedure SUPRIME ( x: tipo_elemento; var A: CONJUNTO );
{ elimina x del conjunto A |
begin
if A <> nil then
if x < At.elemento then
SUPRIME(x, At.hijo_izq)
else if x > At.elemento then
SUPRIME(x, A!.hijo_der)
{ si se llega aqui, x es el nodo apuntado por A |
else if (A1.hijo_izq = nil) and (4}.hijo_der = nil) then
A = nil { suprime la hoja que contiene a x }
else if Af.hijo_izq = nil then
A = At hijo_der

t Puede ser también el nodo con valor més alto entre los descendientes del hijo izquierdo,
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else if At.hijo_der = nil then
A = At hijo_izq
else { ambos hijos estdn presentes |
At.elemento := SUPRIME_MIN(A*t.hijo_der)
end; { SUPRIME |

Fig. 5.5. Eliminacion en un arbol binario de biusqueda.

Ejemplo 5.1. Supdngase que se intenta eliminar 10 de la figura 5.1(a). Entonces, en
la tiltima proposicién de SUPRIME se llama a SUPRIME_MIN con un argumento
apuntador al nodo 14. Ese apuntador es el campo hijo—der de la raiz. Esa llamada
produce otra llamada a SUPRIME_MIN. El argumento es ahora un apuntador al
nodo 12; este apuntador se encuentra en el campo hijo-izg del nodo 14. Se encuen-
tra que 12 no tiene hijo izquierdo, asi que se devuelve el elemento 12 y se hace
que el hijo izquierdo de 14 sea el hijo derecho de 12, el cual resulta ser nil. Después,
SUPRIME toma el valor 12 devuelto por SUPRIME_MIN, que reemplaza a 10. El
4rbol resultante se muestra en la figura 5.6. O

12

15
Fig. 5.6. Arbol de la figura 5.1(a) después de suprimir 10.

5.2 Analisis en tiempo de las operaciones para arboles binarios
de basqueda

En esta seccidn se analiza el comportamiento promedio de distintas operaciones para
arboles binarios de busqueda. Se demuestra que al insertar #n elementos aleatorios
en un drbol binario de biisqueda inicialmente vacio, la longitud de camino prome-
dio de la raiz a una hoja es O(logn). La prueba de pertenencia, por tanto, lleva un
tiempo (logn).

Es facil ver que si un 4rbol binario de n nodos estd completo (todos los nodos,
excepto los que estdn en ¢l nivel més bajo, tienen dos hijos), ningiin camino tendra
mads de 1 + logn nodos 1. Asi, los procedimientos MIEMBRO, INSERTA, SUPRI-
ME y SUPRIME_MIN llevan un tiempo ((logn). Para comprenderlo, obsérvese que
todos toman una cantidad de tiempo constante en un nodo, por lo que pueden lla-
marse a si mismos en forma recursiva a lo sumo en un hijo. Por tanto, la secuencia

f Recuérdese que todos los logaritmos son de base 2, a menos que se indique lo contrario.
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de nodos en la cual se realizan las llamadas forma un camino desde la raiz. Como
el camino es de longitud O(logn), el tiempo total consumido para seguir el camino
es (logn).

Sin embargo, al insertar n elementos en un orden «aleatorio», no es forzoso que
se acomoden en forma de drbol binario completo. Por ejemplo, si sucede que el pri-
mer elemento insertado en orden clasificado es el més pequefio, el drbol resultante
serd una cadena de n nodos, donde cada nodo, excepto el més bajo en el 4rbol, ten-
drd un hijo derecho, pero no un hijo izquierdo. En este caso, es facil mostrar que

n

como lleva (i) pasos insertar el i-ésimo elemento y Z i=n{n +1)/2, dicho proceso
=]

de n inserciones necesita O(n?) pasos, u O(n) pasos por operacién.

Es preciso determinar si el 4rbol binario de bisqueda «promedio» con n nodos
se acerca en estructura al drbol completo y no a la cadena, esto es, si el tiempo pro-
medio por operacién en un drbol «aleatorio» necesita O(logn) pasos, O(n) pasos, o
un tiempo intermedio. Como es dificil saber la verdadera frecuencia de inserciones
y supresiones, o si los elementos eliminados poseen alguna propiedad especial (por
ejemplo, si siempre se elimina el minimo), sélo se puede analizar la longitud del ca-
mino promedio de drboles «aleatorios» adoptando algunas suposiciones: los drboles
se forman sélo a partir de inserciones, y todas las magnitudes de los n elementos in-
sertados tienen igual probabilidad.

Con esas suposiciones naturales, se puede calcular P(n), el nimero promedio de
nodos del camino que va de la raiz hacia algiin nodo (no necesariamente una hoja).
Se supone que el drbol se formé con la insercién de n nodos aleatorios en un 4rbol
que se encontraba vacio en un inicio. Es evidente que P(0) = 0 y (1) = 1. Supéngase
que se tiene una lista de n = 2 elementos para insertar en un 4rbol vacio. El primer
elemento en la lista, llamado a4, es probable que sea el primero, el segundo o el
n-ésimo en el orden de clasificacién. Considérese que i elementosen la lista son meno-
res que a, de modo que n— i —1 son mayores que a. Al construir el 4rbol, a apare-
cerd en la rafz, los i elementos m4s pequefios serdn descendientes izquierdos de la
raiz, y los restantes n — i — 1 serdn descendientes derechos. (Véase Fig. 5.7.)

Como todos los 6rdenes de los i elementos pequefios y de los n - i -1 elementos
mds grandes tienen igual probabilidad, se espera que los subarboles izquierdo y de-
recho de la raiz tengan longitudes de camino promedio P(i) y P(n — i —1), respecti-
vamente. Como es posible acceder a esos elementos desde la raiz del 4rbol comple-

n-i-1
elementos > g

i elementos
<a

Fig. 5.7. Arbol binario de busqueda.
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to, es necesario agregar 1 al nimero de nodos de cada camino. Asi, para todo i entre
0y n- 1, P(n) puede calcularse obteniendo el promedio de la suma

(n-i-1
n

Lo+ )+ (= i 4 —
n n

El primer término es la longitud de camino promedio en el subarbol izquierdo, pon-
derando su tamafo. El segundo término es la cantidad andloga del subdrbol derecho
y el término 1/n representa la contribucidn de la raiz. Al promediar la suma anterior
para toda i entre | y n, se obtiene la recurrencia

n-1

Pn)=1+ % g (i) + (n - i-1) Ptn -i-1)) (5.1

-1

La primera parte de la sumatoria (5.1), ¥ iP(i), se puede hacer idéntica a la se-
n=1

gunda parte Z (n=i=1)P(n—-i-1)sise susutuyc a por n—i— 1 en la segunda par-
te. Ademas, cl término para i = 0 del sumatorio Z iP(i) es cero, por lo que es po-

sible empezar el sumatorio en 1. Asi, (5.1) puede escnblrsc

Pn)y=1+ — z iP(i) paran=2 (5.2)

Se demuestra, por induccién sobre n, empezando en n= 1, que P(n) < 1 + 4logn. Con
seguridad esta proposicién es verdadera para n= 1, ya que P(1) = 1. Supéngase que
es verdadera para toda i < n. Entonces, por (5.2)

-1

2
Pn) =1+ - Z. (4ilogi + i)

-
2 & 2wl
=1+ — 4ilogi + — i (5.3)
n? ; . n? ;
n-l
=2+ —8- ilogi
nI

=1

n=1
El 1ltimo paso estd justificado, ya que Z i < n%2 y, por tanto el ultimo término
=1
de la segunda linea es a lo sumo 1. Al dividir los términos del sumatorio de (5.3) en
dos partes, aquellos para los que i < [n/2] - 1, lo cual no excede de /log(n/2), y aque-
llos para los que i > [n/2] - 1, que no excede de ilogn. Asi, (5.3) puede escribirse
otra vez

P(n) <2+ % Miq ilog(n/2) + E ilogn (5.4)

n =) i=fn/21
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Sea n par o impar, es posible demostrar que la primera suma de (5.4) no excede de
(n*/8)log(n/2), lo cual es (n%*/8)logn— (n%/8), y la segunda suma no excede de
(3n%/8)logn. Asi, (5.4) se puede escribir

8 | nt
Pn) <2+ 2 [~2— logn — ?]
= | + 4logn

como se deseaba probar. Este paso completa la induccién y demuestra que el tiem-
po promedio para seguir un camino de la raiz a un nodo aleatorio de un 4rbol bi-
nario de bisqueda construido mediante inserciones aleatorias es O(logn), lo cual es,
en un factor constant2, tan bueno como si el drbol fuera completo. Un andlisis mds
cuidadoso demuestra que la constante 4 es en realidad cercana a 1.4.

Se concluye de lo anterior que el tiempo de la prueba de pertenencia de un miem-
bro aleatorio del conjunto lleva un tiempo O(logn). Un andlisis similar muestra que
si se incluyen en la longitud de camino promedio sélo aquellos nodos que carecen
de ambos hijos o s6lo aquellos que no tienen hijo izquierdo, la longitud del camino
promedio aun se ajustard a una ecuacién similar a (5.1) y es, por tanto, (logn). Es
posible aseverar entonces que la prueba de pertenencia de un elemento aleatorio que
no estd en el conjunto, la insercién de un nuevo elemento aleatorio y la eliminaciéon
de un elemento aleatorio también llevan un tiempo O(logn) en promedio.

Evaluacion del rendimiento de los arboles binarios de blsqueda

Las realizaciones de diccionarios por medio de tablas de dispersion requieren un
tiempo constante por operacion en promedio. Aunque este rendimiento es mejor
que el de un arbol binario de busqueda, una tabla de dispersion requiere O(n) pasos
para la operaciéon MIN; asi, si MIN se usa con frecuencia, el drbol binario de biis-
queda serd la mejor opcién; si MIN no se usa, tal vez seria preferible la tabla de dis-
persién.

El 4rbol binario de biisqueda debe compararse también con el drbol parcialmen-
te ordenado empleado para las colas de prioridad del capitulo 4. Un 4rbol parcial-
mente ordenado con n elementos requiere sélo (logn) pasos para cada operacién
INSERTA y SUPRIME_MIN no sélo en el promedio, sino también en el peor caso.
Mads aun, la constante real de proporcionalidad que acompaiia al factor logn serd
mds pequeiia para un drbol parcialmente ordenado que para un drbol binario de bus-
queda. Sin embargo, este uitimo permite las operaciones generales SUPRIME y
MIN, asi como la combinacion SUPRIME_MIN, mientras que el drbol parcialmen-
te ordenado sélo permite la ultima. Ademas, MIEMBRO requiere (Xn) pasos en un
arbol parcialmente ordenado, pero sélo O(logn) pasos en un arbol binario de bus-
queda. Asi, mientras que el drbol parcialmente ordenado es adecuado para realizar
colas de prioridad, no puede efectuar de forma tan eficiente ninguna de las ope-
raciones adicionales que el drbol binario de busqueda puede hacer.
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5.3 Tries

En esta seccion se presenta una estructura especial para representar conjuntos de ca-
denas de caracteres. El mismo método funciona para la representacién de tipos de
datos que son cadenas de objetos de cualquier tipo, como las cadenas de enteros.
Esta estructura se conoce como trie, derivada de las letras centrales de la palabra re-
trieval (recuperacion) t. A manera de introduccién, considérese el siguiente uso de
un conjunto de cadenas de caracteres.

Ejemplo 5.2. Como se indicé en el capitulo 1, una forma de implantar un revisor de
ortografia es leer un archivo de texto, separarlo en palabras (cadenas de caracteres
separados por espacios y caracteres de nueva linea) y encontrar las palabras que no
estén en un diccionario estindar de palabras de uso comiin. Las palabras que estén
en el texto, pero no en el diccionario, se imprimen como posibles faltas de ortogra-
fia. La figura 5.8 muestra el esbozo de un posible programa orto. Este utiliza un pro-
cedimiento toma_palabra(x, t) que asigna a x la siguiente palabra en el archivo de
texto £; la variable x es del tipo llamado tipo_palabra, que se define mds adelante,
La variable 4 es de tipo CONJUNTO; las operaciones necesarias sobre CONJUN-
TO son INSERTA, SUPRIME, ANULA e IMPRIME. El operador IMPRIME im-
prime los miembros del conjunto. O

program orto ( input, output, diccionario ),

type
tipo_palabra = { a definir }
CONJUNTO = { a definir mediante la estructura de trie |;

var
A: CONJUNTO; { retiene las palabras de entrada no encontradas

en el diccionario |

siguiente_palabra: tipo_palabra;
diccionario: file of char;

procedure foma_palabra ( var x: tipo_palabra; £ file of char );
{ procedimiento a definir que hace que x
sea la siguiente palabra en el archivo f]

procedure INSERTA ( x: tipo_palabra; var 4: CONJUNTO %
{a definir }

procedure SUPRIME ( x: tipo_palabra; var A: CONJUNTO |
{ a definir |

procedure ANULA ( var A: CONJUNTO );
{a definir }

t Trie se pensé originalmente como un homdnimo de tree {que en inglés se pronuncia «trin), pero para
distinguir estos términos, mucha gente prefiere pronunciarlo igual que pie (que en inglés se pronuncia
«paym).
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procedure IMPRIME ( var 4: CONJUNTO );
{a definir }

n
ANULA(A),
while not eof{input) do begin
toma_palabra(siguiente_palabra, input),
INSERTA(siguiente_palabra, A)
end
while not eofldiccionario) do begin
toma._palabra(siguiente_palabra, diccionario),
SUPRIME(siguiente_palabra, A)
end;
IMPRIME(A);
end; {orto|

Fig. 5.8. Esbozo de revisor de ortografia.

La estructura trie maneja esas operaciones cuando los elementos del conjunto
son palabras, esto es, cadenas de caracteres. Es apropiada cuando muchas palabras
comienzan con la misma secuencia de letras, es decir, cuando el nimero de prefijos
distintos entre todas las palabras del conjunto es mucho menor que la longitud total
de todas las palabras.

En un trie, cada camino de la raiz a una hoja corresponde a una palabra del con-
junto representado. De esta forma, los nodos del trie corresponden a los prefijos de
las palabras del conjunto. Para evitar confusién entre palabras como ELLO y
ELLOS, se afiade un simbolo especial marca_fin, $, al final de todas las palabras, y
asi ningun prefijo de una palabra puede ser una palabra por s{ mismo.

Fig. 5.9. Un trie,

Ejemplo 5.3. En la figura 5.9 hay un trie que representa el conjunto de las palabras
{THE, THEN, THIN, THIS, TIN, SIN, SING}. Esto es, la raiz corresponde a la ca-
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dena vacfa y sus dos hijos corresponden a los prefijos T y S. La hoja que estd mds
ala izquierda representa la palabra THE, la siguiente, la palabra THEN, y asf sucesi-
vamente. O

Considérense las siguientes observaciones sobre la figura 5.9.

Cada nodo tiene hasta 27 hijos, uno para cada letray $.

La mayor parte de los nodos tiene mucho menos de 27 hijos.

Una hoja que sigue a una arista etiquetada con $ no puede tener hijos e incluso
podria no existir.

b St

Nodos de un trie como TDA

Un nodo de trie puede considerarse como una correspondencia cuyo dominio es
{A, B, ..., Z, 8} (o cualquier alfabeto que se escoja) y cuyo conjunto de valores es de
tipo «apuntador a nodo de trie». M4s ain, el trie mismo puede identificarse con su
propia rafz, por lo que los TDA TRIE y NODO_TRIE tienen el mismo tipo de da-
tos, aungue sus operaciones son sustancialmente diferentes. En un NODO_TRIE,
se necesitan las operaciones siguientes:

1. procedimiento ASIGNA(nodo, ¢, p) que asigna el valor p (un apuntador a un
nodo) al cardcter ¢ de nodo.

2. funcién VALOR_DE(nodo, c) que produce el valor asociado con el cardcter ¢ de
nodo t, y

3. procedimiento TOMA_NUEVO(nodo, c) para hacer que el valor de nodo para
el cardcter ¢ apunte a un nodo nuevo.

Técnicamente, también se requiere un procedimiento ANULA(nodo) para hacer que
nodo sea la correspondencia nula. Una realizacién simple de los nodos de un trie es
mediante un arreglo nodo de apuntadores a nodos, siendo el conjunto de indices
{A, B, ..., Z, $1. Esto es, se define

type
cars = (IA‘- ‘B‘, S nz:' lst);
NODO_TRIE = array [cars] of iINODO_TRIE;

Si nodo es un nodo de trie, nodo[c] es VALOR_DE(nodo, c) para cualquier ¢ del con-
junto de caracteres. Para evitar la creacidon de muchas hojas que sean hijos corres-
pondientes a ‘$’, se adoptard la convencién de que nodo[‘$’] es nil o un apuntador
al propio nodo. En el primer caso, nodo no tiene hijos que correspondan a ‘$’, y en
el segundo caso, se determina que tiene tal hijo, aunque nunca se haya creado. En-
tonces, se pueden escribir los procedimientos para nodos de trie como en la figura
5.10.

t VALOR_DE es una version de la funcién CALCULA de la seccién 2.5.
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procedure ANULA ( var nodo: NODO_TRIE );

| hace de nodo una hoja, es decir, una correspondencia nula |
var

¢: char;
begin

for c == ‘A’ to ‘$’ do

nodofc] := nil

end; { ANULA }

procedure ASIGNA ( var nodo: NODO_TRIE; ¢: char; p: tNODO_TRIE );
begin
nodolc] := p
end; { ASIGNA |

function VALOR_DE ( var nodo: NODO_TRIE; c: char ) : { NODO_TRIE;
begin
return (nodo[c])
end; | VALOR_DE |

procedure TOMA_NUEVO ( var nodo: NODO_TRIE; c: char );

new(nodo[c]);
ANULA(nodo[c])
end; | TOMA_NUEVO }

Fig. 5.10. Operaciones en nodos de un trie.

Ahora, se define

TRIE = t NODO_-TRIE;

Se supondrd que tipo_palabra es un arreglo de caracteres de cierta longitud fija.
Siempre se partird del supuesto de que el valor de tal arreglo contiene al menos ‘$";
se considerard como fin de la palabra representada el primer ‘$’, sin importar lo que
siga (quizd mds ‘$’). Con esta suposicion, se escribe el procedimiento INSERTA(x,
palabras) para insertar x en el conjunto palabras representado por un trie, como se
muestra en la figura 5.11. Se deja como ejercicio la escritura de ANULA, SUPRI-
ME e IMPRIME para tries representados como arreglos.

procedure INSERTA ( x: tipo_palabra; var palabras: TRIE ),
var
i: integer; { cuenta las posiciones en la palabra x|
t: TRIE; { empleado para apuntar a nodos del trie que corresponden
a los prefijos de x |
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begin
im=1;
t ;= palabras,
while x{{] <> ‘$’ do begin
if VALOR_DE(t!, x{i]) = nil then
{ si el nodo actual no tiene hijo para el carcter x{i], crea uno }
TOMA_NUEVO(:t, x[i]);
{ := VALOR_DE(t!, x{i]);
| prosigue al hijo de  para el cardcter x[i], sin importar si
ese hijo fue creado o no }
i = i+1 | se mueve en la palabra x |
end;
{ ahora se ha alcanzado el primer ‘$* en x |
ASIGNA(t, ‘8, 1)
{ hace un ciclo para ‘$’ para representar una hoja |
end; { INSERTA }

Fig. 5.11. Procedimiento INSERTA.

Representacion de nodos de un trie por medio de listas

La representacién de nodos de un trie mediante arreglos toma una coleccion de pa-
labras, teniendo en ellas p diferentes prefijos, y las representa con 27p bytes de al-
macenamiento. Esta cantidad de espacio puede exceder con facilidad la longitud to-
tal de las palabras del conjunto. Sin embargo, existe otra realizacion de tries que pue-
de ahorrar espacio. Recuérdese que cada nodo del trie es una correspondencia, como
se expuso en la seccién 2.6. En principio, cualquier implantacién de correspon-
dencias puede funcionar, pero en la prictica se desea una representacién adecuada
para correspondencias con un dominio pequefio y para las definidas por relativa-
mente pocos miembros del dominio. La representacién con listas enlazadas satisfa-
ce en buena medida esos requisitos. Se puede representar una correspondencia, que
es un nodo de un trie, por medio de una lista enlazada de caracteres para la cual el
valor asociado no es el apuntador nil. O sea, un nodo de un trie es una lista enlaza-
da de celdas de tipo

type
tipo_celda = record
dominio: char;
valor: t tipo_celda;
{apuntador a la primera celda de la lista para el nodo hijol
siguiente: t tipo_celda;
{apuntador a la siguiente celda de la lista)
end;

Se dejan como ejercicios los procedimientos ASIGNA, VALOR_DE, ANULA y
TOMA_NUEVO para esta realizacién de nodos de trie. Después de escribir esos pro-
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cedimicntos, las operaciones sobre tries como INSERTA, de la figura 5.11, y otras
que quedaron como ejercicios, deben funcionar correctamente,

Evaluacién de la estructura de datos trie

Compdrense el tiempo y el espacio necesarios para representar » palabras con un to-
tal de p prefijos diferentes y una longitud total / usando una tabla de dispersién
y un trie. En lo que sigue, se supondré que los apuntadores requieren cuatro bytes.
Quizés el medio mds eficaz en cuanto al espacio para almacenar palabras y al ma-
nejo de las operaciones INSERTA y SUPRIME sea una tabla de dispersidn. Si las
palabras son de longitud variable, las celdas de las cubetas no deben contener las pa-
labras mismas, sino que deben constar de dos apuntadores, uno para enlazar entre
si las celdas de la cubeta y otro para apuntar al principio de la palabra que pertenece
a la cubeta.

Las palabras mismas se almacenan en un gran arreglo de caracteres, y el fin de
cada palabra se indica por medio de un carécter de fin como ‘$”. Por ejemplo, las
palabras THE, THEN, y THIN pueden almacenarse como

THESTHENSTHINS...

Los apuntadores de las tres palabras son cursores a las posiciones 1, 5 y 10 del arre-
glo. La cantidad de espacio utilizado en las cubetas y el arreglo de caracteres es

1. 8n bytes para las celdas de las cubetas, siendo una celda para cada una de las n
palabras; una celda tiene dos apuntadores u 8 bytes.

2. [+ n bytes para que el arreglo de caracteres almacene las » palabras de longitud
total / y sus marcas de final.

Asi, el espacio total es 9n + / bytes més la cantidad empleada para los encabezamientos
de las cubetas.

En comparacién, un trie con nodos aplicados por medio de listas enlazadas re-
quiere p + n celdas, una celda para cada prefijo y otra para el fin de cada palabra.
Cada celda del trie tiene un cardcter y dos apuntadores, y necesita nueve bytes, para
un espacio total de 9n +9p. Si / mds el espacio para los encabezados de las cubetas
excede de 9p, el trie usa menos espacio. Sin embargo, para aplicaciones como el al-
macenamiento de un diccionario en donde //p es menor que 3, la tabla de dispersién
puede ocupar menor espacio.

A favor del trie, sin embargo, obsérvese que se puede recorrer y realizar opera-
ciones tales como INSERTA, SUPRIME y MIEMBRO en un tiempo proporcional
a la longitud de la palabra en cuestién. Una funcién de dispersién que sea realmente
«aleatoria» debe comprender cada cardcter de la palabra que se esté dispersando.
Por tanto, es justo establecer que el cdlculo de la funcién de dispersién lleva tanto
tiempo como realizar una operacién como MIEMBRO sobre el trie. Por supuesto,
el tiempo utilizado en el calculo de la funcién de dispersién no incluye el tiempo em-
pleado en resolver las colisiones o la insercién, la eliminacién, o la prueba de per-
tenencia en la tabla de dispersién, asi que se puede esperar que los tries sean bas-
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tante més rdpidos que las tablas de dispersién para diccionarios cuyos elementos
son cadenas de caracteres.

Otra ventaja del trie es que permite la realizacion eficiente de la operacién MIN,
mientras que las tablas de dispersion, no. Mds aun, en la organizacién con las
tablas de dispersién ya descrita, no es posible volver a usar facilmente el espacio
del arreglo de caracteres cuando se borra una palabra (véase en el Cap. 12 los mé-
todos para resolver este problema).

5.4 Realizacion de conjuntos con arboles balanceados

En las secciones 5.1 y 5.2 se vio cémo realizar conjuntos mediante drboles binarios
de busqueda, y que las operaciones como INSERTA pueden gjecutarse en un tiem-
po proporcional a la profundidad promedio de los nodos del drbol. Mas atin, se hizo
patente que esta profundidad promedio es O(logn) para un érbol «aleatorio» de n
nodos. Sin embargo, algunas secuencias de inserciones y eliminaciones pueden pro-
ducir drboles binarios de bisqueda cuya profundidad promedio sea proporcional
a n. Esto sugiere que se puede hacer el intento de reordenar el drbol después de cada
insercion y eliminacién para que siempre esté completo; entonces el tiempo para las
operaciones como INSERTA y similares puede ser siempre O(logn).

En la figura 5.12(a) se muestra un drbol de seis nodos que se convierte en el 4r-
bol completo de 7 nodos mostrado en la figura 5.12(b) cuando se inserta ¢l elemen-
to 1. Todos los elementos de la figura 5.12(a), sin embargo, tienen un padre diferen-
te en la figura 5.12(b), asi que deben tomarse » pasos para insertar el 1 en un drbol
como el de la figura 5.12(a), si se desea conservar el drbol lo mas balanceado posi-
ble. Asi, es improbable que la sola insistencia en que el drbol binario de busqueda
sea completo lleve a la implantacion de un diccionario, cola de prioridad u otro
TDA que incluya INSERTA entre sus operaciones, en un tiempo O(logn).

Existen otros enfoques que dan en el peor caso un tiempo ((logn) por operacién
para diccionarios y colas de prioridad, como el llamado «drbol 2-3». Un drbol 2-3
tiene las siguientes propiedades. :

1. Cada nodo interior tiene dos o tres hijos.
2. Todos los caminos que van de la raiz a una hoja tienen idéntica longitud.

También se considerard un drbol con uno o con cero nodos, como casos especiales
de un 4rbol 2-3.

Los conjuntos de elementos que estan clasificados de acuerdo con algiin orden
lineal <, se representan como sigue. Los elementos estdn colocados en las hojas; si
el elemento a estd a la izquierda del elemento b, entonces debe cumplirse que a < b.
Se supondrd que el ordenamiento «<» de elementos estd basado en un campo de
un registro que forma el tipo del elemento; este campo se conoce como clave. Por
ejemplo, los elementos pueden representar personas y cierta informacion acerca de
ellas; en ese caso, el campo clave puede ser el «mimero de seguridad social».

En cada nodo interior se coloca la clave del elemento mas pequeiio que sea des-
cendiente del segundo hijo, y si existe un tercer hijo, se coloca también la clave del
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S PN
2/ \4 6/ 1/ \3 5/ \7
(a) (b)

Fig. 5.12. Arboles completos.

elemento mds pequefio que descienda de ese hijo . La figura 5.13 es un ejemplo de
arbol 2-3. En ese ejemplo y los siguientes, se identificard un elemento con su campo
clave, para que el orden de los elementos sea evidente,

Obsérvese que un drbol 2-3 de k niveles tiene entre 2¢! y 3% hojas. Dicho de
otra manera, un drbol 2-3 que represente un conjunto de n elementos requiere al me-
nos 1 +logyn y no mds de 1 + log,n niveles. Asi, las longitudes de los caminos en el
arbol son O(logn).

Es posible probar la pertenencia de un registro con clave x en un conjunto repre-
sentado por un drbol 2-3 en un tiempo O(logn), simplemente descendiendo en el 4r-
bol, usando los valores de los elementos registrados en los nodos internos para guiar
el camino. En un nodo nodo, se compara x con el valor y que representa al menor
elemento descendiente del segundo hijo de nodo. (Recuérdese que los elementos se
estan tratando como si consistiesen sélo en un campo elave.) Si x < ¥, hay que ir
al primer hijo de nodo. Si x = y y nodo tiene sélo dos hijos, serd preciso ir al segun-
do hijo de nodo. Si nodo tiene tres hijos y x = y, debe compararse x con z, el se-
gundo valor registrado en el nodo, el valor que indica el descendiente mds pequeiio
del tercer hijo de nodo. Si x < z, habré que ir al segundo hijo, v si x = z, al tercero.
De esta forma, se llega finalmente a una hoja, y x estd en el conjunto representado
si, y s6lo si, x estd en la hoja. Es evidente que si durante este Proceso x=yo x =z,

I? 16

oalinn 7
Y O® O

Fig. 5.13. Un arbol 2-3.

3]
w

t Existe otra versién de drboles 2-3 que coloca registros completos en nodos internos, tal como se hace
en los drboles binarios de bisqueda.
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se puede parar de inmediato. Sin embargo, el algoritmo quedé asf porque en algu-
nos casos es deseable encontrar la hoja con x, ademds de verificar su existencia.

Insercion en un arbol 2-3

Para insertar un nuevo elemento x en un drbol 2-3, se procede al principio como si
se probara la pertenencia de x al conjunto. Sin embargo, Jjusto en el nivel superior
al de las hojas, se estard en un nodo nodo cuyos hijos no incluyen x. Si nodo tiene
s6lo dos hijos, se hace que x sea el tercero, colocdndolo en el orden adecuado. Des-
pués se ajustan los dos nimeros de nodo para reflejar la nueva situacién.

Por ejemplo, al insertar el 18 en la figura 5.13, se termina con nodo igual al nodo
del extremo derecho en el nivel medio. Se coloca el 18 entre los hijos de nodo, cuyo
orden correcto es 16, 18, 19. Los dos valores registrados en nodo se convierten en
18 y 19, los elementos del segundo y tercer hijos. El resultado se muestra en la figu-

Fig. 5.14. Arbol 2-3 con el 18 insertado.

Sin embargo, supéngase que x es el cuarto hijo de node, y no el tercero, no es
posible tener un nodo con cuatro hijos en un drbol 2-3, por lo que es necesario par-
tir nodo en dos: nodo y nodo’. Los dos elementos m4s pequefios entre los cuatro hi-
jos de nodo permanecen ahi, mientras que los dos més grandes pasan a ser hijos de
nodo’. Ahora, se debe insertar nodo’ entre los hijos de p, el padre de nodo. Esta parte
de la insercién es andloga a la insercién de una hoja como hija de nodo. Esto es, si
p tiene dos hijos, se hace que nodo’ sea el tercero y se coloca inmediatamente a la
derecha de nodo. Si p tiene tres hijos antes de crear nodo’, psedivideen py p’, de-
jando p para los dos hijos de la izquierda y p’ para los dos restantes, y después se
inserta p’ entre los hijos del padre de p, en forma recursiva.

Un caso especial ocurre cuando se llega a dividir la raiz. En este caso se crea
una rafz nueva, cuyos hijos son los dos nodos en los cuales se dividi6 la raiz primi-
tiva. De esta manera es como se incrementa el niimero de niveles en un 4rbol 2-3.

Ejemplo 5.4. Supéngase que se inserta 10 en el drbol de la figura 5.14. El supuesto
padre de 10 ya tiene los hijos 7, 8 y 12, asf que se divide en dos nodos. El primero
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tiene como hijosa 7 y 8, y el segundo, a 10 y 12. El resultado se muestra en la figura
5.15(a). Ahora es necesario insertar en el lugar apropiado un nodo nuevo cuyos hi-
jos sean 10 y 12, como hijo de la raiz de la figura 5.15(a). Al hacerlo, resulta que la
raiz tiene cuatro hijos, por lo que se divide, y se crea una raiz nueva, COmo se mues-
tra en la figura 5.15(b). Los detalles de como se lleva hacia arriba la informacién re-
lacionada con los elementos mas pequefios de los subdrboles, se dardn al desarrollar
¢l programa del mandato INSERTA. O

7]16]
5= a{]ﬁ_’ 18] 19 7]~
DO |s|-

(a) ? (b)
Fig. 5.15. Insercion de 10 en el arbol de la figura 5.14.

Supresion en un arbol 2-3

Al suprimir una hoja, es posible dejar a su nodo padre con s6lo un hijo. Si nodo es la
raiz, se suprime nodo y se deja el hijo inico como nueva raiz. De otra forma, p serd
el padre de nodo. Si p tiene otro hijo, adyacente a nodo por la derecha o por la iz-
quierda, y ese hijo de p tiene tres hijos, se puede transferir el mds adecuado de esos
tres a nodo. Entonces nodo tendra dos hijos y se habrd terminado.

Si los hijos de p adyacentes a nodo tienen sélo dos hijos, se transfiere el dnico
hijo de nodo al hermano adyacente de nodo y se elimina nodo. Si ahora p queda sélo
con un hijo, se repite todo lo anterior recursivamente, con p en lugar de nodo.

Ejemplo 5.5. Considérese el 4rbol de la figura 5.15(b). Si se elimina el 10, su padre
tiene s6lo un hijo, pero el abuelo tiene otro hijo con tres hijos, 16, 18 y 19. Este
nodo est4 a la derecha del nodo deficitario, por lo que se pasa a ese nodo el elemen-
to mds pequeiio, 16, quedando el drbol 2-3 de la figura 5.16(a).

A continuacién, supongase que se elimina el 7 del 4rbol de la figura 5.16(a). Aho-
ra su padre sélo tiene un hijo, 8, y el abuelo no tiene hijos con tres hijos. Por tanto,
se hace al 8 hermano de 2 y 5, quedando el 4rbol de la figura 5.16(b). Ahora el nodo
marcado con un asterisco en la figura 5.16(b) tiene sélo un hijo, y su padre no tiene
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otros hijos con tres hijos. Se borra entonces el nodo marcado, haciendo que su hijo
pase a ser hijo del hermano de ese nodo. Ahora, la raiz tiene sélo un hijo, que se
elimina, dejando el 4rbol de la figura 5.16(c).

12 —J 12| - 12118

*

7 —I 18] — 518 |16 —"19 *l

|lis[-|[1s]-] [5]e] [16]-][1s]- 1%““
vgz @é OB
(b)

(@

v
|
=]

8

(c)
Fig. 5.16. Supresion en un arbol 2-3.

Obsérvese en los ejemplos anteriores la frecuente manipulacién de los valores de
los nodos interiores. Aunque siempre es posible calcular esos valores recorriendo el
arbol, puede hacerse también manipulando el 4rbol mismo, siempre que se recuerde
el valor mds pequefio entre los descendientes de cada nodo en el camino que va de
la raiz a la hoja eliminada. Esta informacién puede calcularse con un algoritmo re-
cursivo de eliminacién, y con cada llamada en un nodo se pasa, desde arriba, la can-
tidad correcta (o el valor «menos infinito» si se estd’en el camino del extremo iz-
quierdo). Los detalles requieren un andlisis cuidadoso del caso, y se expondrén al
considerar el programa para la operacién SUPRIME. D

Tipos de datos para arboles 2-3

Aqui sélo se representardn con drboles 2-3 los conjuntos de elementos cuyas claves
sean nimeros reales. La naturaleza de otros campos que van con la clave, para for-
mar un registro de tipo tipo_elemento, se dejaré sin especificar, ya que no tiene re-
lacién con lo que sigue.

En Pascal, los padres de las hojas deben ser registros que consten de dos nime-
ros reales (las claves de los elementos mds pequefios en el segundo y tercer subdr-
boles) y de tres apuntadores a elementos. Los padres de esos nodos son registros que
comprenden dos niimeros reales y tres apuntadores a padres de hojas. Esta progre-
sién continia indefinidamente: cada nivel de un 4rbol 2-3 es de un tipo diferente al
de los otros niveles. Esta situacién haria imposible programar en Pascal las opera-
ciones de drboles 2-3, pero por fortuna, Pascal ofrece un mecanismo, la estructura
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de registro variante, que permite considerar a todos los nodos del drbol 2-3 como
del mismo tipo, aun cuando algunos sean elementos y otros sean registros con apun-
tadores y nimeros reales . Se pueden definir los nodos como en la figura 5.17. En-
tonces se declararia un conjunto, representado mediante un arbol 2-3, como un
apuntador a la raiz, como se muestra en la figura 5.17.

type
tipo_elemento = record
clave: real;
{ los demas campos requeridos |
end;
tipos_nodo = (hoja, interior);
nodo_dos_tres = record
case clase: tipos_nodo of
hoja : (elemento: tipo_elemento);
interior; (primer_hijo, segundo_hijo, tercer_hijo: * nodo_dos_tres;
menor-de_segundo, menor_de_tercero: real)
end;
CONJUNTO = t nodo_dos_tres;

Fig. 5.17. Definicién de un nodo en un érbol 2-3.

Realizacion de INSERTA

Los detalles de las operaciones en drboles 2-3 son muy complicados, aunque los prin-
cipios son simples. Asi pues, se describe con detalle sélo una operacién, la insercién;
las otras, supresién y prueba de pertenencia, son similares en esencia, y encontrar
el minimo requiere una bisqueda trivial en el camino del extremo izquierdo. Se es-
cribird la rutina de insercién como procedimiento principal, INSERTA, que se lla-
ma en la raiz, y un procedimiento insertal, al.cual se llama recursivamente en el 4r-
bol. Por conveniencia, se supondrad que un drbol 2-3 no es un 4rbol vacio o con un
solo nodo. Esos dos casos requieren una secuencia directa de pasos que se recomien-
da obtener como ejercicio.

Se desea que insertal devuelva un apuntador a un nuevo nodo, si ha de crearlo,
y la clave del elemento mds pequefio que desciende del nuevo nodo. Como el me-
canismo de Pascal para crear tal funcién es complejo, se declarard insertal como un
procedimiento que asigna valores a los pardmetros ap_nuevo y menor en caso que
deba «devolver» un nodo nuevo. En la figura 5.18 se muestra un esbozo de inser-
ta 1. El procedimiento completo se muestra en la figura 5.19; para ahorrar espacio,
en la 5.19 se han omitido algunos comentarios de la figura 5.18.

t Sin embargo, todos los nodos toman la mayor cantidad de espacio necesaria para cualquiera de los
tipos variantes, asi que Pascal no es en realidad el mejor lenguaje para la realizacién prictica de arboles 2-3.
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procedure insertal ( nodo: t nodo_dos_tres;
x: tipo_elemento; | x se insertara en el subarbol de nodo |
var ap_nuevo: { nodo_dos_tres; { apuntador al nodo recién creado
a la derecha de nodo |
var menor: real ); | elemento més pequefio del subdrbol al que
apunta ap_nuevo}

begin
ap_nuevo = nil,
if nodo es una hoja then begin
if x no es el elemento que estd en nodo then begin
crea un nodo nuevo apuntado por ap_nuevo,
pone x en el nodo nuevo;
menor = x.llave
end
end
else begin | n0odo es un nodo interno |
sea w el hijo de nodo a cuyo subdrbol pertenece x;
insertal(w, x, ap_atrds, menor_atrds),
if ap_atrds <> nil then begin
inserta el apuntador ap_atrds entre los hijos de
nodo justo a la derecha de w;
if nodo tiene cuatro hijos then begin
crea un nodo nuevo apuntado por ap_nuevo;
da al nuevo nodo los hijos tercero y cuarto de nodo;

177

ajusta menor_de_segundo y menor_de_tercero en nodo

y el nodo nuevo;
coloca menor como la menor clave entre los hijos
del nodo nuevo
end
end
end
end; | insertal |

Fig. 5.18. Esbozo del programa para insercion en érboles 2-3.

procedure insertal ( nodo: 1 nodo_dos_tres; x: tipo_elemento;
var ap_nuevo:  nodo_dos_tres; var menor: real );

var
ap_atrds: 1 nodo_dos_tres;
menor_atrds: real;
hijo: 1..3 ; { indica qué hijo de nodo se sigue en la llamada
recursiva (véase w en la Fig. 5.18)}
w: 1 nodo_dos_tres; { apuntador al hijo }
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begin
ap_nuevo = nil;
if nodot.clase = hoja then begin
if nodot.elemento.clave <> x.clave then begin
| crea una hoja nueva que contiene x.clave y “devuelve”
este nodo |
new(ap_nuevo, hoja);
if (nodot.elemento.clave < x.clave) then
| coloca x en el nuevo nodo a la derecha del nodo actual |
begin ap_nuevol.elemento := x, menor = x.clave end
else begin | x estd a la izquierda del elemento en el
nodo actual }
ap_nuevol.elemento := nodot.elemento;,
nodot.elemento = x;

» menor = ap_nuevaf.eiememo.c!ave
€

end
end
else begin { nodo es un nodo interno }
{ selecciona el hijo de nodo que se debe seguir |
if x.clave < nodot.menor_de_segundo then
begin hijo := 1; w := nodo!.primer_hijo end
else if (nodot.tercer_hijo = nil) or (x.clave < nodot.menor_de_tercero)
then begin
{ x estd en el segundo subidrbol }
hijo = 2;
w = nodot.segundo_hijo
end
else begin { x estd en el tercer subdrbol |
hijo = 3;
w := nodot .tercer_hijo
end;
insertal(w, x, ap_atrds, menor_atrds); \
if ap_atrds <> nil then
{ debe insertarse un nuevo hijo de nodo |
if nodot.tercer_hijo = nil then
{ nodo tiene sélo dos hijos, asi que se inserta el nuevo en el
lugar adecuado }
if hijo = 2 then begin
nodot .tercer_hijo := ap_atrds,
nodot.menor_de_tercero := menor_atrds
end
else begin { hijo = 1}
nodot .tercer_hijo := nodot .segundo_hijo;
nodot.menor_de_tercero := nodot.menor_de_segundo,
nodo?t.segundo_hijo = ap_atrds,
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nodot.menor_de_segundo := menor_atrds
end
else begin | nodo ya tiene tres hijos |
new{ap_nuevo, interior),
if hijo = 3 then begin
| ap_atrds v el tercer hijo se convierten en hijos del nuevo
nodo |
ap_nuevol.primer_hijo = nodo!.tercer hijo,
ap_nuevol.segundo_hijo = ap_atrds;
ap_nuevol.tercer_hijo := nil;
ap_nuevo!.menor_de_segundo = menor_atrds,
| menor_de_tercero est4 indefinido para ap_nuevo |
menor = nodot.menor_de_tercero,
nodo! .tercer_hijo = nil
end
else begin | hijo < 2; pasa el tercer hijo de nodo a ap_nuevo |
ap_nuevot.segundo_hijo = nodot .tercer_hijo;
ap_nuevol.menor_de_segundo = nodot.menor_de_tercero,
ap_nuevol .tercer_hijo := nil;
nodot .tercer_hijo = nil
end;
if hijo = 2 then begin
{ ap_atrds se convierte en el primer hijo de ap_nuevo |
ap_nuevot.primer_hijo = ap_atrds;
menor = menor_atrds
end;
if hijo =1 then begin .
| el segundo hijo de nodo pasa a ap_nuevo; ap_atrds
se convierte en el segundo hijo de nodo |
ap_nuevol.primer_hijo .= nodo!.segundo_hijo,
menor = nodot.menor_de_segundo;
nodot .segundo_hijo := ap_atrds;
nodot.menor_de_segundo = menor_atrds
end
end
end
end; { insertal |

Fig.5.19. Procedimiento insertal.

Ahora es posible escribir el procedimiento INSERTA, que llama a insertal. Si in-
sertal «devuelve» un nodo nuevo, entonces INSERTA debe crear una raiz nueva.
El cédigo se muestra en la figura 5.20 con la suposicién de que el tipo CONJUNTO
es 1 nodo_dos_tres, esto es, un apuntador a la raiz de un drbol 2-3 cuyas hojas con-
tienen los miembros del conjunto.
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procedure INSERTA ( x: tipo_elemento; var S: CONJUNTO );
var
ap_atrds: tnodo_dos_tres; { apuntador al nuevo nodo devuelto por insertal |
menor_atrds. real; { menor valor en el subdrbol de ap_atrds |
guardaS: CONJUNTO; { lugar para almacenar una copia temporal del
apuntador S|
begin
{ prueba si S estd vacio o si hay un solo nodo, y debe incluirse un
procedimiento de insercién apropiado |
insertal(S, x, ap_atrds, menor_atrds);
if ap_atrds <> nil then begin
| crea la rafz nueva; sus hijos estdn ahora apuntados por Sy ap_atrds |
guardaS := S
nuevo(S),
St.primer_hijo = guardas$,
St.segundo_hijo := ap_atrds,
St.menor_de_segundo := menor_atrds;
St.tercer_hijo := nil
end
end; | INSERTA |

Fig. 5.20. INSERTA para conjuntos representados por arboles 2-3.

Realizacion de SUPRIME

Ahora se bosqueja una funcién suprimel que toma un apuntador al nodo nodo y un
elemento x, y elimina una hoja que desciende de nodo que tiene el valor X, sies que
existe . La funcién suprimel devuelve true (verdadero) si después de la eliminacién
nodo tiene sélo un hijo, y devuelve false (falso) si nodo permanece con dos o tres hi-
Jjos. Un esbozo del c6digo para suprimel se muestra en la figura 5.21.

function suprimel (nodo: tnodo_dos_tres; x: tipo_elemento ) : boolean;
var
s6lo_uno: boolean; | para guardar el valor devuelto por una llamada a
suprime] }
begin
suprimel = false;
if los hijos de nodo son hojas then begin
if x estd entre esas hojas then begin
elimina x;
desplaza los hijos de nodo que estén a la derecha de x una posicién
hacia la izquierda;

t Una variante util tomaria sélo una clave y eliminaria todo elemento con esa clave.
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if ahora nodo tiene un hijo then
suprimel = true
end
end
else begin | nodo estd en el nivel dos o en un nivel mayor }
determinar cudl de los hijos de nodo podria tener a x como descendiente;
sdlo_uno=suprimel(w, x); { w significa nodot.primer_hijo,
nodo? .segundo_hijo o bien nodot .tercer_hijo, segun sea lo apropiado
if sélo_uno then begin { arregla los hijos de nodo |
if w es el primer hijo de nodo then
if , el segundo hijo de nodo, tiene tres hijos then
hace que el primer hijo de y sea el segundo hijo de w
else begin | y tiene dos hijos |
hace que el hijo de w sea el primer hijo de y;
elimina w de entre los hijos de nodo,
if ahora nodo tiene un hijo then
suprimel := true
end;
if w es el segundo hijo de nodo then
if y, el primer hijo de nodo, tiene tres hijos then
hace que el tercer hijo de y sea el primer hijo de w
else { y tiene dos hijos |
if z, el tercer hijo de nodo, existe y tiene tres hijos then
hace que el primer hijo de z sea el segundo hijo de w
else begin { ningiin otro hijo de nodo tiene tres hijos |
hace que ¢l hijo de w sea el tercer hijo de y;
elimina w de entre los hijos de nodo;
if ahora nodo tiene un hijo then
suprimel = true
end;
if wes el tercer hijo de nodo tnen
if y, el segundo hijo de nodo, tiene tres hijos then
hace que el tercer hijo de y sea el segundo hijo de w
else begin | y tiene dos hijos |
hace que el hijo de w sea el tercer hijo de y;
elimina w de entre los hijos de nodo
end { obsérvese que con seguridad nodo tiene ain dos hijos en
este caso |
end
end
end; | suprimel |

Fig. 5.21. Procedimiento recursivo de supresion.

El codigo detallado de la funcion suprimel se deja como ejercicio. Otro ejercicio
es escribrir un procedimiento SUPRIME (S, x) que pruebe los casos especiales en
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que el conjunto S consta de una sola hoja o estd vacio, y en otro caso llame a supri-
mel (S, x); si suprimel devuelve true, el procedimiento elimina la raiz (el nodo al
que apunta S) y hace que S apunte al hijo que quedé solo.

5.5 Conjuntos con las operaciones COMBINA y ENCUENTRA

En ciertos problemas, se empieza con una coleccién de objetos, cada uno de ellos
contenido en un conjunto; después se combinan los conjuntos en algiin orden dado,
y de vez en cuando se pregunta en qué conjunto se encuentra algiin elemento en par-
ticular. Estos problemas pueden resolverse por medio de las operaciones COMBI-
NA y ENCUENTRA. La operacién COMBINA(A, B, C) hace C igual a la unién de
los conjuntos 4 y B, bajo el supuesto de que 4 y B son disjuntos (no tienen miem-
bros en comiin); COMBINA estd indefinida si A y B no son disjunatos. ENCUEN-
TRA(x) es una funcién que devuelve el conjunto del cual x es un miembro; en caso
de que x esté en dos 0 mds conjuntos, o en ninguno, ENCUENTRA no esti definida.

Ejemplo 5.6. Una relacion de eguivalencia es una relacion reflexiva, simétrica y
transitiva. Esto es, si= es una relacién de equivalencia en el conjunto S, para cua-
lesquiera miembros a, b y ¢ de S (no necesariamente distintos), se cumplen las si-
guientes propiedades:

1. a=a (reflexividad).
2. Sia=b, entonces b =a (simetria).
3. Sia=by b=c entonces a=c (transitividad).

La relacién «igual a» (=) es la relacion de equivalencia ejemplar en cualquier con-
junto §. Parag, bycde S, setiene 1) a=a,2) sia=b,entonces b=a,y3) sia=b
y b= ¢, entonces a = ¢. Existen muchas otras relaciones de equivalencia, sin embar-
g0, Y pronto se verdn varios ejemplos adicionales.

En general, siempre que se divide una coleccién de objetos en grupos disjuntos, la
relacién a=b es de equivalencia si, y solo si, a y b estdn en el mismo grupo. «lgual a»
es el caso especial donde todo elemento estd en grupo por si solo.

Mis formalmente, si un conjunto S tiene una relacién de equivalencia definida
en €l, el conjunto S puede dividirse en subconjuntos disjuntos S, S,, ..., llamados
clases de equivalencia, cuya union es S. Cada subconjunto S; consta de miembros
equivalentes de S. Esto es, a=b paratodoayben S, ya % bsiay b estén en sub-
conjuntos diferentes. Por ejemplo, la relacién congruencia médulo # T es una rela-
cién de equivalencia en el conjunto de los enteros. Para comprobar que esto es asi,
obsérvese que a —a = 0, que es un multiplo de n (reflexividad); si a - b = dn, enton-
ces b—a=(-dn (simetria), y si a—-b=dn y b—c=en, entonces a—c=(d+ e)n
(transitividad). En el caso de la congruencia médulo » existen » clases de equiva-

t Se dice que a es congruente con b mddulo n si a 'y b tienen los mismos residuos cuando se dividen
entre n, o dicho de otra forma, a - & es miltiplo de n.
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lencia, las cuales son el conjunto de los enteros congruentes con 0, el conjunto de los
enteros congruentes con 1, ..., el conjunto de los enteros congruentes con n— 1.

El problema de equivalencia puede formularse de la siguiente manera. Se dan un
conjunto Sy una secuencia de proposiciones de la forma «a es equivalente a b». Hay
que procesar las proposiciones en orden, de manera que en cualquier momento pue-
da determinarse a qué clase de equivalencia pertenece un elemento dado. Por ejem-
plo, supéngase que S = {1, 2, ..., 7} y se tiene la secuencia de proposiciones

1=2 5=6 3=4 =4

para procesar. Es necesario construir la siguiente secuencia de clases de equivalen-
cia, suponiendo que inicialmente cada elemento de S estd en una clase de equiva-
lencia propia.

1=2 {1.2} {3} {4} {5} {6} {7}
5=6 {1,2} {3} {4} {5.6} {7}
3=4 {1,2} {3.4} {5.6} {7}

1=4 {1.2,3.4} {56} {7}

Se puede «resolver» el problema de equivalencia empezando con cada elemento
de un conjunto determinado. Al procesar la proposicién a=b, se ENCUENTRAN
las clases de equivalencia de a y b, y después se COMBINAN. En cualquier momen-
to se puede usar ENCUENTRA para conocer la clase de equivalencia actual de cual-
quier elemento.

El problema de equivalencia surge en varias dreas de las ciencias de la compu-
tacién. Por ejemplo, una forma ocurre cuando un compilador de Fortran tiene que
procesar «declaraciones de equivalencia» como

EQUIVALENCE (A(1), B(1, 2), C(3)), (A(2), D, E), (F, G)

Otro ejemplo, presentado en el capitulo 6, usa soluciones al problema de equi-
valencia para ayudar a encontrar drboles abarcadores de costo minimo. 0

Una realizacién simple de CONJUNTO_CE

Ahora se presenta una version simplificada del TDA COMBINA_ENCUENTRA, al
definir un TDA llamado CONJUNTO-CE, que consiste en un conjunto de subcon-
Jjuntos llamados componentes, junto con las siguientes operaciones:

1. COMBINA(4, B), que toma la unién de los componentes 4 y B y al resultado
lo llama A o B, arbitrariamente.
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2. ENCUENTRA(x), que es una funcién que devuelve el nombre del componente
del cual x es un miembro.

3. INICIAL(A, x), que crea un componente llamado A4 que contiene sélo el elemen-
to x.

Para hacer una realizacion razonable de CONJUNTO_CE, se deben restringir los
tipos o reconocer que CONJUNTO_CE en realidad tiene otros dos tipos como «pa-
rametros»: el tipo de los nombres de los conjuntos y el tipo de los miembros de esos
conjuntos. En muchas aplicaciones se pueden usar enteros como nombres de con-
juntos. Si 7 es el nimero de elementos, también se pueden usar enteros en el inter-
valo [1..n] para los miembros de los componentes. Para la implantacién en cuestién, es
importante que el tipo de los miembros de los conjuntos sea del tipo subinter-
valo, porque se desea indizar en un arreglo definido en él. El tipo de los nombres
de los conjuntos no es importante, pues es del tipo de los elementos del arreglo,
no de sus indices. Obsérvese, sin embargo, que si se desea que el tipo de los miem-
bros sea distinto a un subintervalo, se puede crear una correspondencia con una ta-
bla de dispersion, por ejemplo, que los asigne a enteros tinicos de un subinter-
valo. S6lo es necesario conocer por adelantado el niimero total de elementos.

La aplicacién que se est4 considerando es declarar

const
n = {nimero de elementos};

CONJUNTO-_CE = array[1..n] of integer;
como un caso especial del tipo més general
array[subintervalo de miembros] of (tipo de nombres de los conjuntos);

Supéngase que se declaran componentes del tipo CONJUNTO_CE con la intencién
de que componentes[x] contenga el nombre del conjunto en el cual se encuentra x.
Entonces, las tres operaciones para CONJUNTO._CE son ficiles de escribir. Por
ejemplo, la operacién COMBINA se muestra en la figura 5.22. INICIAL(A, x) sim-
plemente hace que componentes(x] sea igual a 4, y ENCUENTRA(x) devuelve com-
ponentes[x].

procedure COMBINA ( 4, B: integer; var C: CONJUNTO_CE );
var
X LR

begin

for x:=1 to ndo

if CTx] = B then
Clx]=A4

end; { COMBINA |

Fig. 5.22. El procedimiento COMBINA.



CONJUNTOS CON LAS OPERACIONES COMBINA Y ENCUENTRA 185

El rendimiento en tiempo de esta implantaciéon de CONJUNTO_CE es fécil de ana-
lizar. Cada ejecucién del procedimiento COMBINA lleva un tiempo O(n). Por otro
lado, las implantaciones obvias de INICIAL(4, x) y ENCUENTRA(x) tienen tiempos
de ejecucion constantes.

Realizacion mas rapida de CONJUNTO_CE

Al utilizar el algoritmo de la figura 5.22, una secuencia de n -1 operaciones COM-
BINA llevard un tiempo O(n?) t. Una forma de acelerar la operaciéon COMBINA es
al encadenar todos los miembros de un componente en una lista. Entonces, en vez
de leer todos los miembros cuando se combina el componente B en A, basta recorrer
la lista de los miembros de B. Esta organizacién aprovecha mejor el tiempo en el
caso promedio. Sin embargo, podria suceder que la i-ésima combinacion fuera de la
forma COMBINA(A, B), donde A seria un componente de tamafio uno y B seria un
componente de tamaiio /, y que el resultado se llamara B. Esta operacién COMBI-
NA requeriria O(i) pasos, y una secuencia de n - 1 instrucciones COMBINA lleva-
n-1
ria un tiempo del orden de Y i=n(n-1)/2.
=1 .

Una forma de evitar esta situacién del peor caso es cuidar el tamafio de cada com-
ponente y combinar siempre el mds pequefio dentro del mds grande 11. Asi, cada
vez que un miembro se combina con un componente mds grande, se encuentra a si
mismo en un componente al menos dos veces mds grande. De esta forma, si existen
n componentes inicialmente, cada uno con un miembro, ninguno de los n miembros
puede tener su componente cambiado mds de | + logn veces. Como el tiempo con-
sumido por esta nueva versién de COMBINA es proporcional al nimero de miem-
bros cuyos nombres de componentes se cambian, y el niimero total de tales cambios
puede ser hasta n (1 + logn), el trabajo O(nlogn) basta para todas las combinaciones.

Ahora, considérese la estructura de datos necesaria para esta realizacién, Primero
se necesita una correspondencia de los nombres de conjuntos con los registros que
consisten en

1. un contador que da el nimero de miembros del conjunto y
2. el indice en el arreglo del primer elemento de ese conjunto.

También se necesita otro arreglo de registros, indizados de acuerdo con los miem-
bros, para indicar

1. el conjunto del cual cada elemento es miembro y
2. el siguiente elemento del arreglo en la lista de ese conjunto.

t Obsérvese que n-1 es el mayor nimero de combinaciones que pueden hacerse antes de que todos
los elementos estén en un solo conjunto.
t+ Obsérvese que la capacidad para llamar al componente resultante de acuerdo con el nomt-e de cual-
quiera de sus elementos es importante aqui, aunque en la realizacién mas sencilla se escoge siempre ¢l nom-
bre del primer argumento.
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Se emplea 0 como equivalente a NIL, la marca de fin de lista. En un lenguaje que
se preste para este tipo de construcciones, seria preferible el uso de apuntadores en
este arreglo, pero Pascal no permite apuntadores en los arreglos.

En el caso especial donde los nombres de los conjuntos, al igual que los miem-
bros, se escogen del subintervalo 1..n, es posible usar un arreglo para la correspon-
dencia descrita antes. Esto es, se define

type
tipo_nombre = 1..n;

tipo-elemento = 1..n;
CONJUNTOL_CE = record
encabezamientos_conjuntos : array[l..n] of record
lencabezamientos para las listas de conjuntos)
contador: 0..n;
primer_elemento: 0..n
end;
nombres: array[1..n] of record
{tabla que da los conjuntos que contienen a cada miembrol
nombre_conjunto: tipo_nombre;
siguiente_elemento: 0..n
end
end; ’
Los procedimientos INICIAL, COMBINA y ENCUENTRA se muestran en la figu-
ra 5.23.

procedure INICIAL ( A: tipo_nombre; x: tipo_elemento; var C: CONJUNTO_CE j
asigna como valor inicial de A un conjunto que sélo contiene a x |
begin
C.nombres|x].nombre_conjunto = A,
C.nombres|x).siguiente_elemento := 0;

{ apuntador nulo al final de la lista de los miembros de A |
C.encabezamientos_conjuntos[A].cuenta = 1;
C.encabezamientos_conjuntos[A].primero_elemento = x

end; { INICIAL }

procedure COMBINA ( 4, B: tipo_nombre; var C: CONJUNTO_CE ¥
{combina Ay B y llama al resultado 4 o B, arbitrariamente }
var
i 0..m; | se usa para encontrar el fin de la lista mds pequefia |
begin
if C.encabezamientos_conjuntos{A).cuenta >
C.encabezamientos_conjuntos[ B).cuenta then begin
{Aesel conjunto més grande; combina B dentro de A |
{ encuentra el final de B, cambiando los nombres de los conjuntos
por A4 conforme se avanza |
i := C.encabezamientos_conjuntos| B].primer_elemento;
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repeat
C.nombres[i].nombre_conjunto = A;
i == C.nombres|i}.siguiente_elemento
until C.nombres{i].siguiente_elemento = 0,
| anade la lista A al final de la B y llama A al resuitado |
[ ahora i es el indice del dltimo miembro de B |
C.nombres|i].nombre_conjunto := A;
C.nombres|i].siguiente_elemento:=
C.encabezamientos_conjuntos[A).primer_elemento;
C.encabezamientos_conjuntos[A).primer_elemento:=
C.encabezamientos_conjuntos[B).primner_elemento:
C.encabezamientos_conjuntos[A).cuenta:=
C.encabezamientos_conjuntos|A).cuenta+
C.encabezamientos_conjuntos|B).cuenta;
C.encabezamientos_conjuntos[B].primer_elemento:= 0
C.encabezamientos_conjuntos[B].primer_elemento:= 0
{ los dos pasos anteriores no son realmente necesarios, pues el
conjunto B ya no existe |
end
else { B es al menos tan grande como A |
{ codigo similar al del caso anterior, pero con 4 y B intercambiados |
end; { COMBINA |

function ENCUENTRA ( x: 1..n; var C: CONJUNTO_CE );
{ devuelve el nombre de aquel conjunto que tiene a x como miembro |
begin
return (C.nombres[x).nombre_conjunto)
end; { ENCUENTRA |

Fig. 5.23. Las operaciones de un CONJUNTO_CE.

La figura 5.24 muestra un ejemplo de la estructura de datos empleada en la fi-
gura 5.23, donde el conjunto 1 es{l, 3, 4}, el conjunto 2 es {2}, y el conjunto 5 es {5, 6}.

| 3 I e——— o1 =
2 1 2 2 2 0 7
3l 0 0 31 4 —
4 0 0 4 1 0 )
5 2 5§ t+— 5§ 6 —
6 0 0 6 5 0 >

cuenta  primer_elemento  nombre_conjunto siguiente_elemento
encabezamientos_conjuntos nombres

Fig. 5.24. Ejemplo de la estructura de datos CONJUNTO_CE.
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Realizacion de CONJUNTO_CE con arboles

Otro enfoque completamente distinto para la realizacién de CONJUNTO_C usa
4rboles con apuntadores a los padres. Se describird de manera informal este enfo-
que. La idea bdsica es que los nodos de los drboles se correspondan con los miem-
bros del conjunto, con un arreglo u otra realizacién de una correspondencia que vaya
de los miembros del conjunto a sus nodos. A excepcién de la raiz del drbol, cada
nodo tiene un apuntador a su padre. Las raices tienen el nombre del conjunto, ade-
mas de un elemento. Una correspondencia de los nombres del conjunto con las rai-
ces permite el acceso a cualquier conjunto dado al hacer las combinaciones.

La figura 5.25 muestra los conjuntos 4 = {1, 2, 3, 4}, B=15, 6} y C = {7} represen-
tados de esta forma: Se supone que los rectangulos son parte del nodo raiz, no no-
dos independientes.

nombre = 4 nombre = B nombre = C

oo

Fig. 5.25. CONJUNTO_CE representado por una coleccion de arboles.

Para encontrar el conjunto que contiene un elemento x, primero se consulta una
correspondencia (por cjemplo, un arreglo), que no se muestra en la figura 5.25, para
obtener un apuntador al nodo para x. Después, se sigue el camino de ese nodo a la
raiz de su 4rbol para leer el nombre de ese conjunto.

La operacién de combinacién bdsica consiste en hacer que la raiz de un drbol
sea el hijo de la raiz del otro. Por ejemplo, se podrian combinar 4 y B de la figura
5.25 y llamarle A al resultado, haciendo que el nodo 5 sea hijo del nodo 1. El resul-
tado se muestra en la figura 5.26. Sin embargo, la combinacién indiscriminada po-
dria producir un 4rbol de n nodos que fuera una sola cadena. Entonces, hacer la ope-
raciéon ENCUENTRA en cada uno de esos nodos llevaria un tiempo O(n®). Obsér-
vese que aunque una combinacién se puede hacer en (1) pasos, el costo de un nu-
mero razonable de procedimientos ENCUENTRA dominaria en el costo total, y este
enfoque no es necesariamente mejor que uno mds simple para ejecutar n procedi-
mientos combina y n encuentra.

Sin embargo, una mejora sencilla garantiza que si n es el nimero de elementos,
ningin ENCUENTRA necesitard mds de O(logn) pasos. Solo se conserva un conta-
dor del nimero de elementos del conjunto en cada raiz, y al intentar combinar dos
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nombre = A

Fig. 5.26. Combinacién de B dentro de A.

conjuntos, se hace que la raiz del arbol més pequefio sea un hijo de la raiz del més
grande. Asi, cada vez que un nodo pasa a un drbol nuevo, suceden dos cosas: la dis-
tancia del nodo a su raiz se incrementa en 1, y el nodo estard en un conjunto con
por lo menos el doble de elementos que antes. Asi, si n es ¢l nimero total de ele-
mentos, ningin nodo puede moverse mds de logn veces; la distancia a su raiz nunca
puede exceder de logn. Se concluye que cada ENCUENTRA requiere un méximo de
tiempo (logn).

Compresion de caminos

Otra idea que puede acelerar esta realizacién de CONJUNTO_CE es una compre-
sion de caminos. Durante un procedimiento ENCUENTRA, al seguir un camino des-
de algin nodo hasta la raiz, se hace que cada nodo encontrado en el camino sea un
hijo de la raiz. La forma mas fécil de realizar esto es en dos pasos. Primero se en-
cuentra la raiz y después se recorre de nuevo el mismo camino, haciendo que cada
nodo sea hijo de la raiz.

Ejemplo 5.7. La figura 5.27(a) muestra un drbol antes de ejecutar una operacion
ENCUENTRA en el nodo del elemento 7, y la figura 5.27(b) muestra el resultado
después de quedar 5 y 7 como hijos de la raiz. Los nodos 1 y 2 del camino no se
mueven porque | es la raiz y 2 ya es hijo de la raiz. O

La compresion de caminos no afecta al costo de los procedimientos COMBINA;
cada uno de ellos contintia consumiendo una cantidad constante de tiempo. Sin em-
bargo, existe un ligero incremento en la velocidad de ENCUENTRA, ya que la com-
presién de caminos tiende a acortar un numero grande de ellos, desde varios nodos
hasta la raiz, con relativamente poco esfuerzo.

Desafortunadamente, es muy dificil analizar el costo promedio de ENCUEN-
TRA cuando se usa la compresiéon de caminos. De manera que si no es necesario
que los drboles mds cortos se combinen dentro de los més grandes, no se requerird
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més tiempo que ((nlogn) para hacer n procedimientos ENCUENTRA. Por supues-
to, el primero de ellos puede llevar un tiempo O(n) por si mismo para un 4rbol que
conste de una cadena. Pero la compresién puede cambiar muy rdpido un 4rbol, y
con independencia del orden de aplicacién de ENCUENTRA a los elementos de
cualquier drbol, no se necesitar un tiempo mayor que O(n) para n procedimientos
ENCUENTRA. Sin embargo, existen secuencias de las instrucciones COMBINA vy
ENCUENTRA que requiere un tiempo Q(nlogn).

El algoritmo que usa compresién de caminos y combina los drboles mds peque-
fios dentro de los més grandes es asint6ticamente el método mads eficiente conocido
para aplicar CONJUNTO_CE. En particular, n procedimientos ENCUENTRA no
requieren un tiempo mayor que (na(n)), donde a(n) es una funcién no constante,
pero que crece mucho mds lentamente que logn. Se definird a(n) enseguida, pero
el andlisis que da lugar a esta cota est4 fuera del alcance de este libro.

(1) (1)
(20 ) OB ONONEN O
@ () »® OO W

ORONO,
ORO

(a) (b)

Fig. 5.27. Ejemplo de compresion de caminos.

Funcién aln)

La funcién a(n) estd muy relacionada con una funcién de crecimiento muy rdpido
A(x, y), conocida como funcion de Ackermann. A(x, y) estd definida en forma recur-
siva por:

A0, y) = | para y = (0
A(1,0)=2
Alx, 0)=x+ 2 parax =2
Alx, y)y=A(A(x-1,y), y-1)parax, y = |
Cada valor de y define una funcién de una variable. Por ejemplo, la tercera linea

dice que para y=0, esta funcidon es «sumar 2». Para y=1, se tiene A(x, 1) =
=A(A(x - 1,1), 0)=A(x - 1,1) + 2, para x > 1, con A(1, 1) = A(A4(0, 1), 0) = 4(1, 0) =
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=2, Asi, A(x, 1) = 2x para toda x = |. En otras palabras, A(x, 1) es «multiplicar por 2».
Después, A(x, 2) = A(A(x— 1, 2), 1) = 24(x— 1, 2) para x > 1. También, A(1, 2) =
= A(A(0, 2), 1) = A(1, 1) = 2. Asi, A(x, 2) = 2*. De modo semejante, es posible demos-
trar que A(x, 3) = 2% (pila de x niimeros 2), mientras que A(x, 4) crece tan rdpido
que no existe ninguna notacién matemdtica aceptada para tal funcién.

Una funcién de Ackermann de una sola variable puede definirse haciendo A(x) =
= A(x, x). La funcién a(n) es una seudoinversa de esta funcién de una sola variable.
Esto es, a(n) es la menor x tal que n < A(x). Por ejemplo, A(1) = 2, asf a(1) = a(2) =
=]. A(2) = 4, por lo que a(3) = a(4) = 2. A(3) =8, de modo que a(5) =...= a(8) =
= 3. De lo anterior parece que a{n) crece bastante uniformemente.

Sin embargo, A(4) es una pila de 65 536 nimeros 2. Como log(4(4)) es una pila
de 65 535 nimeros 2, no cabe esperar siquiera escribir 4(4) en forma explicita, ya
que se necesitarian log(A4(4)) bits. Asi, a(n) =< 4 para todos los enteros n que sea po-
sible encontrar. Aun asi, a(n) alcanzara finalmente los valores 5, 6, 7,... en su curso
inimaginablemente lento a infinito.

5.6 TDA con COMBINA y DIVIDE

Sea S un conjunto cuyos miembros estdn ordenados de acuerdo con la relacién <.
La operacién DIVIDE(S, S,, S,, x) divide a S en dos conjuntos: S, ={alaestd en §
ya<xlyS,=lalaestden Sya= xl El valor de S después de dividirse es inde-
finido, a menos que sea S, o S,. Existen varias situaciones donde es imprescindible
la operacién de divisién de conjuntos al comparar cada miembro con un valor fi-
Jjo x. Se considerard uno de esos problemas aqui.

Problema de la subsecuencia comin mas larga

Una subsecuencia de una secuencia x se obtiene al eliminar cero o méds elementos
de x (no necesariamente contiguos). Dadas dos secuencias x e y, una subsecuencia
comiin mds larga (SCL) es una secuencia mds larga que es una subsecuencia de x y
de y.

Por ejemplo, una SCL de 1,2,3,2,4,1,2yde2,4,3,1,2, 1 es la subsecuencia
2, 3, 2, 1, formada como se muestra en la figura 5.28. Existen otras SCL también,
como 2, 4, 1, 2, pero no existen subsecuencias comunes de longitud 5. Existe un man-
dato de UNIX, llamado diff, que compara archivos linea por linea y encuentra una
subsecuencia comiin mas larga, donde una linea de un archivo se considera como
un elemento de la subsecuencia, esto es, las lineas completas son semejantes a los
enteros 1, 2, 3 y 4 de la figura 5.28. La suposicién que respalda al mandato diff es
que las lineas de cada archivo que no se encuentran en esta SCL son lineas inserta-
das, suprimidas o modificadas al ir de un archivo al otro. Por ejemplo, si los dos
archivos son versiones del mismo programa realizadas con varios dias de diferen-
cia, diff encontrara los cambios, con una alta probabilidad.

Es posible encontrar varias soluciones generales al problema SCL que funcionan
en O(n?) pasos en secuencias de longitud n. El mandato diff usa una estrategia dife-
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rente que funciona bien cuando los archivos no tienen demasiadas repeticiones de
ninguna linea. Por ejemplo, los programas tenderdn a tener lineas begin y end repe-
tidas muchas veces, pero no es probable que otras lineas se repitan.

El algoritmo empleado por diff para encontrar una SCL hace uso de una realiza-
cién eficiente de conjuntos con las operaciones COMBINA y DIVIDE, para traba-
jar en un tiempo ((plogn), donde n es el nimero méximo de lineas de un archivo
y p es el niumero de pares de posiciones, una de cada archivo, que tienen la misma
linea. Por ejemplo, el valor de p para las cadenas de la figura 5.28 es 12. Los dos
unos de cada cadena contribuyen con cuatro pares, los nimeros 2 contribuyen con
seis pares, y 3 v 4 contribuyen con un par cada uno. En el peor caso, p podria ser
n?, y este algoritmo llevaria un tiempo O(n*logn). Sin embargo, en la préctica, p sue-
le estar mds cercano a n, por lo que puede esperarse una complejidad de tiempo
O(nlogn).

{12 3 2 41

/ \\\

2 4 3
Fig. 5.28. Subsacuencla comun maés larga.

Para empezar la descripcién del algoritmo, sean A =q,a,...4, y B=bb, ... b,
las dos cadenas de las cuales se desea obtener la SCL. El primer paso es tabular las
posiciones de la cadena A en las que aparezca a para cada valor de a. Esto es, se de-
fine LUGARES(a) =il a= a,-}. Se pueden calcular los conjuntos LUGARES(a) al
construir una correspondencia de simbolos a encabezados de las listas de posicio-
nes. Por medio de una tabla de dispersién se pueden crear los conjuntos LUGA-
RES(a) con (Xn) «pasos» en promedio, donde un «paso» es el tiempo que lleva ope-
rar en un simbolo, por ejemplo, dispersarlo o compararlo con otro. Este tiempo po-
dria ser una constante si los simbolos fueran caracteres o enteros. Sin embargo, si
los simbolos de 4 y B son en realidad lineas de texto, los pasos llevan una cantidad
de tiempo que depende de la longitud promedio de una linea de texto.

Al terminar el cdlculo de LUGARES(a) para cada simbolo a que aparece en una
cadena A, es posible encontrar una SCL. Para simplificar las cosas, sélo se mostrard
cémo encontrar la longitud de la SCL y se deja como ejercicio la construccidn real
de la SCL. El algoritmo considera cada b, para j= 1, 2, ..., m, en orden. Después de
considerar b, es necesario conocer la longitud de la SCL de las cadenas a,...a; y b,...5,
para cada ientre O y n.

Se agrupan los valores de [ en conjuntos S, para k=0, 1, ..., n, donde S, consiste
en todos los enteros i tales que la SCL de ay...q; y b;...b; tiene la longitud k. Obsér-
vese que S, siempre serd un conjunto de enteros consecutivos, y los enteros de Sy,
son mayores que los de S, para toda .

Ejemplo 5.8. Considérese la figura 5.28, con j = 5. Si se intenta comparar cero sim-
bolos de la primera cadena con los cinco primeros de la segunda (24312), se tendrd
una SCL de longitud 0, y asi 0 estd en S,. Si se emplea el primer simbolo de la pri-
mera cadena, es posible obtener una SCL de longitud 1, y si se manejan los dos pri-
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meros simbolos, 12, una SCL de longitud 2. Sin embargo, al usar 123, los primeros
tres simbolos, también se obtiene una SCL de longitud 2 cuando se comparan con
24312. Procediendo de esta manera, se descubre que S, =10}, S, ={1}, S, =12, 3|,
S;=14,5,6ly S,=1{7. O
Supdngase que se han calculado los S, para la posicién j - | de la segunda cade-
na y se desean modificar para aplicarlos a la posicién j. Considérese el conjunto LU-
GARES(b). Para cada r en LUGARES(B)), se ve si es posible aumentar alguna de
las SCL al agregar el resultado de comparar g, y b, a la SCL de a,...a,_, y de b,...b;
Esto es, si tanto r— 1 como r'estdn en S, entonces toda 5 = r en S, pertenece en
realidad a S, cuando se toma en consideracién b;. Para ver esto, se observa que se
pueden obtener k comparaciones entre 4,...a,; y b,...b;_,, a las cuales se les agrega
la comparaci6n entre a, y b. S, y S, se pueden modificar con los siguientes pasos.
1. ENCUENTRAC(r) para obtener S,.
2. Si ENCUENTRA(r - 1) no estd en S, entonces no se logra ninguna mejora de
comparar b; con a,. Saltar los siguientes pasos y no modificar S, 0 5; ., ,.
3. Si ENCUENTRA(r - 1) = S, aplicar DIVIDE(S,, S, S’ r) para separar de S,
los miembros que sean mayores o iguales que r,
4. COMBINA (S, Si. ., Si.,) para pasar esos elementos a S, .

Es importante considerar primero los miembros mas grandes de LUGARES(b).
Para ver por qué, supéngase, por ejemplo, que 7 y 9 pertenecen a LUGARES(b) y
que, antes de considerar b, S, =16, 7, 8, 9 y §, =110, 11].

Si se considera 7 antes que 9, se divide S; en S; =16} y S’ =17, 8, 9}, entonces
se hace S, =17, 8, 9, 10, 11}. Si luego se considera 9, se divide S, en S,=1{7, 8} y
§', =19, 10, 11}, para combinar 9, 10 y 11 en S;. As, se ha pasado 9 de S; a S; con-
siderando sdlo una posicién mds en la segunda cadena, que representa una imposi-
bilidad. Intuitivamente, lo que sucede es que se ha comparado en forma errénea b,
con a, y @, al crear una SCL imaginaria de longitud 5.

En la figura 5.29, se observa un bosquejo del algoritmo que genera los conjuntos
S, conforme se va analizando la segunda cadena. Para determinar la longitud de una
SCL, sélo hay que ejecutar ENCUENTRA(n) al final.

procedure SCL;
begin
(1 asigna valores iniciales S,=10, 1, .., n}ly S,=@ parai=1,2, .., m;
(2) for j:= 1 to n do { calcula los S, en la posicién j |
3) for r en LUGARES (b)), primero el mayor do begin
(4) k := ENCUENTRA(r);
(5) if k= ENCUENTRA(r-1) then begin | # no es el menor en S, }
(6) DIVIDE(S*. Sk' S‘b r);
(7 COMBINA (5, Seets Seat)
end
end
end; { SCL |

Fig. 5.29. Esbozo del programa de subsecuencia comun mas larga.
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Analisis de tiempo del algoritmo SCL

Como se menciond, el algoritmo de la figura 5.29 es un enfoque util sélo si no exis-
ten demasiadas comparaciones entre simbolos de las dos cadenas. La medida de nu-
mero de comparaciones es

p= i | LUGARES(h) |
=

donde |LUGARES(b) | denota el nimero de elementos en el conjunto LUGA-
RES(d)). En otras palabras, p es la suma sobre todas las bj del nimero de posiciones
de la primera cadena que coinciden con b, Recuérdese que en el anlisis de la com-
paracién de archivos, se esperaba que p fuera del mismo orden que m y n, las lon-
gitudes de las dos cadenas (archivos).

Esto hace que el 4rbol 2-3 sea una buena estructura para los conjuntos S;. Se pue-
de asignar valor inicial a esos conjuntos, como en la linea (1) de la figura 5.29, en
O(n) pasos. La operacion ENCUENTRA requiere un arreglo que sirva como una
correspondencia de las posiciones r a las hojas de r y también requiere apuntadores
a los padres en ¢l drbol 2-3. El nombre del conjunto, es decir, k para S, puede con-
servarse en la raiz, asi que se puede ejecutar ENCUENTRA en Oflogn) pasos, si-
guiendo los apuntadores a los padres hasta llegar a la raiz. Asi, el conjunto de las
ejecuciones de las lineas (4) y (5) juntas lleva un tiempo O(plogn), pues dichas lineas
se ejecutan una a la vez, para cada coincidencia encontrada.

La operacion COMBINA de la linea (5) tiene la propiedad especial de que cada
miembro de 5, es menor que cada miembro de S, , |, y se puede aprovechar este he-
cho cuando se usan drboles 2-3 para la aplicacion . Para empezar la operacién
COMBINA, se coloca el drbol 2-3 de S, a la izquierda del de S, , ,. Si ambos tienen
la misma altura, se crea una raiz nueva con las raices de los dos drboles como sus
hijos. Si §’, es mds corto, se inserta la raiz de ese drbol como el hijo més a la iz-
quierda del nodo mas a la izquierda de S, , , en el nivel apropiado. Si este nodo tie-
ne ahora cuatro hijos, se modifica el arbol exactamente de la misma forma que se
hizo en el procedimiento INSERTAR de la figura 5.20. En la figura 5.30 se muestra
un ejemplo. En forma semejante, si S, ,, es mds corto, se hace que su raiz quede
como el hijo més a la derecha del nodo mas a la derecha de S”, en el nivel apropiado.

La operacion DIVIDE en r requiere subir en el 4rbol a partir de una hoja r, du-
plicar cada nodo interior del camino y dar una copia para cada uno de los dos dr-
boles resultantes. Los nodos sin hijos se eliminan, y los nodos con un hijo se retiran
para que ese hijo quede insertado en el 4rbol y nivel adecuados.

Ejemplo 5.9. Supdngase que se divide el arbol de la figura 5.30(b) en el nodo 9. Los
dos drboles con nodos duplicados se muestran en la figura 5.31(a). A la izquierda,
el padre de 8 tiene s6lo un hijo, por lo que 8 se convierte en hijo del padre de 6 y 7.

t Estrictamente hablando, se deberia usar un nombre diferente para la operacién COMBINA, pues la
realizacion que se propone no efectiia la unién arbitraria de conjuntos disjuntos, y hace que los elementos
estén clasificados para que puedan llevarse a cabo operaciones como DIVIDE y ENCUENTRA.
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O

10 1112 13 14 6 7 8 9 10 1112 13 14
S, Spa S
(a) Antes de la reestructuracion (b) Después de la reestructuracién

Fig. 5.30. Ejemplo de COMBINA.

b (D

9 1112 13 14

(a) Arboles divididos

A AN

6 7 8 9 101112 13 14
(b) Resultado de la reestructuracion
Fig. 5.31. Ejemplo de DIVIDE.
Este padre tiene ahora tres hijos, asi que todo queda como debe ser; si tuviera cua-

tro hijos, se habria creado un nodo nuevo e insertado en el 4rbol. Sélo es necesario
eliminar nodos con cero hijos (el padre anterior de 8) y la cadena de nodos con un
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hijo que llega a la raiz. El padre de 6, 7 y 8 se convierte en la nueva raiz, como se
muestra en la figura 5.31(b). En forma semejante, en el 4rbol del lado derecho, 9 que-
da como hermano de 10 y 11, y se eliminan los nodos innecesarios, como se mues-
tra también en la figura 5.31(b). O

Si se divide y reorganiza el drbol 2-3 de abajo hacia arriba, considerando una
gran cantidad de casos es posible demostrar que ({logn) pasos son suficientes. Asi,
el tiempo total consumido en las lineas (6) y (7) de la figura 5.29 es O(plogn), v el
algoritmo en su totalidad requiere O(plogn) pasos. Es necesario agregar el tiempo de
preprocesamiento requerido para calcular y clasificar LUGARES(a) para los simbo-
los a. Como ya se menciond, si los simbolos a son objetos «grandes», este tiempo
puede ser mucho mayor que cualquier otra parte del algoritmo. Como se verd en el
capitulo 8, si los simbolos pueden ser manipulados y comparados en «pasos» senci-
llos, un tiempo ((nlogn) es suficiente para clasificar la primera cadena a,q4, ... @, (en
realidad, para clasificar los objetos (i, @,) en el segundo campo), asi que LUGA-
RES(a) puede leerse en esta lista en un tiempo O(n). Asi, la longitud de la SCL pue-
de calcularse en un tiempo O{max(n, p)logn), el cual puede considerarse como
O(plogn), va que p = n es normal,

Ejercicios

5.1 Dibujense todos los posibles drboles binarios de busqueda que contengan
los elementos 1, 2, 3y 4.

5.2 Insértense los enteros 7, 2, 9, 0, 5, 6, 8, 1 en un drbol binario de busqueda
por medio de la aplicacion repetida del procedimiento INSERTA de la fi-
gura 5.3.

53 Mué;trese el resultado obtenido al suprimir 7 y después 2 del drbol final
del ejercicio 5.2.

*5.4 Cuando se eliminan dos elementos de un arbol binario de bisqueda con el
procedimiento de la figura 5.5, ;depende alguna vez el arbol final del or-
den en que se eliminaron?

5.5 Sedesea tener informacién de todas las subcadenas de cinco caracteres que
ocurren dentro de una cadena dada por medio de un trie. Muéstrese el trie
que resulta de insertar las 14 subcadenas de longitud 5 de la cadena ABC-
DABACDEBACADEBA.

*5.6 Para realizar el ejercicio 5.5, se podria poner un apuntador en cada hoja, lo
cual representaria la cadena abcede, al nodo interior que representa el sufijo
bede. De esa manera, si se recibe el siguiente simbolo, por ejemplo F, no
hay que insertar todo bedef, partiendo de la raiz. Mds aun, habiendo visto
abede, es posible crear también nodos para bede, cde, de, v e, ya que, a me-
nos que la secuencia concluya abruptamente, mds tarde se necesitardn esos
nodos. Modifiquense la estructura de datos del trie para colocar esos apun-
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tadores, y el algoritmo de insercion en un trie, para aprovechar esta estruc-
tura de datos.

Muéstrese el 4rbol 2-3 que resulta de insertar los elementos 5, 2, 7, 0, 3, 4,
6, 1, 8, 9 en un conjunto vacio, representado como un drbol 2-3.

Muséstrese el resultado obtenido de eliminar el 3 del 4rbol 2-3 del ejerci-
cio 5.7.

Muéstrense los valores sucesivos de las S, al aplicar el algoritmo SCL de la
figura 5.29 con la primera cadena abacabada, y la segunda bdbacbad.

Supodngase que se emplean drboles 2-3 para aplicar las operaciones COM-
BINA y DIVIDE de la seccién 5.8.

a) Muéstrese el resultado de dividir el drbol del ejercicio 5.7 en el elemen-
to 6.

b) Combinese el drbol del ejercicio 5.7 con el drbol que consiste en hojas
para los elementos 10y 11.

Algunas estructuras estudiadas en este capitulo pueden modificarse facil-
mente para manejar el TDA CORRESPONDENCIA. Escribanse los proce-
dimientos ANULA, ASIGNA y CALCULA para operar sobre las siguien-
tes estructuras de datos.

a) Arboles binarios de buisqueda. El ordenamiento «<» se aplica a los ele-
mentos del dominio.

b) Arboles 2-3. En los nodos interiores, coldquese sélo el campo clave de
los elementos del dominio.

Demuéstrese que en cualquier subdrbol de un drbol binario de bisqueda,
el elemento minimo es un nodo sin hijo izquierdo.

Empléese el ejercicio 5.12 para producir una versién no recursiva de SU-
PRIME_MIN.

Escribanse los procedimientos ASIGNA, VALOR_DE, ANULA, y TO-
MA_NUEVO para nodos de tries representados como listas de celdas.

(Cémo se comparan el trie (con la realizacion de lista de celdas), la tabla de
dispersion abierta y el drbol binario de bisqueda en cuanto a velocidad y
utilizacién de espacio cuando los elementos son cadenas de hasta diez carac-
teres?

Si los elementos de un conjunto se ordenan de acuerdo con la relacién «<n,
se pueden guardar uno o dos elementos (no sélo sus claves) en los nodos
internos de un drbol 2-3, sin tener que guardarlos en las hojas. Escribanse
los procedimientos INSERTA y SUPRIME para arboles 2-3 de este tipo.

Otra modificacién que se podria hacer a los 4rboles 2-3 seria guardar sélo
claves en nodos internos, sin requerir que las claves k, y k, de un nodo sean
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en realidad las claves minimas del segundo y tercer subdrboles, sino sélo
que todas las claves k del tercer subdrbol satisfagan k = k,, todas las claves
del segundo satisfagan k, < k < k;, y todas las claves k del primero satis-
fagan k < k,.

a) ;Coémo se simplifica SUPRIME con esta convencién?
b) ;/Qué operaciones de diccionarios o de correspondencias se hacen mas
complicadas o menos eficientes?

Otra estructura de datos que maneja diccionarios con la operacién MIN
es el drbol AVL (nombre debido a las iniciales de sus inventores) o drbol
balanceado por altura. Son érboles binarios de busqueda en los cuales no
se permite que las alturas de dos hermanos difieran en mds de uno. Escri-
banse los procedimientos INSERTA y SUPRIME respetando la propiedad
de 4rbol AVL.

Escribase un programa en Pascal para el procedimiento insertal de la fi-
gura 5.21.

Un autdmata finito consiste en un conjunto de estados, los cuales se toma-
rin como los enteros 1..n, y una tabla transiciones [estado, entrada) que da
el siguiente estado para cada estado y cada cardcter de entrada. En este caso,
se supondra que la entrada es 0 6 1; mds aun, ciertos estados se designan
como estados de aceptacion. También se supondra que todos, y tinicamente
los estados con numeracién par son de aceptacién. Dos estados p y g son
equivalentes si son el mismo o0 a) ambos son de aceptacién o ambos son de
no aceptacion, b) con la entrada 0 se transfieren a estados equivalentes, y
¢) con la entrada 1 se transfieren a estados equivalentes. Intuitivamente,
los estados equivalentes se comportan igual en todas las secuencias de en-
trada. Escribase un programa que use las operaciones de CONJUNTO_CE
y que calcule los conjuntos de estados equivalentes de un autémata finito
dado.

En la realizacién con arboles de CONJUNTO_CE:

a) Demuéstrese que se necesita un tiempo $d(nlogn) para ciertas listas de
n operaciones si se usa la compresién de caminos, pero se permite la
combinacién de drboles grandes con otros mds pequefios.

b) Demuéstrese que O(na(n)) es el tiempo de ejecucién en el peor caso para
n operaciones si se usa compresion de caminos, y se combina siempre el
arbol mds pequefio con el mds grande.

Seleccidnese una estructura de datos y escribase un programa para calcular
LUGARES (tal como se definid en la Sec. 5.6) en un tiempo promedio ((n)
para cadenas de longitud n.

Modifiquese el procedimiento SCL de la figura 5.29 para obtener la SCL,
no solo su longitud.
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*5.24 Escribase en forma detallada un procedimiento DIVIDE para trabajar con
arboles 2-3.

*5.25 Si los elementos de un conjunto representado por medio de un érbol 2-3
constaran sélo de un campo clave, un elemento cuya clave apareciera en
un nodo interno no necesitaria estar en una hoja. Escribanse otra vez las
operaciones de diccionario para aprovechar este hecho y evitar el almace-
namiento de un elemento en dos nodos diferentes.
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Grafos dirigidos

En los problemas originados en ciencias de la computacién, matematicas, ingenieria
y muchas otras disciplinas, a menudo es necesario representar relaciones arbitrarias
entre objetos de datos. Los grafos dirigidos y los no dirigidos son modelos naturales
de tales relaciones. Este capitulo presenta las estructuras de datos bésicas que pue-
den usarse para representar grafos dirigidos. También se presentan algunos algorit-
mos bdsicos para la determinacién de conectividad en grafos dirigidos y para en-
contrar los caminos més cortos. .

6.1 Definiciones fundamentales

Un grafo dirigido G consiste en un conjunto de vértices ¥ y un conjunto de arcos
A. Los vértices se denominan también nodos o puntos; los arcos pueden llamarse ar-
cos dirigidos o lineas dirigidas. Un arco es un par ordenado de vértices (v, w); v es
la cola y w la cabeza del arco. El arco (v, w) se expresa a menudo como v — w y se

representa como

Obsérvese que la «punta de la flecha» estd en el vértice llamado «cabeza», y la cola,
en el vértice llamado «cola». Se dice que el arco v— w va de v a w, y que w es ad-
yacente a v.

Ejemplo 6.1. La figura 6.1 muestra un grafo dirigido con cuatro vértices y cinco ar-
cos. O

Los vértices de un grafo dirigido pueden usarse para representar objetos, y los
arcos, relaciones entre los objetos. Por ejemplo, los vértices pueden representar ciu-
dades, y los arcos, vuelos aéreos de una ciudad a otra. En otro ejemplo, como el que
se presento en la seccién 4.2, un grafo dirigido puede emplearse para representar el
flujo de control en un programa de computador. Los vértices representan bloques
bdsicos, y los arcos, posibles transferencias del flujo de control.

Un camino en un grafo dirigido es una secuencia de vértices v,, vs, ..., ¥,, tal que
V)= ¥, V3> V3, .y Vo — V, SON arcos. Este camino va del vértice v, al vértice v,



REPRESENTACIONES DE GRAFOS DIRIGIDOS 201

pasa por los vértices v, vy, ..., V,_;, ¥ termina en el vértice v,. La longitud de un ca-
mino es el nimero de arcos en ese camino, en este caso, # — 1. Como caso especial,
un vértice sencillo, v, por s{ mismo denota un camino de longitud cero de va v. En
la figura 6.1, la secuencia 1, 2, 4 es un camino de longitud 2 que va del vértice | al
vértice 4.

~—

Fig. 6.1, Grafo dirigido.

Un camino es simple si todos sus vértices, excepto tal vez el primero y el ultimo,
son distintos. Un ciclo simple es un camino simple de longitud por lo menos uno,
que empieza y termina en el mismo vértice. En la figura 6.1, el camino 3, 2, 4, 3 es
un ciclo de longitud 3.

En muchas aplicaciones es 1itil asociar informaci6n a los vértices y arcos de un
grafo dirigido. Para este propdsito es posible usar un grafo dirigido etiquetado, en el
cual cada arco, cada vértice 0 ambos pueden tener una etiqueta asociada. Una eti-
queta puede ser un nombre, un costo o un valor de cualquier tipo de datos dado.

Ejemplo 6.2. La figura 6.2 muestra un grafo dirigido etiquetado en el que cada arco
est4 etiquetado con una letra que causa una transicién de un vértice a otro. Este gra-
fo dirigido etiquetado tiene la interesante propiedad de que las etiquetas de los ar-
cos de cualquier ciclo que sale del vértice 1 y vuelve a él producen una cadena de
caminos a y b en la cual los nimeros de a y de b son pares. 0

En un grafo dirigido etiquetado, un vértice puede tener a la vez un nombre y
una etiqueta. A menudo se empleard la etiqueta del vértice como si fuera el nombre.
Asi, los numeros de la figura 6.2 pueden interpretarse como nombres 0 como eti-
quetas de vértices.

6.2 Representaciones de grafos dirigidos

Para representar un grafo dirigido se pueden emplear varias estructuras de datos; la
seleccién apropiada depende de las operaciones que se aplicardn a los vértices y a
los arcos del grafo. Una representacién comiin para un grafo dirigido G = (¥, 4) es
la matriz de adyacencia. Supéngase que V= {1, 2, ..., n}. La matriz de adyacencia
para G es una matriz 4 de dimensién n x n, de elementos booleanos, donde A[i, j] es
verdadero si, y s6lo si, existe un arco que vaya del vértice i al j. Con frecuencia se
exhibirdn matrices de adyacencias con 1 para verdadero y 0 para falso; las matrices
de adyacencias pueden incluso obtenerse de esa forma. En la representacion con una
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matriz de adyacencia, el tiempo de acceso requerido a un elemento es independien-
te del tamafio de ¥ y A. Asi, la representacién con matriz de adyacencia es iitil en
los algoritmos para grafos, en los cuales suele ser necesario saber si un arco dado
estd presente.

Fig. 6.2. Grafo dirigido de transiciones.

Algo muy relacionado con esto es la representacion con matriz de adyacencia eti-
quetada de un grafo dirigido, donde A[j, J] es la etiqueta del arco que va del vérti-
ce i al vértice j. Si no existe un arco de i a j, debe emplearse como entrada para A[i, ]
un valor que no pueda ser una etiqueta vélida.

Ejemplo 6.3 La figura 6.3. muestra la matriz de adyacencia etiquetada para el gra-
fo dirigido de la figura 6.2. Aqui, el tipo de la etiqueta es un carécter, y un espacio
representa la ausencia de un arco. O

LSRR S

Fig. 8.3. Matriz de adyacencia etiquetada para el grafo dirigido de la figura 6.2.

La principal desventaja de usar una matriz de adyacencia para representar un gra-
fo dirigido es que requiere un espacio £(n?) aun si el grafo dirigido tiene menos de
n? arcos. Sélo leer o examinar la matriz puede llevar un tiempo O(n?), lo cual inva-
lidaria los algoritmos O(n) para la manipulacién de grafos dirigidos con (n) arcos.

Para evitar esta desventaja, se puede utilizar otra representacién comuin para un
grafo dirigido G = (¥, A) llamada representacién con lista de adyacencia. La lista
de adyacencia para un vértice / es una lista, en algiin orden, de todos los vértices
adyacentes a i. Se puede representar G por medio de un arreglo CABEZA, donde
CABEZA[i] es un apuntador a la lista de adyacencia del vértice /. La representa-
cién con lista de adyacencia de un grafo dirigido requiere un espacio proporcional
a la suma del nimero de vértices més el nimero de arcos; se usa bastante cuando
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¢l nimero de arcos es mucho menor que 7% Sin embargo, una desventaja potencial
de la representacion con lista de adyacencia es que puede llevar un tiempo O(n) de-
terminar si existe un arco del vértice i al vértice j, ya que puede haber O(n) vértices
en la lista de adyacencia para el vértice .

Ejemplo 6.4. La figura 6.4 muestra una representacion con lista de adyacencia

para el grafo dirigido de la figura 6.1, donde se usan listas enlazadas sencillas. Si los
arcos tienen etiquetas, éstas podrian incluirse en las celdas de la lista ligada.

e e N = o N B

Fig. 6.4. Representacion con lista de adyacencia para el grafo dirigido
de la figura 6.1

Si hubo inserciones y supresiones en las listas de adyacencias, seria preferible te-
ner el arreglo CABEZA apuntando a celdas de encabezamiento que no contienen vérti-
ces adyacentes 1. Por otra parte, si se espera que el grafo permanezca fijo, sin cam-
bios (o con muy pocos) en las listas de adyacencias, serfa preferible que CABEZA[i]
fuera un cursor a un arreglo ADY, donde ADY[CABEZA[i]], ADY[CABEZA[i] + 1],
..., y asi sucesivamente, contuvieran los vértices adyacentes al vértice {, hasta el pun-
to en ADY donde se encuentra por primera vez un cero, ¢l cual marca el fin de la
lista de vértices adyacentes a i. Por ejemplo, la figura 6.1 puede representarse con
la figura 6.5. O

TDA grafo dirigido

Se podria definir un TDA que correspondiera formalmente al grafo dirigido y estu-
diar las implantaciones de sus operaciones. No se redundara demasiado en esto, por-
que hay poco material en verdad nuevo y las principales estructuras de datos para
grafos ya han sido cubiertas. Las operaciones mas comunes en grafos dirigidos in-
cluyen la lectura de la etiqueta de un vértice o un arco, la insercion o supresion de
vértices y arcos, y el recorrido de arcos desde la cola hasta la cabeza.

Las ultimas operaciones requieren mas cuidado. Con frecuencia, se encuentran
en proposiciones informales de programas como

for cada vértice w adyacente al vértice v do
{alguna accién sobre w} (6.1)

+ Esta es otra manifestacion del viejo problema de Pascal de hacer insercidn y supresién en posiciones
arbitrarias de listas enlazadas sencillas.
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Fig. 6.5. Otra representacion con lista de adyacencia
de la figura 6.1.

Para obtener esto, es necesaria la nocién de un tipo indice para el conjunto de vér-
tices adyacentes a alglin vértice v. Por ejemplo, si las listas de adyacencias se usan
para representar el grafo, un indice es, en realidad, una posicién en la lista de adya-
cencia de v. Si se usa una matriz de adyacencia, un indice es un entero que repre-
senta un vértice adyacente. Se requieren las tres operaciones siguientes en grafos diri-
gidos.

I. PRIMERO(), que devuelve el indice del primer vértice adyacente a v. Se de-
vuelve un vértice nulo A si no existe ningiin vértice adyacente a v.

2. SIGUIENTE(y, i), que devuelve el indice posterior al indice i de los vértices ad-
yacentes a v. Se devuelve A si / es el dltimo vértice de los vértices adyacentes a v.

3. VERTICE(v, i), que devuelve el vértice cuyo indice i estd entre los vértices ad-
yacentes a v.

Ejemplo 6.5. Si se escoge la representacién con matriz de adyacencia, VERTI-
CE(v, i) devuelve i. PRIMERO(v) y SIGUIENTE(y, i) pueden escribirse como en la
figura 6.6, para operar en una matriz booleana A de n x n definida de manera ex-
terna. Se supone que A4 estd declarada como

array [1..n, 1..n] of boolean

y que 0 se emplea para A. Después, se obtiene la proposicién (6.1) como en la figura
6.7. @

function PRIMERO ( v: integer) : integer;
var
i: integer;
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begin
for i := 1 to n do
if A[v, i] then
retarn(i);
return (0) { si se llega aqui, v no tiene vértices adyacentes |
end; { PRIMERO |

function SIGUIENTE ( v: integer; i: integer ) : integer;

var

J : integer;
begin

for j:=i+1 to n do

if A[v, j] then
return ());

return (0)

end; { SIGUIENTE |

Fig. 6.6. Operaciones para recorrer vértices adyacentes.

i == PRIMERO(v);
while i <>A do begin
w = VERTICE(, i);
{ alguna accién en w i
i:=SIGUIENTE(v, i)
end

Fig. 6.7. Iteracion en vértices adyacentes a v.

6.3 Problema de los caminos mas cortos con un solo origen

En esta seccion se considera un problema comin de bisqueda de caminos en grafos
dirigidos. Sup6ngase un grafo dirigido G = (¥, 4) en el cual cada arco tiene una eti-
queta no negativa, y donde un vértice se especifica como origen. El problema es de-
terminar el costo del camino mds corto del origen a todos los demds vértices de V,
donde la longitud de un camino es la suma de los costos de los arcos del camino.
Esto se conoce con el nombre de problema de los caminos mds cortos con un solo
origen t. Obsérvese que se hablard de:caminos con «longitud» aun cuando los cos-
tos representan algo diferente, como tiempo.

Sea G un mapa de vuelos en el cual cada vértice representa una ciudad, y cada

1 Se puede esperar que un problema mds natural sea encontrar el camino més corto entre el origen y
un vértice destino particular. Sin embargo, ese problema parece tan dificil en general como el de los cami-
nos mds cortos con un solo origen (a menos que se tenga la suerte de encontrar el camino al destino antes
que alguno de los otros vértices y asi terminar el algoritmo un poco antes que si se buscaran los caminos
hacia 1odos los vértices).
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arco v — w, una ruta aérea de la ciudad v a la ciudad w. La etiqueta del arco v— w
es el tiempo que se requiere para volar de v a w . La solucidn del problema de los
caminos m4s cortos con un solo origen para este grafo dirigido determinarfa el tiem-
po de viaje minimo para ir de cierta ciudad a todas las demds del mapa.

Para resolver este problema se manejard una técnica «dvida» conocida como
algoritmo de Dijkstra, que opera a partir de un conjunto S de vértices cuya distancia
mas corta desde el origen ya es conocida. En principio, S contiene sélo el vértice de
origen. En cada paso, se agrega algun vértice restante v a S, cuya distancia desde el
origen es la mas corta posible. Suponiendo que todos los arcos tienen costo no ne-
gativo, siempre es posible encontrar un camino mds corto entre el origen y v que
pasa solo a través de los vértices de S, y que se llama especial. En cada paso del al-
goritmo, se utiliza un arreglo D para registrar la longitud del camino especial mas
corto a cada vértice. Una vez que S incluye todos los vértices, todos los caminos son
«especiales», asi que D contendra la distancia mds corta del origen a cada vértice.

El algoritmo se da en la figura 6.8, donde se supone que existe un grafo dirigido
G=(V, A enel que V=11, 2, ..., n} yel vértice 1 es el origen. C es un arreglo bidi-
mensional de costos, donde CTi, j] es el costo de ir del vértice i al vértice j por el ar-
co i — j. 8i no existe el arco i — j, se supone que ([}, j] es oo, un valor mucho mayor
que cualquier costo real. En cada paso, D[i] contiene la longitud del camino especial
més corto actual para el vértice i.

Ejemplo 6.6. Apliquese Dijkstra al grafo dirigido de la figura 6.9. En principio,
S = {1, D[2] = 10, D[3] = co, D[4] = 30 y D[5] = 100. En la primera iteracién del ci-
clo for de las lineas (4) a (8), w= 2 se selecciona como el vértice con el minimo va-
lor D. Después se hace D[3] = min(co, 10 + 50) = 60. D[4] y D[5] no cambian por-
que el camino para llegar a ellos directamente desde 1 es mds corto que pasar por
el vértice 2. La secuencia de valores D después de cada iteracién se muestra en la
figura. 6.10. O

Para reconstruir el camino mas corto del origen a cada vértice, se agrega otro arre-
glo P de vértices, tal que P[v] contenga el vértice inmediato anterior a v en el cami-
no més corto. Se asigna P[v] valor inicial 1 para toda v # 1. El arreglo P puede
actualizarse después de la linea (8) de Dijkstra. Si D{w] + CTw, v] < D[v] en la linea
(8), después se hace P[v] := w. Al término de Dijkstra, el camino a cada vértice pue-
de encontrarse regresando por los vértices predecesores del arreglo P.

procedure Dijkstra;
| Dijkstra calcula el costo de los caminos mds cortos entre el vértice 1
y todos los demés de un grafo dirigido |

begin
(1) S={1}
(2) for i:=2tondo

+ Cabria suponer que puede usarse un grafo no dirigido, ya que la etiqueta de los arcos v —=wy w—v
serfa la misma. Sin embargo, los tiempos de viaje son diferentes en direcciones diferentes, debido a los
vientos. De cualquier forma, aunque las etiquetas v — w y w — v fueran idénticas, esto no ayudaria
a resolver el problema.
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3) D[i] := (71, i]; | asigna valor inicial a D }
(4) for i := 1 to n—1 do begin
(5) elige un vértice w en V-S tal que D[w] sea un minimo;
(6) agrega wa S
(7 for cada vértice v en V-S do
(8) D[v] := min(D[v],D[w] + CTw, v])
end

end; { Dijkstra |
Fig. 6.8. Algoritmo de Dijkstra.

Fig. 6.9. Grafo dirigido con arcos etiquetados.

Ejemplo 6.7. Para el grafo dirigido del ejemplo 6.6, ¢l arreglo P debe tener los va-
lores P[2] = 1, P[3] = 4, P[4] = 1 y P[5] = 3. Para encontrar el camino més corto del
vértice 1 al vértice 5, por ejemplo, se siguen los predecesores en orden inverso co-
menzando en 5. A partir del arreglo P, se determina que 3 es el predecesor de 5, 4

el predecesor de 3 y 1 el predecesor de 4. Asi, el camino mds corto entre los vérti-
ceslySesl, 4,35 0

Iteracién 5 w D[2] D[3] D[4 D[5]
inicial {1} 10 o 30 100

1 {1,2} 2 10 60 30 100
2 11,2,4} 4 10 50 30 90
3 {1,243, 3 10 50 30 60
4 {1,2,4,3,5) 5 10 50 30 60

Fig. 6.10. Calculos de Dijkstra en el grafo dirigido de la figura 6.9.

Por qué funciona el algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra es un ejemplo donde la «avidez» funciona, en el sen-
tido de que lo que aparece localmente como lo mejor, se convierte en lo mejor de
todo. En este caso, lo «mejom localmente es encontrar la distancia al vértice w que
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est4 fuera de S, pero tiene el camino especial mds corto. Para ver por qué en este
caso no puede haber un camino no especial mas corto desde el origen hasta w, ob-
sérvese la figura 6.11, en la que se muestra un camino hipotético més corto a w que
primero sale de S para ir al vértice x, después (tal vez) entra y sale de S varias veces
antes de llegar finalmente a w.

Pero si este camino es més corto que el camino especial mds corto a w, el seg-
mento inicial del camino entre el origen y x es un camino especial a x més corto que
el camino especial mds corto a w. (Obsérvese lo importante que es el hecho de que
los costos no sean negativos; sin ello, este argumento no serfa vélido, y de hecho, el
algoritmo de Dijkstra no funcionaria correctamente.) En este caso, se debié selec-
cionar x en vez de w en la linea (5) de la figura 6.8, porque D[x] fue menor que D[w].

Para completar la demostracién de que la figura 6.8 funciona, se verifica que en
todos los casos D[v] es realmente la distancia mds corta de un camino especial al vér-
tice v. La clave de este razonamiento estd en observar que al agregar un nuevo vér-
tice w a S en la linea (6), las lineas (7) y (8) ajustan D para tener en cuenta la posi-
bilidad de que exista ahora un camino especial més corto a v a través de w. Si ese
camino va a través del anterior S a w, e inmediatamente después a v, su costo,
D[w] + CIw, v], serd comparado con D[] en la linea (8), y D[v] se reducird si el nue-
vo camino especial es m4s corto. La otra posibilidad de un camino especial mas cor-
to se muestra en la figura 6.12, donde el camino va a w, después regresa al anterior
S, a algiin miembro x del S anterior, y luego a v.

Pero en realidad no puede existir tal camino; puesto que x se colocd en S antes
que w, el més corto de todos los caminos entre el origen y x pasa sélo a través del
S anterior. Por tanto, el camino hacia x a través de w, mostrado en la figura 6.12,
no es mds corto que el camino que va directo a x a través de 5. Como resultado, la
longitud del camino de la figura 6.12 entre el origen y w, x, y v no es menor que el
anterior valor de D[v], va que D[v] no fue mayor que la longitud del camino mds cor-
to hasta x a través de S y después directamente a w. Asi, D{v] no puede reducirse en
la linea (8) por medio de un camino que pase por w y x, como el de la figura 6.12,
y no es necesario considerar la longitud de esos caminos.

Fig. 6.11. Camino hipotético mas corto a w.
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anterior S

Fig. 6.12. Camino especial mas corto imposible.

Tiempo de ejecucion del algoritmo de Dijkstra

Supéngase que la figura 6.8 opera en un grafo dirigido con n vértices y a aristas. Si
se emplea una matriz de adyacencia para representar el grafo dirigido, el ciclo de
las lineas (7) y (8) lleva un tiempo O(n), y se ejecuta n — 1 veces para un tiempo to-
tal de O(n?). El resto del algoritmo, como se puede observar, no requiere mas tiempo
que esto.

Si a es mucho menor que n?, puede ser mejor utilizar una representacién con lis-
ta de adyacencia del grafo dirigido y emplear una cola de prioridad obtenida a ma-
nera de arbol parcialmente ordenado para organizar los vértices de ¥ - S. El ciclo
de las lineas (7) y (8) se puede realizar recorriendo la lista de adyacencia para wy ac-
tualizando las distancias en la cola de prioridad. Se hard un total de a actualiza-
ciones, cada una con un costo de tiempo (logn), por lo que el tiempo total consu-
mido en las lineas (7) y (8) es ahora (alogn), en vez de ((n?).

Las lineas (1) a (3) llevan un tiempo O(n), al igual que las lineas (4) y (6). Al ma-
nejar la cola de prioridad para representar ¥ - S, las lineas (5) y (6) implantan exac-
tamente la operacién SUPRIME_MIN y cada una de las n - 1 iteraciones de esas
lineas requiere un tiempo O(logn).

Como resultado, el tiempo total consumido en esta versién del algoritmo de
Dijkstra estd acotado por (Xalogn). Este tiempo de ¢jecucién es mucho mejor que
O(n?) si a es muy pequeita, comparada con n%.

6.4 Problema de los caminos més cortos entre todos los pares

Supo6ngase que se tiene un grafo dirigido etiquetado que da el tiempo de vuelo para
ciertas rutas entre ciudades, y se desea construir una tabla que brinde el menor tiem-
po requerido para volar entre dos ciudades cualesquiera. Este es un ejemplo del pro-
blema de los caminos mds cortos entre todos los pares (CMCP). Para plantear el pro-
blema con precisién, se emplea un grafo dirigido G = (¥, A) en el cual cada arco
v — w tiene un costo no negativo C[v, w]. El problema CMCP es encontrar el cami-
no de longitud més corta entre v y w para cada par ordenado de vértices (v, w).
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Podria resolverse este problema por medio del algoritmo de Dijkstra, tomando
por turno cada vértice como vértice origen, pero una forma m4s directa de solucién
es mediante el algoritmo creado por R. W. Floyd. Por conveniencia, se supone otra
vez que los vértices en v estdn numerados 1, 2, ..., n. El algoritmo de Floyd usa una
matriz A de n x n en la que se calculan las longitudes de los caminos més cortos. Ini-
cialmente se hace A[J, /] = CTi, j ] para toda i # j. Si no existe un arco que vaya de
i a j, se supone que CTi, j] = co. Cada elemento de la diagonal se hace 0.

Después, se hacen -n iteraciones en la matriz 4. Al final de la k-ésima iteracién,
Ali, j] tendrd por valor la longitud mds pequeiia de cualquier camino que vaya des-
de el vértice / hasta el vértice j y que no pase por un vértice con nimero mayor que
k. Esto es, i y j, los vértices extremos del camino, pueden ser cualquier vértice, pero
todo vértice intermedio debe ser menor o igual que k.

En la k-ésima iteracion se aplica la siguiente férmula para calcular A.

A 0]

Adi, j] =
b} = in { Ay T K+ Ay Tk 1)
El subindice k denota el valor de la matriz A después de la k-ésima iteracién; no in-
dica la existencia de n matrices distintas. Pronto, se eliminardn esos subindices. Esta
férmula tiene la interpretacién simple de la figura 6.13.

Para obtener 4,[/, j], se compara 4, _[i, j] , el costo de ir de i a j sin pasar por k
0 cualquier otro vértice con numeracidn mayor, con 4, _[i, k] + A, _ [k, j], el costo
de ir primero de i a k y después de k a j, sin pasar a través de un vértice con niimero
mayor que k. Si el paso por el vértice k produce un camino més econémico que el
de A,_[i, j], se elige ese costo para A,fi, j].

Fig. 6.13. Inclusion de k entre los vértices que van dej a j.

Ejemplo 6.8. Considérese el grafo dirigido ponderado que se muestra en la figura
6.14. En la figura 6.15 se muestran los valores iniciales de la matriz 4, y después de
tres iteraciones. O

Como Afi, k] = A, _ \[i, k] y Ak, j] = A;_,[k, j] , ninguna entrada con cualquier
subindice igual a k cambia durante la k-ésima iteracién. Por tanto, se puede realizar
el célculo sélo con una copia de la matriz 4. En la figura 6.16 se muestra un progra-
ma para realizar este cdlculo en matrices de n x n.

Es evidente que el tiempo de ejecucioén de este programa es O(n’), ya que el pro-
grama estd conformado por el triple ciclo anidado for. Para verificar que este progra-
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5
Fig. 6.14. Grafo dirigido ponderado.
ma funciona, es facil demostrar por induccién sobre k que después de k recorridos

por el triple ciclo for, 4[i, j] contiene la longitud del camino m4s corto desde el vér-
tice / hasta el vértice j que no pasa a través de un vértice con niumero mayor que k.

| 2 3 1 2 3
1|0 8 5 1|0 8 5
213 0 ] 23 0 8
3| o 2 0 3| = 2 0

Agli, j] Aqli, j)

1 2 3 1 2 3
1[0 8 5 1{0 7 5
2|3 0 8 2|3 0 8
315 2 0 3(5 2 0

Ajli, j] Asli, j]

Fig. 6.15. Valores de matrices A sucesivas.

procedure Floyd ( var A: array[l..n, 1..n] of real;
C: array[l..n, 1..n] of real );
{ Floyd calcula la matriz A de caminos m4s cortos dada la matriz de costos
de arcos C}
var
i, j, k: integer;
begin
fori:=1tondo
for j:=1to ndo
Al j] = CTE ks
fori:=1tondo
Ali, 1] :=0;
for k:= 1 to n do
fori:=1tondo
forj:=1tondo
if (A[i, k] + ALk, /1) < A[i. /] then
Ali, J] = A, k] + A[k, J]
end; { Floyd }

Fig. 6.16. Algoritmo de Floyd.
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Comparacién entre los algoritmos de Floyd y Dijkstra

Dado que la versién de Dijkstra con matriz de adyacencia puede encontrar los ca-
minos mas cortos desde un vértice en un tiempo O(n?), como el algoritmo de Floyd,
también puede encontrar todos los caminos mds cortos en un tiempo O(n?). El com-
pilador, la maquina y los detalles de realizacion determinardn las constantes de pro-
porcionalidad. La experimentacién y medicion son la forma mds ficil de descubrir
el mejor algoritmo para la aplicacién en cuestién.

Si a, el nimero de aristas, es mucho menor que #?, aun con el factor constante
relativamente bajo en el tiempo de ejecucién O(n®) de Floyd, cabe esperar que la ver-
sién de Dijkstra con lista de adyacencia, tomando un tiempo O(na logn) para re-
solver el CMCP, sea superior, al menos para grafos grandes y poco densos.

Recuperacion de los caminos

En muchos casos se desea imprimir el camino més econémico entre dos vértices.
Un modo de lograrlo es usando otra matriz P, donde P[i, j] tiene el vértice k que
permitié a Floyd encontrar el valor mas pequefio de A[i, j]. Si P{i, /1 =0, el camino
mais corto de i a j es directo, siguiendo el arco entre ambos. La versién modificada
de Floyd de la figura 6.17 almacena los vértices intermedios apropiados en P.

procedure mds_corto ( var A: array[l..n, 1..n] of real;
C: array[1..n, 1..n] of real; P: array[l..n, 1..n] of integer ),
| mds_corto toma una matriz de costos de arcos C de nxny produce una matriz 4
de nx n de longitudes de caminos mds cortos y una matriz Pde nx n
que da un punto en la «mitad» de cada camino mds corto |

var
i, J, k: integer;
begin
for i:=1 to ndo
for j:= | to n do begin
Ali, j] = CTi JI;
Pli,j]:=0
end;
fori:=1to ndo
Al 1] =05
for k:=1to ndo
for i:=1 to n de
for j =1 to n do
if A[i, k] + A[k. j] < A[i, /] then begin
Ali, j] = Ali, k] + Al J;
Pl jl=k
end
end; | mds_corto |

Fig. 6.17. Programa para los caminos mas cortos.
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Para imprimir los vértices intermedios del camino mas corto del vértice i hasta
el vértice j, se invoca el procedimiento camino(i, j) dado en la figura 6.18. Mientras
que en una matriz arbitraria P, camino puede iterar infinitamente, si P viene del pro-
cedimiento mds_corto, no es posible tener, por gjemplo, k en el camino mds corto
de / a j y también tener j en el camino mds corto de / a k. Obsérvese cémo la supo-
sicién de pesos no negativos es crucial otra vez.

procedure camino ( i, j: integer );
var
k: integer;
begin
k= Pli, jl;
if k=0 then
return;
camino(i, k),
writeln(k),
camino(k, j)
end; { camino |

Fig. 6.18. Procedimiento para imprimir el camino méas corto.

Ejemplo 6.9. La figura 6.19 muestra la matriz P final para el grafo dirigido de la
figura 6.14. O

(=T =R VL | -]
o — O |w

P
Fig. 6.19. Matriz P para el grafo dirigido de la figura 6.14.

Cerradura transitiva

En algunos problemas podria ser interesante saber solo si existe un camino de lon-
gitud igual o mayor que uno que vaya desde el vértice i al vértice j. El algoritmo de
Floyd puede especializarse para este problema; el algoritmo resultante, que antece-
de al de Floyd, se conoce como algoritmo de Warshall.

Supdngase que la matriz de costo C es s6lo la matriz de adyacencia para el gra-
fo dirigido dado. Esto es, Ci, j]= 1 si hay un arco de i a j, y O si no lo hay. Se desea
obtener la matriz 4 tal que A[/, /] =1 si hay un camino de longitud igual o mayor
que uno de 7 aj, y 0 en otro caso. A se conoce a menudo como cerradura transitiva
de ia matriz de adyacencia.

Ejemple 6.10. La figura 6.20 muestra la cerradura transitiva para la matriz de ad-
yacencia del grafo dirigido de la figura 6.14. O
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1 2 3
119 1 1
2|11 0 1
3|1 1 0

Fig. 6.20. Cerradura transitiva.

La cerradura transitiva puede obtenerse con un procedimiento similar a Floyd aplicando
la siguiente férmula en el k-ésimo paso en la matriz booleana A.

AL J] = A [3 7] 0 (g 8 K]y Ag_y [k J])

Esta férmula establece que hay un camino de i/ a j que no pasa por un vértice con
numero mayor que K si

1. ya existe un camino de { a j que no pasa por un vértice con nimero mayor que
k—1,0si

2. hay un camino de i a k que no pasa por un vértice con niimero mayor que k- 1,
y un camino de k a j que no pasa por un vértice con nimero mayor que k- 1.

Igual que antes, A[i, k] = A, _,[i, k] y A [k, j]1 = A,_ [k J], asi que se puede rea-
lizar el cdlculo con s6lo una copia de la matriz A. El programa en Pascal resultante,
llamado Warshall por su descubridor, se muestra en la figura 6.21.

procedure Warshall ( var A: array[1..n, 1..n] of boolean;
C: array[1..n, 1..n] of boolean );
{ Warshall convierte a 4 en la cerradura transitiva de C |
var
i, j, k: integer;
begin
fori:=1tondo
for j:=1to ndo
AlL =6 L
for k:=1tondo
fori:=1to ndo
forj:=1tondo
if A[J, j] = false then
Ali, J] := A[i, k] and A[k, /]
end; | Warshall |

Fig. 6.21. Algoritmo de Warshall para cerradura transitiva.

Un ejemplo: localizacion del centro de un grafo dirigido

Supéngase que se desea determinar el vértice mas central de un grafo dirigido. Este
problema puede resolverse ficilmente con el algoritmo de Floyd. Primero, se hace



PROBLEMA DE LOS CAMINOS MAS CORTOS ENTRE TODOS LOS PARES 215

m4s preciso el término «vértice mds central». Sea v un vértice de un grafo dirigido
G =(V, A). La excentricidad de v es

mﬁ:ﬁ {longitud minima de un camino de w a v}
wen

El centro de G es un vértice de minima excentricidad. Asi, el centro de un grafo di-
rigido es un vértice mds cercano al vértice mds distante.

Ejemplo 6.11. Considérese el grafo dirigido ponderado de la figura 6.22.

Fig. 6.22. Grafo dirigido ponderado.

Las excentricidades de los vértices son

vértice excentricidad

n AN O
wwooo B

Por tanto, el centro es el vértice d. O

Encontrar el centro de un grafo dirigido G es fdcil. Supdngase que C es la matriz
de costos para G.

1. Primero se aplica el procedimiento Floyd de la figura 6.16 a C para obtener la
matriz 4 de los caminos més cortos entre todos los pares.

2. Se encuentra el costo maximo en cada columna i} esto da la excentricidad del
vértice I.

3. Se encuentra el vértice con excentricidad minima; éste es el ¢entro de G.
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El tiempo de ejecucién de este proceso estd dominado por el primer paso, que lleva
un tiempo O(n?). El paso (2) lleva O(n?) y el paso (3) lleva O(n).

Ejemplo 6.12. La matriz de costo CMCP para la figura 6.22 se muestra en la figu-
ra 6.23. El valor méximo de cada columna se muestra a continuacién.

d

a LN OR
B 8 8 B 2w
o= O e |
WO N Wn
[V = R v
SN

mix = 6 8 §5 7
Fig. 6.23. Matriz de costo CMCP.

6.5 Recorridos en grafos dirigidos

Para resolver con eficiencia muchos problemas relacionados con grafos dirigidos, es
necesario visitar los vértices y los arcos de manera sistematica. La bisqueda en pro-
fundidad, una generalizacién del recorrido en orden previo de un 4rbol, s una téc-
nica importante para lograrlo, y puede servir como estructura para construir otros
algoritmos eficientes. Las dos ultimas secciones de este capitulo contienen varios al-
goritmos que usan esta bisqueda como base.

Supdngase que se tiene un grafo dirigido G en el cual todos los vértices estdn mar-
cados en principio como no visitados. La bisqueda en profundidad trabaja seleccio-
nando un vértice v de G como vértice de partida; v se marca como visitado, Des-
pués, se recorre cada vértice adyacente a ¥ no visitado, usando recursivamente la
busqueda en profundidad. Una vez que se han visitado todos los vértices que se pue-
den alcanzar desde v, la busqueda de v estd completa. Si algunos vértices quedan sin
visitar, se selecciona alguno de ellos como nuevo vértice de partida, y se repite este
proceso hasta que todos los vértices de G se hayan visitado.

Esta técnica se conoce como bisqueda en profundidad porque continia buscan-
do en la direccidn hacia adelante (més profunda) mientras sea posible. Por ejemplo,
suptngase que x es el vértice visitado mds recientemente. La bisqueda en profun-
didad selecciona alglin arco no explorado x — y que parta de x. Si se ha visitado y,
el procedimiento intenta continuar por otre arco que no se haya explorado y que par-
ta de x. Si y no se ha visitado, entonces el procedimiento marca y como visitado e
inicia una nueva bisqueda a partir de y. Después de completar la bisqueda de to-
dos los caminos que parten de y, la busqueda regresa a x, el vértice desde el cual se
visitd y por primera vez. Se continta el proceso de seleccidn de arcos sin explorar
que parten de x hasta que todos los arcos de x han sido explorados.

Puede usarse una lista de adyacencia L[v] para representar los vértices adyacen-
tes al vértice v, y un arreglo marca cuyos elementos son del tipo (visitado, no_visi-
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lado), puede usarse para determinar si un vértice ya fue visitado antes. El procedi-
miento recursivo bpf se describe en la figura 6.24. Para usarlo en un grafo con n vér-
tices, se asigna el valor inicial marca a no—visitado, y después se comienza la bus-
queda en profundidad con cada vértice que alin permanezca sin visitar cuando lle-
gue su turno, con

for v:=1to ndo
marcalv] = no_visitado,
for v:= 1 to ndo
if marca[v] = no_visitado then
bpRv)

Obsérvese que la figura 6.24 es un modelo al cual se agregardn después otras accio-
nes, al aplicar la busqueda en profundidad. Lo tinico que hace el cédigo de la figura
6.24 es actualizar el arreglo marca.

Andlisis de la basqueda en profundidad

Todas las llamadas a bpfen la blisqueda en profundidad de un grafo con a arcos y
n =< a vértices lleva un tiempo O(a). Para ver por qué, obsérvese que en ningin vér-
tice se llama a bpf mds de una vez, porque tan pronto como se llama a bpf{v) se hace
marca[v) igual a visitado en la linea (1), y nunca se llama a bpfen un vértice que an-
tes tenfa su marca igual a visitado. Asi, el tiempo total consumido en las lineas (2)
y (3) recorriendo las listas de adyacencias es proporcional a la suma de las longitu-
des de dichas listas, esto es, {a). De esta forma, suponiendo que n < g, el tiempo
total consumido por la biisqueda en profundidad de un grafo completo es (Xa), lo
cual es, hasta un factor constante, el tiempo necesario simplemente para recorrer
cada arco.

procedure bpf ( v: vértice );
var
w: vértice;

begin
(1 marcalv) = visitado,
(2) for cada vértice wen L[v] do
(3) if marca[w) = no_visitado then
(4) bpfiw)

end; | bpf}

Fig. 6.24. Busqueda en profundidad.

Ejemplo 6.13. Supdngase que el procedimiento bpfiv) se aplica al grafo dirigido de
la figura 6.25 con v = A. El algoritmo marca 4 como visitado y selecciona el vértice
B en las lista de adyacencia del vértice 4. Puesto que B no se ha visitado, la busque-
da continia llamando a bpAB). El algoritmo marca ahora B como visitado y selec-
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E—4)

Fig. 6.25. Grafo dirigido.

ciona el primer vértice en la lista de adyacencia del vértice B. Dependiendo del or-
den de los vértices en la lista de adyacencia de B, la buisqueda seguird con C o D,

Suponiendo que C aparece antes que D, se invoca a bpfiC). El vértice 4 estd en
la lista de adyacencia de C. Sin embargo, en este momento ya se ha visitado A asi
que la busqueda queda en C. Como ya se han visitado todos los vértices de la lista
de adyacencia en C, la busqueda regresa a B, desde donde la busqueda prosigue a
D. Los vértices A y C en la lista de adyacencia de D ya fueron visitados, por lo que
la bisqueda regresa a B y después a A.

En este punto, la llamada original a bpf{4) ha terminado. Sin embargo, el grafo
dirigido no ha sido recorrido en su totalidad; los vértices E, Fy G estdn sin visitar.
Para completar la bisqueda, se puede llamar a bpfE).

Bosque abarcador en profundidad

Durante un recorrido en profundidad de un grafo dirigido, cuando se recorren cier-
tos arcos, llevan a vértices sin visitar. Los arcos que llevan a vértices nuevos se¢ co-
nocen como arcos de drbol y forman un bosque abarcador en profundidad para el
grafo dirigido dado. Los arcos continuos de la figura 6.26 forman el bosque abar-
cador en profundidad del grafo dirigido de la figura 6.25. Obsérvese que los arcos
de drbol deben formar realmente un bosque, ya que un vértice no puede estar sin
visitar cuando se recorren dos arcos diferentes que llevan a él.

Ademads de los arcos de arbol, existen otros tres tipos de arcos definidos por una
busqueda en profundidad de un grafo dirigido, que se conocen como arcos de re-
troceso, arcos de avance y arcos cruzados. Un arco como € — A se denomina arco de
retroceso, porque va de un vértice a uno de sus antecesores en el bosque abarcador.
Obsérvese que un arco que va de un vértice hacia si mismo, es un arco de retroceso.
Un arco no abarcador que va de un vértice a un descendiente propio se llama
arco de avance. En la figura 6.25 no hay arcos de este tipo.

Los arcos como D — C o G — D, que van de un vértice a olro que no es ante-
cesor ni descendiente, se conocen como arcos cruzados. Obsérvese que todos los ar-
cos cruzados de la figura 6.26 van de derecha a izquierda, en el supuesto de que se
agregan hijos al drbol en el orden en que fueron visitados, de izquierda a derecha,
y que se agregan arboles nuevos al bosque de izquierda a derecha. Este patrén no es
accidental. Si el arco G— D hubiera sido D — G, entonces no se hubiera visitado
G durante la bisqueda en D, y al encontrar el arco D —= G, el vértice G se haria des-
cendiente de D, y D — ( se convertiria en un arco de drbol.
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Fig. 6.26. Bosque abarcador en profundidad para la figura 6.25.

;Cémo distinguir entre los cuatro tipos de arcos? Es obvio que los arcos de édrbol
son especiales, pues llevan a vértices sin visitar durante la busqueda en profundi-
dad. Supdngase que se numeran los vértices de un grafo dirigido de acuerdo con el
orden en que se marcaron los visitados durante la bisqueda en profundidad. Esto
es, se puede asignar a un arreglo.

nimerop{v] := cont,
cont = cont + 1;

después de la linea (1) de la figura 6.24. A esto se le llama numeracion en profundi-
dad de un grafo dirigido; obsérvese que la numeracién en profundidad generaliza la
numeracién en orden previo introducida en la seccién 3.1.

La bisqueda en profundidad asigna a todos los descendientes de un vértice v,
nimeros mayores o iguales al mimero asignado a v. De hecho, w es un des-
cendiente de v si, y s6lo si, nimerop(v) = nimerop{w) = ndmerop(v) + el nimero de
descendientes de v. Asi, los arcos de avance van de los vértices de baja numeracion
a los de alta numeracion y los arcos de retroceso van de los vértices de alta nume-
racién a los de baja numeracién.

Todos los arcos cruzados van de los vértices de alta numeracion a los de baja nu-
meracién. Para ver esto, supongase que X — y €S un arco y nimerop(x) =< nimerop(y).
Asi, x se visita antes que y. Todo vértice visitado entre su invocacién por primera
vez a bpfx) y el momento en que bpfx) termina, se convierte en descendiente de x
en ¢l bosque abarcador en profundidad. Si y permanece sin visitar cuando se
explora el arco x—y, x— y se vuelve un arco de drbol. De otra forma, x—y
es un arco de avance. Asf, x — y no puede ser un arco cruzado con mimerop(x) =
=< mimeropy).

En las dos secciones siguientes se analiza la forma de usar la bisqueda en pro-
fundidad para la solucién de varios probiemas de grafos. °

6.6 Grafos dirigidos aciclicos

Un grafo dirigido aciclico, o gda, es un grafo dirigido sin ciclos. Cuantificados en fun-
cion de las relaciones que representan, los gda son mds generales que los arboles,
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pero menos que los grafos dirigidos arbitrarios, La figura 6.27 muestra un ejemplo

de un drbol, un gda, y un grafo dirigido con un ciclo.

°
@® ® @ ® (2)—(®)

Fig. 6.27. Tres grafos dirigidos.

Entre otras cosas, los gda son ttiles para la representacién de la estructura sin-
tactica de expresiones aritméticas con subexpresiones comunes. Por ejemplo, 1a fi-
gura 6.28 muestra un gda para la expresién

((a + b)sc + ((a + byre)x(e + fl)x((a + b)sc)

Los términos a + b y (a + b) * ¢ son subexpresiones comunes compartidas que se re-
presentan con vértices con mas de un arco entrante.

Los gda son itiles también para la representacion de érdenes parciales. Un or-
den parcial R en un conjunto S es una relacién binaria tal que

|. paratodaaenS, a R aes falsa (R es irreflexivo), ¥
2. paratodaa b cenS,siaRbybRc entonces a R ¢ (R es transitivo).

Dos ejemplos naturales de érdenes parciales son la relacién «menor que» (<) en
enteros, y la relacién de inclusién propia en conjuntos (C).

Ejemplo 6.14. Sea S =1, 2, 3| y sea P(S) el conjunto exponencial de S, esto es. el
conjunto de todos los subconjuntos de 5. A(S) = [@, {1}, {2}, (3], {1, 2}, {1, 31, {2, 31,
{1, 2, 3ll. C es un orden parcial en P(S). Ciertamente, A C A es falso para cualquier
conjunto A (irreflexividad), y si4 C By B C C, entonces A C C (transitividad). o

Los gda pueden usarse para reflejar graficamente érdenes parciales. Para empezar,
se puede considerar una relacién R como un conjunto de pares (arcos) tales que (@, b)
estd en el conjunto si, y s6lo si, a R b es cierto. Si R es un orden parcial en el con-
junto S, entonces el grafo dirigido G = (S, R) es un gda. Del mismo modo, supén-
gase que G = (S, R) es un gda y R* es la relacion definida por a R* b si, y s6lo si, exis-
te un camino de longitud uno o més que va de a a b. (R" es la cerradura transitiva de
la relacién R.) Entonces, R* es un orden parcial en S,
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®

Fig. 6.28. Gda para expresiones aritméticas.

Ejemplo 6.15. La figura 6.29 muestra un gda (AS), R), donde S= 1, 2, 3|. La re-
lacién R* es la inclusion propia en el conjunto exponencial A(S). O

/{1.2.3;

{1.2} {1.3) {2.3)
| |

{1}><{IZ} {3}
\@/

Fig. 8.29. Gda para inclusiones propias.

Prueba de aciclicidad

Se tiene un grafo dirigido G = (¥, A), para determinar si G es aciclico, esto es, si G
no contiene ciclos. La busqueda en profundidad puede usarse para responder a esta
pregunta. Si se encuentra un arco de retroceso durante la biisqueda en profundidad
de G, el grafo tiene un ciclo. Si, al contrario, un grafo dirigido tiene un ciclo, enton-
ces siempre habrd un arco de retroceso en la busqueda en profundidad del grafo.
Para ver este hecho, supéngase que G es ciclico. Si se efectiia una busqueda
en profundidad en G, habrd un vértice v que tenga el niimero de busqueda en pro-
fundidad menor en un ciclo. Considérese un arco 1 — v en algiin ciclo que contenga
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a v. Ya que u estd en el ciclo, debe ser un descendiente de v en el bosque abar-
cador en profundidad. Asi, ¥ — v no puede ser un arco cruzado. Puesto que el nime-
ro en profundidad de u es mayor que el de v, « — v no puede ser un arco de arbol
ni un arco de avance. Asi que u — v debe ser un arco de retroceso, como se ilustra
en la figura 6.30.

Fig. 6.30. Todo ciclo contiene un arco de retroceso.

Clasificacion topolégica

Un proyecto grande suele dividirse en una coleccién de tareas mas pequenas, algu-
nas de las cuales se han de realizar en ciertos 6rdenes especificos, de modo que se
pueda culminar el proyecto total. Por ejemplo, una carrera universitaria puede con-
tener cursos que requieran otros como prerrequisitos, Los gda pueden emplearse
para modelar de manera natural estas situaciones. Por ejemplo, podria tenerse un
arco del curso C al curso D si C fuera un prerrequisito de D.

Ejemplo 6.16. La figura 6.31 muestra un gda con la estructura de prerrequisitos de
cinco cursos. El curso C3, por ejemplo, requiere los cursos C1 y C2 como prerrequisi-
tos. O

@—©
©

@

Fig. 6.31. Gda de prerrequisitos.
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La clasificacién topoldgica es un proceso de asignacion de un orden lineal a los
vértices de un gda tal que si existe un arco del vértice i al vértice J, i aparece antes
que j en ¢l ordenamiento lineal. Por ejemplo, C1, C2, C3, C4, CS es una clasifica-
cion topoldgica del gda de la figura 6.31. Al tomar los cursos en esta secuencia, se
puede satisfacer la estructura de prerrequisitos dada en la figura.

La clasificacién topolégica puede efectuarse con facilidad si se agrega una ins-
truccidn de impresion después de la linea (4) al procedimiento de bisqueda en pro-
fundidad de la figura 6.24: ¥

procedure clasificacion_topolégica(v: vértice);
{imprime los vértices accesibles desde v en orden topolégico invertido}
var
w: vértice,;
begin
marcaly) = visitado;
for cada vértice wen L[v] do
if marca{w] = no_visitado then
clasificacion_topoldgica(w);
writeln(v)
end; |clasificacion_topolégical

Cuando clasificacién_topoldgica termina de buscar en todos los vértices adyacentes
a un vértice dado x, imprime x. El efecto de llamar a clasificacion_topologica(v) es
imprimir en orden topoldgico inverso todos los vértices de un gda accesibles desde
v por medio de un camino en el gda.

Esta técnica funciona porque no existen arcos de retroceso en un gda. Considé-
rese lo que sucede cuando la busqueda en profundidad deja un vértice x por iltima
vez. Los tinicos arcos que emanan de v son arcos de arbol, de avance y cruzados.
Pero todos esos arcos estdn dirigidos hacia vértices que ya se han visitado comple-
tamente y que, por tanto, preceden a x en el orden que se estdn construyendo.

6.7 Componentes fuertes

Un componente fuertemente conexo de un grafo dirigido es un conjunto maxi-
mal de vértices en el cual existe un camino que va desde cualquier vértice del con-
junto hasta cualquier otro vértice también del conjunto. La bisqueda en profundi-
dad puede usarse para determinar con eficiencia los componentes fuertemente co-
nexos de un grafo dirigido.

Sea G = (V, A) un grafo dirigido; se puede dividir ¥ en clases de equivalencia V,,
I < i =< r,1ales que los vértices vy w son equivalentes si, y s6lo si, existe un camino
devawyotrode wa v. Sea A, | < i =< r, el conjunto de los arcos con cabeza y
cola en ¥, Los grafos G, = (V, A)se denominan componentes fuertemente conexos
(o s6lo componentes fuertes) de G. Un grafo dirigido con sélo un componente fuerte,
se dice que estd fuertemente conexo.
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Ejemplo 6.17. La figura 6.32 ilustra un grafo dirigido con los dos componentes fuer-
tes mostrados en la figura 6.33. O

@

Fig. 6.32. Grafo dirigido.

(E—(2)

®© ©

Fig. 6.33. Componentes fuertes del grafo de la figura 6.32.

Obsérvese que todo vértice de un grafo dirigido G esté en algin componente fuer-
te, pero que ciertos arcos pueden no estarlo. Tales arcos, llamados arcos de cruce de
componentes, van de un vértice de un componente a un vértice de otro. Se pueden
representar las interconexiones entre los componentes construyendo un grafo redu-
cido de G, cuyos vértices son los componentes fuertemente conexos de G. Hay un
arco de un vértice C a un vértice diferente C’ de este tipo de grafos, si existe un arco
en G que vaya de algin vértice del componente C a algin otro del componente C'.
El grafo reducido siempre es un gda, porque si existiera algin ciclo, todos los com-
ponentes del ciclo serian en realidad un solo componente fuerte, lo cual significaria
que no se calcularon en forma adecuada los componentes fuertes. La figura 6.34
muestra el grafo reducido del grafo dirigido de la figura 6.32.

(2

Fig. 6.34. Grafo reducido.
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Ahora se presenta un algoritmo para encontrar los componentes fuertemente co-
nexos de un grafo dirigido G dado.

1. Efectiiese una biisqueda en profundidad de G y numérense los vértices en el or-
den de terminacidn de las llamadas recursivas; esto es, asignese un numero al
vértice v después de la linea (4) de la figura 6.24.

2. Constriyase un grafo dirigido nuevo G, invirtiendo las direcciones de todos los
arcos de G.

3. Realicese una hisqueda en profundidad en G,, partiendo del vértice con nume-
racién més alta de acuerdo con la numeracién asignada en el paso (1). Si la bus-
queda en profundidad no llega a todos los vértices, iniciese la siguiente bisque-
da a partir del vértice restante con numeracién mas alta.

4, Cada arbol del bosque abarcador resultante es un componente fuertemente co-
nexo de G.

Ejemplo 6.18. Se aplica este algoritmo al grafo dirigido de la figura 6.32, partiendo
de a y continuando primero hasta b. Después del paso (1) se numeran los vértices
como se muestra en la figura 6.35. Al invertir la direccidn de los arcos, se obtiene
¢l grafo G, de la figura 6.36.

Cuando se realiza la busqueda en profundidad en G, surge el bosque abar-
cador en profundidad de la figura 6.37. Se comienza con a como raiz, porque a tiene
el nimero mds alto. Desde a sélo se alcanza ¢ y después b. El siguiente drbol tiene
raiz d, ya que es el siguiente (y \inico) vértice restantie con numeracién mds alta.
Cada 4rbol del bosque forma un componente fuertemente conexo del grafo dirigido
original. O

Se ha pretendido que los vértices de un componente fuertemente conexo se
correspondan con los vértices de un drbol del bosque abarcador de la segunda biis-
queda en profundidad. Para ver por qué, obsérvese que si v y w son vértices del mis-
mo componente fuertemente conexo, existen caminos en G desde v hasta w y desde
w hasta v. Asi, existen también caminos desde v hasta w y desde w hasta ven G,

Supéngase que en la bisqueda en profundidad de G, se inicia la bisqueda en al-
guna raiz x y se llega hasta v o w. Como v y w se alcanzan uno al otro, ambos ter-
minardn formando parte del drbol abarcador con raiz x.

Fig. 6.35. Después del paso 1.
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4(a) (v)3

1(a) (c)2

Fig. 6.36. G,.
4———@!
\/,/

2 {3,
/
3 (0)

Fig. 6.37. Bosque abarcador en profundidad para G,

Ahora, supdngase que v y w estdn en el mismo 4rbol abarcador del bosque
abarcador en profundidad de G,. Se debe demostrar que vy w estdn en el mismo com-
ponente fuertemente conexo. Sea x 1a raiz del drbol abarcador que contiene v y
w. Puesto que v es descendiente de x, existe un camino en G, que va de x a v. Asf,
existe un camino en Gde va x.

En la construccién del bosque abarcador en profundidad de G, el vértice v que-
dd sin visitarse cuando se inici6 la bisqueda en x. De aqui que x tiene un nimero
mayor que v, por lo que en la biisqueda en profundidad de G, la llamada recursiva
en v terminé antes que la llamada recursiva en x. Pero en la bisqueda en profundi-
dad de G, la biisqueda en v no pudo haberse iniciado antes que la de x, ya que el
camino en G de v a x implicaria que la busqueda en x empezaria y terminaria antes
de terminar la biisqueda en v,

Se concluye que en la busqueda de G, v se visita durante la bisqueda de x, por
lo que, v es descendiente de x en el primer bosque abarcador en profundidad de
G. Asi, existe un camino de x a v en G. Por tanto, x y v estdn en el mismo compo-
nente fuertemente conexo. Un razonamiento idéntico muestra que x y w estdn en el
mismo componente fuertemente conexo y, por tanto, v y w también lo estdn, como
muestran los caminos que vande vaxaw, ydewaxaw

Ejercicios

6.1 Represéntese el grafo dirigido de la figura 6.38

a) por medio de una matriz de adyacencia dando los costos de los arcos, y
b) por medio de una lista enlazada de adyacencia con indicacién de los cos-
tos de los arcos.
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Fig. 6.38. Grafo dirigido con costos de los arcos.

Describase un modelo matematico para el siguiente problema de horarios.
Dadas las tareas T,, T5, ..., T,, que requieren tiempos {,, [, ..., {, para eje-
cutarse, y un conjunto de restricciones, cada una de la forma «T, debe ter-
minar antes del inicio de T)», encuéntrese el tiempo minimo necesario para
ejecutar todas las tareas.

Realicense las operaciones PRIMERO, SIGUIENTE y VERTICE para gra-
fos dirigidos representados por
a) matrices de adyacencia,

b) listas enlazadas de adyacencias, y
¢) listas de adyacencias como la representada en la figura 6.5.

En el grafo dirigido de la figura 6.38,

a) empléese el algoritmo Dijkstra para encontrar los caminos mas cortos
que van del vértice a a los otros vértices.

b) utilicese el algoritmo Floyd para encontrar las distancias mds cortas en-
tre todos los pares de puntos. Constrilyase también la matriz P que per-
mita recuperar los caminos mds cortos.

Escribase un programa completo para el algoritmo de Dijkstra usando 4r-
boles parcialmente ordenados como colas de prioridad y listas enlazadas
de adyacencias.

Demuéstrese que el programa Dijkstra no funciona bien si los arcos tienen
costos negativos.

Muéstrese que el programa Floyd funciona si alguno de los arcos, pero nin-
gun ciclo, tienen costo negativo,

Suponiendo que el orden de los vértices es a, b, ..., fen la figura 6.38, cons-
triyase un bosque abarcador en profundidad; indiquese los arcos de dr-
bol, de retroceso, de avance y cruzados, y la numeracién en profundidad
de los vértices.
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Supdngase que se tiene un bosque abarcador en profundidad, y se lista en
orden posterior cada uno de los drboles abarcadores (los drboles que estdn
formados por aristas abarcadoras), de izquierda a derecha. Demuéstrese
que este orden es el mismo en el que terminaron las llamadas a bpf cuando
se construyd el bosque abarcador.

Una raiz de un gda es un vértice r tal que todo vértice del gda puede al-
canzarse por un camino dirigido desde r. Escribase un programa para de-
terminar si un gda posee raiz.

Considérese un gda con a arcos y con dos vértices distintos s y . Constru-
yase un algoritmo ({a) para encontrar el conjunto maximal de caminos dis-
juntos de s a 1. Por maximal se entiende que ya no se pueden afiadir cami-
nos adicionales, pero eso no significa que sea el tamafio mds grande para
ese conjunto. i

Construyase un algoritmo para convertir un arbol de expresiones con los
operadores + y * en un gda al compartir subexpresiones comunes. ;Cudl es
la complejidad de tiempo de ese algoritmo?

Constriyase un algoritmo para la evaluacién de expresiones aritméticas re-
presentadas con un gda.

Escribase un programa para encontrar el camino mds largo en un gda. ;Cudl
es la complejidad de tiempo de este programa?

Encuéntrense los componentes fuertes de la figura 6.38.

Pruébese que el grafo reducido de los componentes fuertes de la seccién 6.7
debe ser un gda.

Dibijese el primer bosque abarcador, el grafo invertido y el segundo bos-
que abarcador que se obtiene al aplicar el algoritmo de componentes fuer-
tes al grafo dirigido de la figura 6.38.

Obténgase el algoritmo de componentes fuertes analizado en la seccidn 6.7.

Muéstrese que el algoritmo de componentes fuertes requiere un tiempo O(a)
en un grafo dirigido de a arcos y n vértices, suponiendo que n < a.

Escribase un programa que tome como entrada un grafo dirigido y dos de
sus vértices. El programa debe imprimir todos los caminos simples que va-
yan de un vértice al otro. ;Cuadl es la complejidad de tiempo de este progra-
ma?

Una reduccidn transitiva de un grafo dirigido G = (V, 4) es cualquier grafo
G’ con los mismos vértices pero con la menor cantidad de arcos posible, de
modo que el cierre transitivo G' es el mismo que el de G. Demuéstrese
que si G es un gda, la reduccién transitiva de G es nica.
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*6.22 Escribase un programa para obtener la reduccidn transitiva de un grafo di-
rigido. ;Cudl es la complejidad de tiempo de este programa?

*6.23 G’'=(V, A") se conoce como el grafo dirigido equivalente minimal de un gra-
fo dirigido G = (¥, A), si A"es el subconjunto mas pequeiio de A y la cerradura
transitiva de G y G’ es el mismo. Demuéstrese que si G es aciclico, sélo hay
un grafo dirigido equivalente minimal, es decir, la reduccién transitiva,

*6.24 Escribase un programa para encontrar un grafo dirigido equivalente mini-
mal para un grafo dirigido dado. ;Cudl es la complejidad de tiempo de ese
programa?

*6.25 Escribase un programa para encontrar el camino simple mas largo de un
vértice dado de un grafo dirigido. ;Cudl es la complejidad de tiempo del
programa?

Notas bibliogréficas

Berge [1985] y Harary [1969] son dos buenas fuentes de material suplementario so-
bre teoria de grafos. Algunos libros que tratan algoritmos sobre grafos son Deo
[1975], Even [1980] y Tarjan [1983].

El algoritmo para caminos mds cortos con un solo origen de la seccion 6.3 se
debe a Dijkstra [1959]. El algoritmo de los caminos mds cortos entre todos los pares
es de Floyd [1962] y el de cerradura transitiva es de Warshall [1962]. Johnson [1977]
analiza algoritmos eficientes para encontrar caminos mas cortos en grafos dispersos.
Knuth [1968] contiene material adicional sobre clasificacion topoldgica.

El algoritmo de componentes fuertes de la seccién 6.7 es similar al sugerido por
R. Kosaraju en 1978 (sin publicar), y al publicado por Sharir [1981]. Tarjan [1972]
contiene otro algoritmo de componentes fuertes que solo necesita un recorrido con
bisqueda en profundidad.

Coffman [1976] contiene muchos ejemplos de cémo se pueden usar los grafos di-
rigidos para los problemas de modelado de horarios, como en el ejercicio 6.2. Aho,
Garey y Ullman [1972] muestran que la reduccién transitiva de un gda es Gnica, y
que el célculo de la reduccidn transitiva de un grafo dirigido es, computacionalmen-
te, equivalente al cdlculo de la cerradura transitiva (Ejercicios 6.21 y 6.22). La obtencidn
del grafo dirigido equivalente minimal (Ejercicios 6.23 y 6.24), por otro lado, parece
ser mucho mas dificil desde el punto de vista computacional; este problema es NP-
completo [Sahni (1974)].
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Grafos no dirigidos

Un grafo no dirigido G = (¥, A) consta de un conjunto finito de vértices V' y de un
conjunto de aristas A. Se diferencia de un grafo dirigido en que cada arista en A es
un par no ordenado de vértices . Si (v, w) es una arista no dirigida, entonces
(v. w) = (w, v). De ahora en adelante se hara referencia a los grafos no dirigidos tan
s6lo como grafos.

Los grafos se emplean en distintas disciplinas para modelar relaciones simétricas
entre objetos. Los objetos se representan por los vértices del grafo, y dos objetos es-
tdn conectados por una arista si estdn relacionados entre si. En este capitulo se pre-
sentan varias estructuras de datos que pueden usarse para representar grafos, y los
algoritmos para tres problemas comunes que se relacionan con grafos no dirigidos:
construccién de drboles abarcadores minimales, componentes biconexos y compa-
raciones maximales,

7.1 Definiciones

Buena parte de la terminologia para grafos dirigidos es aplicable también a los no
dirigidos. Por ejemplo, los vértices v y w son adyacentes si (v, w) es una arista [o, en
forma equivalente, si (w, v) lo es]. Se dice que la arista (v, w) es incidente sobre los
vértices vy w.

Un camino es una secuencia de vértices v,, vy, ..., v, tal que (¥, v,,,) es una arista
para | < i < n. Un camino es simple si todos sus vértices son distintos, con excep-
cién de v, y v,, que pueden ser el mismo. La longitud del camino es n - 1, el nimero
de aristas a lo largo del camino. Se dice que el camino v, vy, ..., v, conecta v, y v,.
Un grafo es conexo si todos sus pares de vértices estdn conectados.

Sea G = (V, A) un grafo con conjunto de vértices ¥ y conjunto de aristas 4, Un
subgrafo de G es un grafo G'=(V", 4) donde

1. ¥ esun subconjunto de V.
2. A’'consta de las aristas (v, w) en A tales que vy westdn en V",

Si A’ consta de todas las aristas (v, w) en A, t1al que v y w estdn en V”, entonces G’
se conoce como un subgrafo inducido de G.

t A menos que se especifique lo contrano, aqui se supondrd que una arista siempre es un par de vér-
tices distintos.
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Ejemplo 7.1. En la figura 7.1(a) se observa un grafo G = (¥, 4) con V=1{a. b, ¢, d|
y A=l(a, b), (a d), (b c), (b,d), (¢, d), y en la figura 7.1(b), uno de sus subgrafos
inducidos, definido por el conjunto de vértices {a, b, ¢! y todas las aristas de la figura
7.1(a) que no inciden sobre el vértice d. O

Fig. 7.1. Grafo con uno de sus subgrafos.

Un componente conexo de un grafo G es un subgrafo conexo inducido maximal,
esto es, un subgrafo conexo inducido que por si mismo no es un subgrafo propio
de ningtn otro subgrafo conexo de G.

Ejemplo 7.2. La figura 7.1 es un grafo conexo que tiene sélo un componente co-
nexo, y que es él mismo. La figura 7.2 es un grafo con dos componentes conexos. O

o 5%

Fig. 7.2. Grafo no conexo.

Un ciclo (simple) de un grafo es un camino (simple) de longitud mayor o igual
a tres, que conecta un vértice consigo mismo. No se consideran ciclos los caminos
de la forma v (camino de longitud 0), v, v (camino de longitud 1), o v, w, v (camino
de longitud 2). Un grafo es ciclico si contiene por lo menos un ciclo. Un grafo co-
nexo aciclico algunas veces se conoce como drbol libre. La figura 7.2 muestra un gra-
fo que consta de dos componentes conexos, cada uno de los cuales es un drbol libre.
Un édrbol libre puede convertirse en ordinario si se elige cualquier vértice deseado
como raiz y se orienta cada arista desde ella.

Los drboles libres tienen dos propiedades importantes que se usardn en la si-
guiente seccidn.

1. Todo drbol libre con n = | vértices contiene exactamente n — | aristas.
2. Si se agrega cualquier arista a un érbol libre, resulta un ciclo.
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Se puede probar (1) por induccién en n, o en forma equivalente, con un argumento
basado en el “contracjemplo mds pequefio”. Supéngase que G = (V, 4) es un con-
traejemplo de (1) con un minimo de vértices n, por ejemplo n no puede valer uno,
porque el tnico drbol libre con un vértice tiene cero aristas, y (1) se satisface. Por
tanto, n debe ser mayor que uno.

Ahora se pretende que en el drbol libre exista algun vértice con exactamente una
arista incidente. En la demostracién, ningun vértice puede tener cero aristas inci-
dentes, o G no seria conexo. Supéngase que todo vértice tiene por lo menos dos aris-
tas incidentes. Después, partase de algun vértice v, y sigase cualquier arista desde
v;. En cada paso, se abandona un vértice por una arista diferente a la que se utilizd
para llegar, formando un camino v,, v,, v, ... .

Dado que sélo se tiene un numero finito de vértices en V, no es posible que to-
dos los vértices en el camino sean diferentes; en un momento dado, se encuentra
v;= v, para alguna i < j, No se puede tener i = j 1, porque no hay ciclos de un vér-
tice a s{ mismo, y tampoco { = j - 2, ya que se llegaria y se abandonaria el vértice
v, por la misma arista. Asi, i < j- 3, y se tiene un ciclo v, ¥, y, ..., ¥;= ¥, con lo
que se contradice la hipétesis de que G no tiene vértices con sélo una arista inci-
dente y, por tanto, se concluye que existe tal vértice v con arista (v, w).

Ahora, considérese el grafo G’ formado al eliminar el vértice v y la arista (v, w)
de G. G' no puede contradecir (1), porque si lo hiciera podria ser un contragjemplo
mas pequefio que G. Por tanto, GG’ tiene n— 1 vértices y n — 2 aristas. Pero G tiene
un vértice y una arista mas que ', es decir, tiene n — 1 aristas, probando que G sa-
tisface realmente (1). Como no hay un contraejemplo mds pequefio para (1), se con-
cluye que no existe ese contraejemplo, y (1) es cierto.

" Ahora, es posible probar con facilidad la proposicién (2) de que la adicién de
una arista a un arbol libre forma un ciclo. De no ser asi, el resultado de agregar la
arista a un 4rbol libre de n vértices seria un grafo con n vértices y n aristas. Este gra-
fo atin seria conexo, y se ha supuesto que agregando la arista quedaria un grafo aci-
clico. Con esto, se tendria un drbol libre cuyas cantidades de vértices y de aristas no
satisfarian la condicién (1).

Métodos de representacion

Los métodos de representacion de grafos dirigidos se pueden emplear también para
representar los no dirigidos. Una arista no dirigida entre v y w se representa simple-
mente con dos aristas dirigidas, una de va w, y otra de wa v.

Ejemplo 7.3. Las representaciones con matriz y lista de adyacencia para el grafo de
la figura 7.1(a) se muestran en la figura 7.3. ©

Es notorio que la matriz de adyacencia para un grafo es simétrica. En la repre-
sentacién con lista de adyacencia, si (7, /) es una arista, el vértice j estard en la lista
del vértice i y el vértice i estard en la lista del vértice ;.
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b d
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| 1
| 0

-_—c - CIn
_—o=-=0|n

RS DB

(a) Matriz de adyacencia

¢ 2 3—[a]+]
8] b=l | sl ¢ [ i T 15 ]
f — 31 F-[a[s]
if el F-{GTF =T

(b) Lista de adyacencia

Fig. 7.3. Representaciones.

7.2 Arboles abarcadores de costo minimo

Supdngase que G = (V, A) es un grafo conexo en donde cada arista (u, v) de A tiene
un costo asociado ¢ (w, v). Un drbol abarcador para G es un drbol libre que conecta
todos los vértices de I su costo es la suma de los costos de las aristas del 4rbol. En
esla seccion se muesira como obtener el drbol abarcador de costo minimo para .

Ejemplo 7.4. La figura 7.4 muestra un grafo ponderado y su drbol abarcador de
costo minimo. [

Una aplicacion tipica de los drboles abarcadores de costo minimo tiene lugar en
el disefio de redes de comunicacién. Los vértices del grafo representan ciudades, y
las aristas, las posibles lineas de comunicacién entre ellas. El costo asociado a una
arista representa el costo de seleccionar esa linea para la red. Un drbol abarcador
de costo minimo representa una red que comunica todas las ciudades a un costo mi-
nimal.

Fig. 7.4. Grafo y arbol abarcador.
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La propiedad AAM (Arbol Abarcador de costo Minimo)

Hay distintas formas de construir un arbol abarcador de costo minimo Muchos de
esos métodos utilizan la siguiente propiedad de los drboles abarcadores de costo mini-
mo, que se denomina propiedad AAM. Sea G = (V, A) un grafo conexo con una fun-
cién de costo definida en las aristas. Sea U algiin subconjunto propio del conjunto
de vértices V. Si (1, v) es una arista de costo minimo tal que u € Uy v € V-U, exis-
te un drbol abarcador de costo minimo que incluye (u, v) entre sus aristas.

La demostracién de que todo érbol abarcador de costo minimo satisface la pro-
piedad AAM no es muy dificil. Sup6ngase, por el contrario, que no existe el drbol
abarcador de costo minimo para G que incluye (¥, v). Sea T cualquier arbol
abarcador de costo minimo para G. Agregar («, v) a T debe formar un ciclo, ya que
T es un drbol libre y, por tanto, satisface la propiedad (2) de los 4arboles libres. Este
ciclo incluye la arista (4, v). Asf, debe haber otra arista («’, v)en Ttalque u’e Uy
v' e V-U, como se ilustra en la figura 7.5. Si no, no habria forma de que el ciclo fue-
ra de u a v sin pasar por segunda vez por la arista (u, v).

Al eliminar la arista (1, v’) se rompe el ciclo y se obtiene un drbol abarcador
T" cuyo costo en realidad no es mayor que el costo de 7, ya que, por suposicion,
¢ (u, v) =< c(u’ v'). Asi T’ contradice la suposicién de que no hay un arbol abarcador
de costo minimo que incluya (¥, v).

(@) )

Fig. 7.5. Ciclo resultante.

Algoritmo de Prim

Existen dos técnicas populares que explotan la propiedad AAM para construir um 4r-
bol abarcador de costo minimo a partir de un grafo ponderado G = (V, A); una
de ellas se conoce como algoritmo de Prim. Supdngase que V' = (1, 2, ..., n). El algo-
ritmo de Prim comienza cuando se asigna a un conjunto U un valor inicial |1}, en
el cual «crece» un 4rbol abarcador, arista por arista. En cada paso localiza la aris-
ta mds corta («, v) que conecta Uy V- U, y después agrega v, ¢l vérticeen V- U, a
U. Este paso se repite hasta que U= V. El algoritmo se resume en la figura 7.6, y la
secuencia de aristas agregadas a T para el grafo de la figura 7.4(a) se muestra en la
figura 7.7.
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procedure Prim (G: grafo; var 7 conjunto de aristas),
|Prim construye un arbol abarcador de costo minimo T para G
var
U: conjunto de vértices;,
u, v: vértice;
begin
T=0;
U:={ll;
while U # V do begin
sea (u, v) una arista de costo minimo tal que uestien Uy
ven V=U;
T:=TU l(u v
U=UuU v
end
end; | Prim |

Fig. 7.6. Esbozo del algoritmo de Prim.
Una forma sencilla de encontrar la arista de menor costo entre ' y ¥ —Uen
cada paso es por medio de dos arreglos; uno, MAS_CERCANOi], da el vértice en

U que esté més cercano a { en V - U. El otro, MENOR_COSTOi), da el costo de
la ansta (i, MAS_CERCANO{i]).

® L O 6

Fig. 7.7. Secuencias de aristas afiadidas por el algoritmo de Prim.
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En cada paso se revisa MENOR_COSTO para encontrar algin vértice, como K,
en V- U que est¢ mds cercano a U. Se imprime la arista (k, MAS-.CERCANOLk]).
Entonces se actualizan los arreglos MENOR_COSTO y MAS_CERCANO, teniendo
en cuenta el hecho de que k ha sido agregada a U. En la figura 7.8 se da una version
en Pascal de este algoritmo. Se supone que C es un arreglo de n x n tal que C{i, j]
es el costo de la arista (4, j). Si la arista (i, j) no existe, se supone que Clj, j] tiene un
valor grande apropiado.

Si encuentra otro vértice k para el 4rbol abarcador, se hace que MENOR_COS-
TO[k] sea infinito, un valor muy grande, de modo que este vértice ya no se consi-
dera en los recorridos siguientes para incluirlo en U. El valor infinito es mayor que
el costo de cualgquier arista o0 que el costo asociado a una arista no existente,

La complejidad de tiempo del algoritmo de Prim es O(n?), ya que se efectian
n— | iteraciones del ciclo de las lineas (4) a (16) y cada iteracion del ciclo lleva un
tiempo O(n), debido a los ciclos més internos de las lineas (7) a (10) y (13) a (16).
Conforme 7 crece, el rendimiento de este algoritmo puede dejar de ser satisfactorio.
Ahora se presenta otro algoritmo, debido a Kruskal, para encontrar drboles abar-
cadores de costo minimo cuyo rendimiento puede ser como maximo aloga), don-
de a es el nimero de aristas del grafo dado. Si @ es mucho menor que 72, el algorit-
mo de Kruskal es superior, pero si es cercano a n? se debe optar por el algoritmo
de Prim.

procedure Prim (C: array[l..n, 1..n] of real );
| Prim imprime las aristas de un drbol abarcador de costo minimo
para un grafo con vértices |1, 2, ..., nl y matriz de costo C
definida en las aristas |
var
MENQOR_COSTQ: array(1..n) of real;
MAS_CERCANQO: array|[|..n] of integer;
i, J, k, min: integer,
1 1y j son indices. Durante una revision del arreglo MENOR_COS-
TO, k es el indice del vértice més cercano encontrado hasta
ese punto, y min = MENOR_COSTO[k] |

begin

(1) for i := 2 10 n do begin

| asigna valor inicial al conjunto U sélo con el vértice 1 |
(2) MENOR_COSTO{i] := (11, i];
(3) MAS_CERCANO(i] == |

end;

(4) for i := 2 to n do begin

| encuentra el vértice k fuera de U/ més cercano a alglin vértice

en U}

(5) min == MENOR_COSTO[2];
(6) k=D
(7N for j;=3 to ndo

(8) if MENOR_COSTOVj] < min then begin
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(9) min :== MENOR_COSTOj);
(10) ki=j
end;
(1 writeln(k. MAS_CERCANO[K)): | imprime la arista |
(12) MENOR_COSTO[K] := infinito; | se ahade ka U|
(13) for j := 2 to n do | ajusta los costos de U |
(14) if (CTk, j] < MENOR_COSTO)]) and
(MENOR_COSTOj] < infinito) then begin
(15) MENOR_COSTOY)] := CTk. jl;
(16) MAS_CERCANOY)] = k
end
end
end; | Prim !

Fig. 7.8. Algoritmo de Prim,

Algoritmo de Kruskal

Supéngase de nuevo gue se tiene un grafo conexo G =(V, 4), con V={1,2, .. nly
una funcién de costo ¢ definida en las aristas de A. Otra forma de construir un arbol
abarcador de costo minimo para G es empezar con un grafo 7 = (}, @) constitui-
do sélo por los vértices de G y sin aristas. Por tanto, cada vértice es un componente
conexo por st mismo. Conforme ¢l algoritmo avanza, habra siempre una coleccién
de componentes conexos, y para cada componente se seleccionardn las aristas que
formen un drbol abarcador.

Para construir componentes cada vez mayores, se examinan las aristas a partir
de A, en orden creciente de acuerdo con el costo. Si la arista conecta dos vértices
que se encuentran en dos componentes conexos distintos, entonces se agrega la aris-
ta T. Se descartard la arista si conecta dos vértices contenidos en el mismo compo-
nente, ya que puede provocar un ciclo si se la anadiera al drbol abarcador para ese
componente conexo. Cuando todos los vértices estdn en un solo componente, T es
un arbol abarcador de costo minimo para G.

Ejemplo 7.5. Considérese el grafo ponderado de la figura 7.4(a). La secuencia de
aristas agregadas a T se muestra en la figura 7.9. Las aristas de costo 1, 2, 3 y 4 se
consideran primero, y todas son aceptadas, ya que ninguna de ellas causa un ciclo.
Las aristas (1, 4) y (3, 4) de costo 5 no pueden aceptarse, porque conectan vértices
que estdn dentro del mismo componente en la figura 7.9(d) y, por tanto, pueden com-
pletar un ciclo. Sin embargo, la arista restante de costo 5, o sea (2, 3), no crea ciclos.
Una vez que se acepta, el proceso termina. O

Es posible aplicar este algoritmo mediante los conjuntos y sus operaciones aso-
ciadas de los capitulos 4 y 5. Primero se necesita un conjunto formado por las aris-
tas de A. Al conjunto se le aplica en forma repetida el operador SUPRIME_MIN
para seleccionar aristas en orden creciente de acuerdo con el costo. El conjunto de
aristas, por tanto, forma una cola de prioridad, y entonces un drbol parcialmente or-
denado es la estructura de datos mas apropiada para usar aqui.
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También se requiere mantener un conjunto de componentes conexos C. Las ope-
raciones que se le aplican son:

1. COMBINA(A, B, ©), para combinar los componentes A y B en C y llamar al re-
sultado 4 o B en forma arbitraria 1.

2. ENCUENTRA(v, C), para devolver el nombre del componente de C, del cual el
vértice v es miembro. Esta operacion se usara para determinar si los dos vértices
de una arista se encuentran en dos componentes distintos o en el mismo.

3. INICIAL(4, v, C), para que A sea el nombre de un componente que pertenece
a C, y que inicialmente contiene sélo el vértice v.

Estas son las operaciones del TDA COMBINA_ENCUENTRA llamado CON-
JUNTO-CE, estudiado en la seccion 5.5. En la figura 7.10 se muestra un esbozo de
un programa llamado Kruskal para encontrar drboles abarcadores de costo minimo
con estas operaciones.

Se pueden emplear las técnicas desarrolladas en la seccidn 5.5 para implantar las
operaciones utilizadas en este programa. El tiempo de ejecucién de este programa
depende de dos factores. Si hay a aristas, lleva un tiempo O(aloga) insertar las aris-
tas en la cola de prioridad 1. En cada iteracién del ciclo while, la obtencién de la

AISAIRLS:
® © ® © (©

(a)

(d)
Fig. 7.9. Secuencia de aristas anadidas por el algoritmo de Kruskal.

1 Obsérvese que COMBINA y ENCUENTRA son ligeramente distintas a las definiciones de la sec-
cidn 5.5, ya que C es un pardmetro que indica dénde se pueden encontrar A y B.

11 Se puede asignar valor inicial 2 un drbol parcialmente ordenado de a elementos en un tiempo Aa),
si se hace todo de una vez. Esta téenica se analiza en la seccion 8.4, aunque tal vez se deberia utilizar aqui,
ya que si s¢ examinan menos de a anstas antes de encontrar ¢l drbol abarcador de costo minimo, se
puede ahorrar un tiempe significativo.
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arista de menor costo en aristas lleva un tiempo (loga). Asi, las operaciones en la
cola de prioridad llevan un tiempo (Xaloga) en el peor caso. El tiempo total reque-
rido para realizar las operaciones COMBINA y ENCUENTRA depende del método
usado para implantar el CONJUNTO_CE. Como se muestra en la seccién 5.5, hay
métodos (aloga) y (aa(a)). En cualquiera de los casos, ¢l algoritmo de Kruskal se
puede implantar para que se ejecute en tiempo (Xaloga).

7.3 Recorridos

En un gran nimero de problemas con grafos, es necesario visitar sistemdticamente
los vértices del grafo. Las busquedas en profundidad y en amplitud, temas de esta
seccion, son dos técnicas importantes para hacerlo. Ambas técnicas pueden usarse
para determinar de manera eficiente todos los vértices que estdn conectados a un vér-
tice dado.

procedure Kruskal ( V: CONJUNTO de vértices;
A: CONJUNTO de aristas;
var T2 CONJUNTO de aristas ),
var
comp_n: integer; | nimero actual de componentes |
aristas: COLA_DE_PRIORIDAD:; | el conjunto de aristas |
componentes: CONJUNTOL_CE; | el conjunto ¥ agrupado en
un conjunto de componentes COMBINA_ENCUENTRA |
u, v; vértice;
a: arista;
comp_siguiente: integer; | nombre para el nuevo componente |
comp._u, comp_v; | nombres de componentes |

begin

ANULA(TY;

ANULA(aristas),

comp_siguiente := 0,

comp_n := nimero de miembros de V;

for v en ¥ do begin | asigna valor inicial a un componente
para que contenga un vértice de Vi
comp_siguiente = comp._siguiente + |,
INICIAL{comp_siguiente, v, componentes)

end;

for a en A do | asigna valor inicial a la cola de prioridad de aristas |
INSERTAC(a, aristas),

while comp_n > 1 do begin | considera la siguiente arista |
a = SUPRIME_MIN(aristas)
sea a=(u, v),
comp_u 1= ENCUENTRA(u, componentes),
comp_v = ENCUENTRA(v, componentes),
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if comp_u <> comp_y then begin
| @ conecta dos componentes diferentes |
COMBINA(comp_u, comp_v, componentes),
comp_n = comp_n-1,
INSERTA(g, T)

end

end
end; | Kruskal |

Fig. 7.10. Algoritmo de Kruskal.

Basqueda en profundidad

Recuérdese de la seccidn 6.5 el algoritmo bpf para bisquedas en grafos dirigidos. El
mismo algoritmo puede emplearse para biisqueda en grafos no dirigidos, puesto que
la arista no dirigida (v, w) puede considerarse como el par de aristas dirigidas v —= w
yw—w

De hecho, los bosques abarcadores en profundidad, construidos para grafos no
dirigidos, son mds simples que para los dirigidos. Primero, se debe observar que
cada drbol del bosque es un componente conexo del grafo, y que si el grafo fuera co-
nexo, tendria sélo un 4drbol en su bosque. Segundo, para grafos dirigidos se identi-
fican cuatro clases de arcos: de drbol, de avance, de retroceso y cruzado. Para grafos
no dirigidos sélo hay dos clases: aristas de &rbol y de retroceso.

Dado que en grafos no dirigidos no existe distincién entre las aristas de retroce-
so y las de avance, se denominardn arcos de retroceso. En un grafo no dirigido no
existen las aristas cruzadas, esto es, aristas (v, w) donde v no es antecesor ni descen-
diente de w en el arbol abarcador. Supéngase que las hubiera; entonces, sea v un
vértice alcanzado antes que w en la blsqueda. La llamada a bpf(v) no puede termi-
nar hasta haber buscado w, asi que w se introduce en el drbol como descendiente de
v. De modo semejante, si bpfiw) se llama antes que bpflv), v se convierte en descen-
diente de w.

Como resultado, durante una bisqueda en profundidad en un grafo no dirigi-
do G, todas las aristas pueden ser,

|. aristas de drbol, aquellas aristas (v, w) tales que bpf{v) llama directamente a bpfiw)
o viceversa, o bien

2. aristas de retroceso, aquellas aristas (v, w) tales que ni bpfv) ni bpfw) se llaman
directamente, pero una llamé indirectamente a la otra (es decir, bpfilw) llama a
bpfix), que llama a bpflv), de modo que w es antecesor de v).

Ejemplo 7.6. Considérese ¢l grafo conexo G de la figura 7.11(a). Un drbol abar-
cador en profundidad 7 resultante'de una biisqueda en profundidad de G se mues-
tra en la figura 7.11(b). Se supuso que la bisqueda empezo en el vértice a, y se adop-
16 la convencién de mostrar las aristas del drbol con lineas de trazo continuo y las
aristas de retroceso con lineas de puntos. El 4rbol se dibujé con la raiz en la parte
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superior, y los hijos de cada vértice, en el orden de izquierda a derecha en que fue-
ron visitados por el procedimiento bpf.

Para seguir unos cuantos pasos de la busqueda, el procedimiento bpfia) llama a
bpflb) y afade la arista (a, b) a T, ya que b no ha sido visitado. En b, bpfllama a
bpfld) y agrega la arista (b, d) a T. En d, bpfllama a bpfle) y afiade la arista (d, ¢) a
T. En e, los vértices a, b v d ya estdn marcados como visitados, de modo que bpfle)
regresa sin incorporar ninguna arista a 7. En 4, bpfencuentra los vértices a y b mar-
cados como visitados, asi que bpfid) regresa también sin agregar mds aristas a 7. En
b, bpf encuentra los vértices adyacentes restantes a y e marcados como visitados, asi
que bpflb) regresa. La busqueda continua después con ¢, f'y g U

(b)

Fig. 7.11. Un grafo y su busqueda en profundidad.

Buasqueda en amplitud

Otra forma sistemdtica de visitar los vértices se conoce como busqueda en amplitud.
Este enfoque se denomina «en amplitud» porque desde cada vértice v que se visita
se busca en forma tan amplia como sea posible, visitando todos los vértices adya-
centes a v. Esta estrategia de biisqueda también se puede aplicar a grafos dirigidos.

Igual que en la bisqueda en profundidad, al realizar una busqueda en amplitud
se puede construir un bosque abarcador. En este caso, se considera la arista (x, y)
como una arista de arbol si el vértice y es el que se visité primero partiendo del vér-
tice x del ciclo interno del procedimiento de bisqueda bea de la figura 7.12.

Resulta que para la bisqueda en amplitud en un grafo no dirigido, toda arista
que no es de arbol es una arista cruzada; esto es, conecta dos vértices ninguno de
los cuales es antecesor del otro.

El algoritmo de bisqueda en amplitud de la figura 7.12 inserta las aristas de ar-
bol en un conjunto 7, que se supone inicialmente vacio. Se presume que cada en-
trada en el arreglo marca tiene asignado el valor inicial no_visitado; la figura 7.12
opera en un componente conexo. Si el grafo no es conexo, bea debe llamarse desde
un vértice de cada componente. Obsérvese que en una bisqueda en amplitud se debe
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marcar cada vértice como visitado antes de meterlo en la cola, y as{ evitar que se
coloque en la cola més de una vez.

Ejemplo 7.7. El drbol abarcador en amplitud del grafo G de la figura 7.11(a) se
muestra en la figura 7.13. Se supone que la biisqueda empieza en el vértice 2. Como
antes, las aristas de arbol se muestran con lineas de trazo continuo y las otras con
lineas de puntos. También se ha dibujado la raiz del drbol en la parte superior, y los
hijos, de izquierda a derecha, de acuerdo con el orden en que fueron visitados. 0

procedure bea (v);
| bea visita todos los vértices conectados a v usando bisqueda en
amplitud |
var
C: COLA de vértice;
X, y: vértice;
begin
marca[v] = visitado;
PONE_EN_COLA(v, O);
while not VACIA(C) do begin
x := FRENTE(C);
QUITA_DE_COLA (O);
for cada vértice y adyacente a x do
if marca[y] = no_visitado then begin
marcaly] = visitado,
PONE_EN_COLA(y, O);
INSERTA((x, v), 1
end
end
end; | bea |

Fig. 7.12, Busqueda en amplitud.

Fig. 7.13. Busqueda en amplitud para G.
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La complejidad de tiempo de la buisqueda en amplitud es la misma que para la
busqueda en profundidad. Cada vértice visitado se coloca en la cola una vez, asi que
el ciclo while se ejecuta una sola vez para cada vértice. Cada arista (x, y) se examina
dos veces, desde x y desde y. Asi, si el grafo tiene n vértices y a arnistas, el tiempo
de ejecucion de bea es O(méx(n, a)) si se utiliza una representacién con lista de ad-
yacencia para las aristas. Dado que es tipico que @ = n, en general se haré referen-
cia al tiempo de ejecucién de la biisqueda en amplitud con (Xa), como ocurrié para
la busqueda en profundidad.

Las busquedas en profundidad y en amplitud se pueden usar como marcos de tra-
bajo, alrededor de los cuales se disefian eficientes algoritmos para grafos. Por ejem-
plo, se puede emplear cualquiera de los dos métodos para encontrar los componen-
tes conexos de un grafo, ya que aquéllos son los drboles de los dos bosques abar-
cadores.

Se puede verificar la existencia de ciclos por medio de la bisqueda en amplitud
en un tiempo O(n), donde n es el numero de vértices, independientemente del nu-
mero de aristas. Como se vio en la seccién 7.1, cualquier grafo con n vértices y n o
mas aristas debe tener un ciclo. Sin embargo, un grafo puede tener n - 1 o menos
aristas y de todos modos tener un ciclo, si tiene dos 0 mds componentes conexos,
Una forma segura de encontrar los ciclos es construir un bosque abarcador en am-
plitud. Asi, toda arista cruzada (v, w) debe completar un ciclo simple con las aristas
de 4rbol que conducen a vy w desde su antecesor comiin m4s cercano, COmo s¢ mues-
tra en la figura 7.14.

antecesor
comun
mds cercano

Fig. 7.14. Ciclo encontrado por la busqueda en amplitud.

7.4 Puntos de articulacion y componentes biconexos

Un punto de articulacion de un grafo es un vértice v tal que cuando se elimina junto
con todas las aristas incidentes sobre él, se divide un componente conexo en dos 0
mas partes. Por ejemplo, los puntos de articulacién de la figura 7.11(a) son a y ¢. Si
se elimina a, el grafo, que es un componente conexo, se divide en dos tridngulos:
(b, d el ylc f g si se elimina ¢, se divide en {a, b, 4, el y |, gl. Sin embargo, al eli-
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minar cualquier otro vértice del grafo de la figura 7.11(a), el componente conexo no
se dividird. A un grafo sin puntos de articulacién se le llama biconexo. La bisqueda
en profundidad es muy 1til para encontrar los componentes biconexos de un grafo.

El problema de encontrar los puntos de articulacion es el mds simple de muchos
problemas importantes relacionados con la conectividad de grafos. Como ejemplo
de las aplicaciones de los algoritmos de conectividad, se puede presentar una red de
comunicaciones como un grafo en el que los vértices son lugares que hay que man-
tener comunicados entre si. Un grafo tiene conectividad k si la eliminacién de k- 1
vértices cualesquiera no lo desconecta. Por ejemplo, un grafo tiene conectividad dos
0 mds si, y s6lo si, no tiene puntos de articulacién, es decir, si, y sélo si, es biconexo.
Cuanto mayor sea su conectividad, tanto mds facil serd que sobreviva al fallo de al-
guno de sus vértices, sea por fallo de las unidades de procesamiento colocadas en
los vértices o por motivos externos.

Ahora se presenta un algoritmo simple de biisqueda en profundidad para encon-
trar todos los puntos de articulacién de un grafo, y probar por medio de su ausen-
cia, si el grafo es biconexo.

1. Realizar una bisqueda en profundidad del grafo, calculando niimero-bp[v) para
todo vértice v, como se analizé en la seccidn 6.5, En esencia, nimero_bp ordena
los vértices como en un recorrido en orden previo del drbol abarcador en pro-
fundidad.

2. Para cada vértice v, obtener bajo[v], que es el nimero_bp mds pequefio de v o
de cualquier otro vértice w accesible desde v, siguiendo cero o mas aristas de 4r-
bol hasta un descendiente x de v (x puede ser v) y después seguir una arista de
retroceso (x, w). Se calcula bajo[v] para todos los vértices v, visitdndolos en un
recorrido en orden posterior. Cuando se procesa v, se ha calculado bajo[y] para
todo hijo y de v. Se toma bajo[v] como el minimo de

a) mimero_bp|v],

b) miimero_bp|z) para cualquier vértice z para el cual haya una arista de retro-
ceso (v, 2), ¥
¢) bajo[y] para cualquier hijo y de v.

3. Ahora se encuentran los puntos de articulacion como sigue.

a) La raiz es un punto de articulacién si, y sélo si, tiene dos o més hijos, Puesto
que no hay aristas cruzadas, la eliminacién de la raiz debe desconeciar los
subdrboles cuyas raices se encuentren en sus hijos, como a desconecta b, 4, el
de lc, £, gl en la figura 7.11(b).

b) Un vértice v distinto de la rafz es un punto de articulacién si, y sélo si, hay
un hijo w de v 1al que bajo[w] = numero_bp[v]. En este caso, v desconecta w
y sus descendientes del resto del grafo. A la inversa, si bajo[w] < nume-
ro-bp[v], debe haber un camino para descender desde w en el drbol y regre-
sar hasta un antecesor propio de v (el vértice cuyo nimero-bp es bajo[w]) v,
por tanto, la eliminacién de v no desconecta w ni sus descendientes del resto
del grafo.
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Ejemplo 7.8. ‘mimero_bp y bajo se!calculan para el'grafode la' figura 7. bi(a)en la
figura 7.15. Como ejemplo:de-la obtencidn de bajo, €} recorrido en orden!posterior
visita e primero. En e, hay aristas de regreso (e/ @) y (e, b);-asf que bajo[e} st iguals
a min(ridmero_bple), nimero.bpla), nimero_bp{b]) = 1 Despuds s vishad v bas
Jjold)'se hace igual al minimo de mimerowbp{d), bajole]'y mimerobpla)’ Bl segunds
de éstos surge porque e es un hijo de d, yel tercem. porla»aﬂamida de wmm de
retroceso (d, a). Frnannoizeetoz g slgaleviuna 25 02

{Tp]-l

s a ﬂﬂmem_bp [c] =

niumero_bp [b] =
{ A\ -bajo [c] =

bajo [b] = 1

numera_bp N=6
I’ bajo [f] = §

numero_bp [d] = 3
bajo [d] = 1 o

nimero_bp (€] = 4 . /niimero_bp [g] = 7
bajo [e] = 1 : - w— bajo[g] =5

7 -— \4.""‘\\
Fig. 7.15. Numeracion bajo y en prafindidad.

Después de abtener bajo, se consfdera cada vérii&iqLa ra{z a es un punto de ar-

ticulacién porque lu:m'.1 dos hugs yé ice ¢ es un punto de articulac g tie-
ne un hijo Jfeon bajolf) = mimero— rLos otros vért,ipesqxfo SF:)L%]’;FI?);%M% =

r
cién. o i9 91doe - Mt 29 2il4rs 9b 150

El tiempd que consume el algﬁntmo anterior en uh grafo de a Eris‘m'?yrf < b vér-
tices es ({a). Es recomendable cotiprobar que eltiempt enipleidd en cada’ \m&“&e-
las tres fases puede atribuirse al véitice visitado o a un’ ‘arisra qué ﬁafla de'éﬁ'ﬁvét-
tice, y s6lo se le puede atribuir una ¢antidad constatite'de tiemipo'd: cildiqifier 2HA
o vértice en cualquier paso. Asi, el tiempo total es O(n +a), el cual es Xa) &n’ e

puesto de que 7 =< a. uoanib abart nll
sy 2l 2obol pagemel

1es ws wittusinb £ 1 zsfein

7.5 Pareamiento de grafos wionnonsn wonnl s 2
ni geainogle auizrad

En esta seccién se bosquejard un algoritmo para resowéf kbrdﬁléﬁai‘dé bardﬂmién{
to» en grafos. Un ejemplo snmplt de problema de pareaniientd ociire chianto séie:
ne un conjufito ‘de profesores’ ‘para ‘distribuir en un’ bdujm‘a‘lcl de clirsos. Cada ﬁ’l‘dﬁ
sSOr es competente' para impartir ¢iet{os cursos, perd no otros. Se desea asignat un
curso al profesor ddecdado, perosin asignar dos profésores af misfho cirss! Par'cier
tas distribuciones te' profesores y ¢iirsos, es imposible asignéir 'in ¢irso’s cidd pro-
fesor; en tal’ s‘itmiméh es deseablé asignar tantos profesores ‘confo sea Positte. "
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Esto se representa con un grafo como el de la figura 7.16, donde los vértices es-
tan divididos en dos conjuntos V, y V,, de modo que los vértices del conjunto V,
representan a los profesores, y los vértices en V), los cursos. Que el profesor v sea
adecuado para impartir el curso w se representa con una arista (v, w). Un grafo como
éste, cuyos vértices se pueden dividir en dos grupos disjuntos y las aristas presentan
un extremo en cada grupo, se conoce como bipartido. Asignar un profesor a un cur-
50 es equivalente a seleccionar una arista entre un vértice profesor y un vértice curso.

Fig. 7.16. Grafo bipartido.

El problema del pareamiento se puede formular en términos generales como si-
gue. Dado un grafo G = (¥, 4), el subconjunto de las aristas de 4 en el que ningin
par de aristas es incidente sobre el mismo vértice de V, se conoce como pareamien-
fo. La tarea de la seleccién de subconjuntos madximos de tales aristas se denomina
problema de pareamiento maximal, y un ejemplo son las aristas mds gruesas de
la figura 7.16. Un pareamiento completo es aquel en ¢l que todo vértice ¢s un
punto final de alguna arista en ella. Claramente, todo pareamiento completo es
maximal.

Un modo directo de encontrar pareamientos maximales, es generar en forma sis-
temética todos los pareamientos y luego marcar uno que tenga el mayor nimero de
aristas. La dificultad de este método radica en que tiene un tiempo de ejecucién que
es una funcién exponencial del nimero de aristas.

Existen algoritmos mds eficientes para la obtencién de pareamientos maximales.
Esos algoritmos usan de ordinario una técnica conocida como «caminos aumenta-
dos». Sea C un pareamiento en un grafo G. Un vértice v estd pareado si es el punto fi-
nal de una arista de C. Un camino que conecte dos vértices no pareados, cuyas aris-
tas alternas estén en C, se conoce como camino aumentado relativo a C. Obsérvese
que un camino aumentado debe tener longitud impar, y debe empezar y terminar
con aristas que no estén en C. Obsérvese también que a partir de un camino aumen-
tado A siempre es posible encontrar un pareamiento mas amplio, suprimiendo de C
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aquellas aristas que estén en A, y afladiendo después a C las aristas de 4 que no es-
taban inicialmente en C. Este pareamiento nuevo es C @ A4, donde ® denota «o ex-
clusivo» en conjuntos, esto es, el nuevo pareamiento que consta de aquellas aristas
que estdn en C 0 en A, pero no en ambos.

Ejemplo 7.9. La figura 7.1(2a) muestra un grafo y un pareamiento C que consta de
las aristas gruesas (1, 6), (3, 7) y (4, 8). El camino 2, 6, 1, 8, 4, 9 de la figura 7.17(b)
es un camino aumentado relativo a C. La figura 7.18 muestra el pareamiento (1, 8),
(2, 6), (3, 7), (4, 9) obtenido al eliminar aquellas aristas de C que estdn en el camino,
y al agregar después a C las otras aristas del camino. O

(b) Camino aumentado

Fig. 7.17. Pareamiento y camino aumentado.

La observacién clave es que C es un pareamiento maximal si, y sélo si, no existe
un camino aumentado relativo a C. Esta observacién es la base del algoritmo del pa-
reamiento maximal,

Supdngase que C y D son pareamientos con | Cl < | Dl (I C| representa el ni-
mero de aristas en C.) Para ver que C® D contiene un camino aumentado relativo
a C, considérese el grafo G’ = (V, C®D). Ya que Cy D son pareamientos, cada vér-
tice de ¥ es un punto final de hasta una arista de C y un punto final de hasta una
arista de D. Asi, cada componente conexo de G’ forma un camino simple (quizd un
ciclo) con aristas alternando entre C y D. Cada camino que no sea un ciclo puede
ser un camino aumentado relativo a C o un camino aumentado relativo a D, segin
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bré camino aumentado 1MV ¥'C. 8§ Ha§ eil camho dGIREANEG? $1ae 6 témipra-
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7.3

7.4

*1.5
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Considérese el grafo de la figura 7.20. Encuéntrese,

a) Un drbol abarcador de costo minimo con el algoritmo de Prim.
b) Un drbol abarcador de costo minimo con el algoritmo de Kruskal.
¢) Un 4rbol abarcador en profundidad empezando en a y en d.

d) Un érbol abarcador en amplitud empezando en a y en d.

Fig. 7.20. Grafo.

Sea T un arbol abarcador en profundidad, y B las aristas de retroceso de
un grafo conexo no dirigido G = (V, A).

*a) Demuéstrese que cuando cada arista de retroceso de B se agrega a T,
se obtiene un ciclo dnico. Lldmese tal ciclo un ciclo bdsico.

**h) La combinacién lineal de ciclos C,, C,, ..., C, es C;® C®... @C,.
Pruébese que se obtiene un ciclo de 1a combinacién lineal de dos ci-
clos no disjuntos distintos.

*#¢) Demuéstrese que todo ciclo en G puede expresarse como una combi-
nacién lineal de ciclos basicos.

Sea G = (V, A) un grafo, y R una relacién en ¥ tal que u R v si, y s6lo si, u

_y v estdn dentro de un ciclo comin (no necesariamente simple). Pruébese

7.6

1.7

7.8

79

7.10

que R es una relacién de equivalencia en V.

Impldntense los algoritmos de Prim y de Kruskal. Compdrense los tiempos
de ejecucién de sus programas en una coleccién de grafos «aleatorios».

Escribase un programa para encontrar todos los componentes conexos de
un grafo.

Escribase un programa de orden O(n) para determinar si un grafo de n vér-
tices contiene algun ciclo.

Escribase un programa para enumerar todos los ciclos simples de un grafo.
(Cudntos ciclos de este tipo puede haber? ;Cudl es la complejidad en tiem-

po del programa?

Mauéstrese que todas las aristas de una biisqueda en amplitud son de drbol
o cruzadas.
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7.11 Impléntese el algoritmo para encontrar los puntos de articulacién, analizado
en la seccién 7.4.

*1.12 Sea G = (V, A) un grafo completo, esto es, un grafo en el cual existe una aris-
1a entre todo par de vértices distintos. Sea G’ = (¥, A4") un grafo dirigido en
el cual A’ es A que da a cada arista una orientacién arbitraria. Muéstrese
que G’ tiene un camino dirigido que incluye todos los vértices exactamente
una vez.

**7.13 Muéstrese que un grafo completo de n vértices tiene n"-? 4rboles abar-
cadores.

7.14 Encuéntrense todos los pareamientos maximales para la figura 7.16.

7.15 Escribase un programa para encontrar un pareamiento maximal para un
grafo bipartido.
7.16 Sea C un pareamiento y ¢ el nimero de aristas en un pareamiento maximal,

a) Pruébese que existe un camino aumentado relativo a C cuya longitud es
21 Clfe-=1ChH+ 1 como méximo.

b) Pruébese que si A es el camino aumentado més corto relativo a C y si
A’ es un camino aumentado relativo a C(®A, entonces | 4’| =
>|Al+lana’l

*7.17 Pruébese que un grafo es bipartido si, y sélo si, no tiene ciclos de longitud
impar. Dése un ejemplo de un grafo no bipartido para el cual la técnica del
grafo de caminos aumentados no funcione.

7.18 Sean Cy D los pareamientos de un grafo bipartido. Pruébese que C@D tie-
ne al menos | C| -1 DI vértices disjuntos en los caminos aumentados rela-
tivos a C.

Notas bibliogréficas

Los métodos para construccién de arboles abarcadores minimales se han estudiado
por lo menos desde Boruvka [1926). Los dos algoritmos dados en este capitulo estdn
basados en Kruskal [1956] y Prim [1957]. Johnson [1975] muestra cémo los drboles
k-arios parcialmente ordenados se pueden usar para realizar el algoritmo de Prim.
Cheriton y Tarjan [1978] y Yao [1975] presentan algoritmos (alog logn) para 4r-
boles abarcadores. Tarjan [1981] presenta una historia y perspectiva completas de
los algoritmos para drboles abarcadores.

Hopcroft y Tarjan [1973] y Tarjan [1972] popularizaron el uso de la biisqueda
en profundidad en algoritmos para grafos. De ahi procede el alsoriu'no para compo-
nentes biconexos.

El pareamiento de grafos lo estudié Hall [1948], y los caminos aumentados, Ber-
ge [1957] y Edmonds [1965]. Hopcroft y Karp [1973] dan un algoritmo O(n*%) para
pareamientos maximales en grafos bipartidos, y Micali y Vazirani [1980] dan un al-
goritmo O(VTV1:4) para pareamiento maximal en grafos generales. En Papadimi-
triou y Steiglitz [1982] hay un buen andlisis del pareamiento general.
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zar cualquier tipo de clave para la cual estén definidas las relaciones «menor o igual
que» 0 «menor quey.

El problema de la clasificacion consme en ordenar una secuencia de regisiros de
tal forma que los valores de sus claves formen una secuencia no decreciente. Esto
es, dados los registros ry, ry, ..., ,, con valores de clave ky, ky, ..., k,,, rcspcctivamen-
te, debe resultar la misma secuencia de registros en orden r;, r;,, ..., 7;,, tal que k;
= lvc2 = .. = k. No es necesario que todos los registros tengan valores dlsuntos
ni que los regxstms con claves iguales aparezcan en un orden particular.

Se empleardn varios criterios para evaluar el tiempo de ejecucién de un algorit-
mo de clasificacién interna. La primera medicion, y también la més comin, es el ni-
mero de pasos requeridos por el algoritmo para clasificar » registros. Otra medicién
frecuente es el nimero de comparaciones entre claves que debe efectuarse para cla-
sificar n registros; esto resulta muy 1itil cuando la comparacién entre un par de cla-
ves es una operacién relativamente costosa, como sucede cuando las claves son gran-
des cadenas de caracteres. Si el tamafio del registro es grande, puede ser también con-
veniente contar las veces que debe moverse. La aplicacién manual hace evidente la
medida del costo apropiada.

8.2 Algunos esquemas simples de clasificacion

Tal vez uno de los métodos de clasificacion mds simples que pueda haber es un al-
goritmo llamado «clasificacién de burbuja» (bubblesort). La idea bdsica de la clasi-
ficacién de burbuja es imaginar que los registros a ordenar estdn almacenados en
un arreglo vertical. Los registros con claves menores son «ligeros» y suben. Se re-
corre varias veces el arreglo de abajo hacia arriba, y al hacer esto, si hay dos elemen-
tos adyacentes que no estdn en orden, esto es, si el «mads ligero» esta abajo, se in-
vierten. El efecto producido por esta operacién es que en el primer recorrido, el re-
gistro «mds ligero» de todos, es decir, el registro que posee la clave con menor 1 valor,
sube hasta la superficie (o parte superior del arreglo). En el segundo recorrido, la
segunda clave menor sube hasta la segunda posicién, y asi sucesivamente. En este
recorrido no es necesario subir hasta la posicién uno, porque ya se sabe que la clave
menor se encuentra ahi. En general, el rqg;pmdo ino mtentg pasar mas alld de la po-
sicién i. Se presenta el esbozo del algoritmo en la figura 8. 1, con el supuesto de que
el arreglo A es un array[l..n] of tipo_registro, y n es el nimero de registros. Aqui y
en el resto del capitulo se supondrd que un campo llamado ¢lave contiene el valor
_de la clave de caql,a rqmstro_

¢ ottt i
-\i'a?.' atgants cabal ¢
AR IgBritmo de Hasifiedoion ddburBU]H

waul o ay nies 'J'H’
) .’!I"H‘JIR oy otaarTos

oEl:procedimientoiintercambiase il iliea enivarios aieommomde slasificacién y/se de-
-fine el lafigura:8. 2, &l sizarl olue gnoys obivioser aies ob ojzo 15 a1 giugs &
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procedure intercambia ( var x, y: tipo_registro )
{ intercambia cambia los valores de x e y |
var
temp: tipo_registro;
in

temp: = x;,

X =y,

y = temp
end; | intercambia |

Fig. 8.2. EIl procedimiento intercambia.

Ejemplo B.1. La figura 8.3 muestra una lista de volcanes famosos, y el afio en que
hicieron erupcidn.

NOMBRE ANO
Pelée 1902
Etna 1669
Krakatoa 1883
Agung 1963
Vesubio 79
Santa Elena 1980

Fig. 8.3. Volcanes famosos.

Para este ejemplo, se emplean las siguientes definiciones de tipos:

type
tipo_clave = array[1..10] of char;
tipo_registro = record
clave: tipo_clave; {nombre del volcan}
ano: integer
end;

El algoritmo de clasificacién de burbuja de la figura 8.1, aplicado a la lista de la fi-
gura 8.3, clasifica la lista en orden alfabético de nombres, si la relacién < en objetos
con este tipo de claves es el orden lexicogrifico habitual. En la figura 8.4, se mues-
tran los cinco pasos dados por el algoritmo cuando n=6. Las lineas indican el punto
sobre el cual se sabe que los nombres son los mas pequefios (en orden alfabético) y
ocupan el lugar correcto. Sin embargo, después de i=5, cuando todos excepto el 1il-
timo registro se han colocado en su lugar, el ultimo también debe estar en el lugar
correcto, y el algoritmo termina.

Al principio del primer recorrido, el Santa Elena sobrepasa a Vesubio, pero no
a Agung. En el resto de este recorrido, Agung sube hasta la parte superior. En el se-
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gundo recorrido, Etna sube a la posicién 2. En el tercer recorrido, Krakatoa sobre-
pasa a Pelée, y la lista queda en orden lexicografico; sin embargo, de acuerdo con el
algoritmo de la figura 8.1, se hacen dos recorridos adicionales. O

Pelée Agung Agung Agung Agung Agung
Etna Pelée Etna Etna Etna Etna
Krakatoa Etna Pelée Krakatoa Krakatoa Krakatoa
Agung Krakatoa Krakatoa Pelée Pelée Pelée
Vesubio Santa Elena Santa Elena Santa Elena Santa Elena Santa Elena
Santa Elena Vesubio Vesubio Vesubio Vesubio Vesubio
inicial después después después después después

de i=1 de i=2 de i=3 de i=4 de i=5

Fig. 8.4. Recorridos de la clasificacién de burbuja.

Clasificacién por insercion

El segundo método de clasificacion a considerar se denomina «clasificacion por in-
sercién», porque en el i-ésimo recorrido se «inserta» el i-ésimo elemento A[i] en el
lugar correcto, entre A[1], A[2], ..., A[i—1], los cuales fueron ordenados previamente.
Después de hacer esta insercidn, se encuentran clasificados los registros colocados
en A[1], ..., A[i]. Esto es, se gjecuta

for i :=2 to n do
mover A[/] hacia la posicién j < i tal que
Alil < Alk]paraj <k < iy
Alil = Aj-1]oj=1

Para facilitar el proceso de mover A[i], es wtil introducir un elemento 4[0], cuya cla-
ve tiene un valor menor que el de cualquier clave existente en A[1], ..., A[n]. Se pos-
tulard la existencia de una constante —co de tipo tipo_clave que es menor que la cla-
ve de cualquier registro que pueda aparecer en la prictica. Si ninguna constante —co
se puede utilizar con seguridad, se debe probar primero si j =1 al decidir la inser-
ci6n de A[i] antes de la posicidn Jj, y si no, comparar A[/] (que se encuentra ahora
en la posicién j) con A[j-1]. El programa completo se muestra en la figura 8.5.

(1)  A[0).clave := —co;
2 for i ;= 2 to n do begin

3 T
(4) while A[j] < A[/-1] do begin
(5) intercambia(A[j], AU-1]);
(6) j=J1
end
end

Fig. 8.5. Clasincacion por insercion.
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ya que aunque no se necesiten intercambios (es decir, si la entrada ya estuviera cla-
sificada), la prueba de la linea (3) se ejecutaria n(n — 1)/2 veces.

A continuacion, considérese la clasificacion por insercién de la figura 8.5. El ci-
clo while de las lineas (4) a (6) de la figura 8.5 no puede llevar mds de O(i) pasos,
ya que j toma un valor inicial / en la linea (3) y decrece en cada ciclo. El ciclo ter-
mina cuando j = 1, ya que A[0] es —oo, lo cual hace que la prueba de la linea (4) sea
falsa ::uando J= 1. Se puede concluir que el ciclo for de las lineas (2) a (6) lleva has-

ta ¢ zj pasos para alguna constante ¢. Esta suma es O(n?).
=2

Seria aconsejable comprobar que si en un inicio el arreglo estd clasificado en or-
den inverso, se ejecutard i - | veces el ciclo while de las lineas (4) a (6), asi que la

linea (4) se ejecuta i (i—= 1) = n{n - 1)/2 veces. Por tanto, la clasificacién por in-

sercién requiere un 't-izempo Q(n?) en el peor caso. Se puede demostrar que este li-
mite menor interno vale también para el caso promedio.

Por iltimo, considérese la clasificacién por seleccion de la figura 8.7. Se puede
comprobar que el ciclo for interno de las lineas (4) a (7) lleva un tiempo O(n - i),
puesto que j va desde i + | hasta n. Asi, el tiempo total que requiere el algoritmo es

n-1
L z (n — i), para alguna constante ¢. Esta suma, que es cn(n - 1)/2, se observa que
=]

es O(n?). Por el contrario, se puede mostrar que al menos la linea (5) se ejecu-

n=1 n
1a Z Z (1)=n(n- 1)/2 veces, sin importar el valor inicial del arreglo A, asi
=l i)
que la clasificacién por seleccién lleva un tiempo Q(n?), tanto en el peor caso, como
en el caso promedio.

Cuenta de intercambios

Si el tamafio de los registros es grande, el procedimiento intercambia, linico lugar en
los tres algoritmos donde se copian registros, llevard mds tiempo que cualquier otro
paso, como la comparacién de claves o los cédlculos en los indices del arreglo. Asi,
mientras que los tres algoritmos llevan un tiempo proporcional a n%, se pueden com-
parar con mas detalle al contar las veces que se usa intercambia.
Para comenzar, la clasificacién de burbuja ejecuta el paso de intercambio de la
linea (4) en la figura 8.1
n-1 n
Y, D, W=atn=132
=l el
veces a lo sumo, o unas n?/2 veces. Pero dado que la ejecucién de la linea (4) de-
pende del resultado obtenido en la prueba de la linea (3), cabe esperar que el nime-
ro real de intercambios sea mucho menor que n%2.
De hecho, la clasificacion de burbuja, en promedio, intercambia elementos exac-
tamente la mitad de veces, asi que el nimero de intercambios esperado, si todas las
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secuencias iniciales tienen igual probabilidad, serd aproximadamente n*/4. Para
corroborar esto, considérense dos listas iniciales de claves mutuamente inversas:
L =k, ky, ... k, ¥ Ly=k, k,_, ..., k;. Un intercambio es la winica forma de que k; y
k; puedan cruzarse si estdn inicialmente fuera de orden; pero, ki y k‘ lo estdn sélo
en una de las listas L, o L,. As{, el niimero total de intercambios ejecutados cuando
se aplica la clasificacién de burbuja a L, y L, es igual al nimero de pares de ele-
mentos, esto es, (3) o n(n— 1)/2. Por tanto, el nimero de intercambios promedio
para L, y L, es n(n - 1)/4 o unas n*/4. Ya que todas las clasificaciones posibles pue-
den aparearse con sus inversas, como sucedié con L, y L,, el nimero promedio de
intercambios en todas las clasificaciones también serd aproximadamente n?/4.

El niimero de intercambios efectuados en la clasificacién por insercidn es, en pro-
medio, idéntico al de la clasificacién de burbuja. Aplicando el mismo argumento,
cada par de elementos se intercambiard en una lista L o en su inversa, pero nunca
en ambas.

Sin embargo, en caso de que intercambia sea una operacién costosa, es facil ob-
servar que la clasificacién por seleccion es superior a las clasificaciones de burbuja
y por insercién. La linea (8) de la figura 8.7 se encuentra fuera del ciclo interno del
algoritmo de clasificacién por seleccién, por lo que se ejecuta exactamente n—1 ve-
ces en un arreglo de longitud 7. Como la linea (8) contiene la unica llamada a in-
tercambia, la velocidad de crecimiento en el nimero de intercambios en la clasifi-
caci6én por seleccion, que es O(n), es menor que las tasas de crecimiento del nimero
de intercambios de los otros dos algoritmos, que es O(n?). A diferencia de las clasi-
ficaciones de burbuja y por insercidn, la clasificacién por seleccién permite a los ele-
mentos «saltar» sobre grandes cantidades de elementos sin necesidad de intercam-
biarlos entre si individualmente.

Cuando los registros sean grandes y los intercambios costosos, una estrategia muy
util es mantener un arreglo de apuntadores a registros por medio de cualquier al-
goritmo. Entonces se pueden intercambiar apuntadores en lugar de registros. Una
vez que los apuntadores a registros se han dispuesto en el orden apropiado, los re-
gistros pueden disponerse en el orden clasificado final en un tiempo O(n).

Limitaciones de los algoritmos simples

Se debe tener presente que los algoritmos mencionados en esta seccion tienen un tiem-
po de ejecucién O(n?), tanto en el peor caso como en el promedio. Asi, para una n
grande, ninguno de esos algoritmos se compara de modo favorable con los algorif-
mos O(nlogn) que se analizardn en las siguientes secciones. El valor de n para el cual
esos algoritmos més complejos se hacen mejores que los simples, depende de diver-
sos factores, como la calidad del cédigo objeto generado por el compilador, la mé-
quina con que se ejecutan los programas y el tamafio de los registros que se deben
intercambiar. La experimentacién con un programa que registre tiempos de ejecu-
cién (profiler) es una buena forma de determinar el punto de ruptura. Una regla ra-
zonable es que a menos que n sea aproximadamente 100, puede ser una pérdida de
tiempo implantar un algoritmo m4s complicado que los estudiados en esta seccién. La
clasificacién de Shell, una generalizacién de la clasificacién de burbuja, es un algo-
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ritmo de clasificacién O(n'*) simple, muy sencillo de ampliar y razonablemente efi-
ciente para valores modestos de n. La clasificacién de Shell se presenta en el ejer-
cicio'8.3.

8.3 Cclasificacién rapida (quicksort)

El primer algoritmo O(nlogn) que se estudia f, y tal vez el mas eficiente para clasi-
ficacién interna, recibe el nombre de «clasificacién rdpida» (quicksort). La esencia
del método consiste en clasificar un arreglo A[1], ..., A[n] tomando en el arreglo un
valor clave v como elemento pivote, alrededor del cual reorganizar los elementos del
arreglo. Es de esperar que el pivote esté cercano al valor medio de la clave del
arreglo, de forma que esté precedido por una mitad de las claves y seguido por la
otra mitad. Se permutan los elementos del arreglo con el fin de que para alguna j,
todos los registros con claves menores que v aparezcan en A[1], ..., A/}, y todos aque-
llos con claves v 0 mayores aparezcan en A[j +1], ..., A[n]. Después, se aplica recur-
sivamente la clasificacion répida a A[1), ..., A[j] y a A[j +1], ..., A[n] para clasificar
ambos grupos de elementos. Dado que todas las claves del primer grupo preceden
a todas las claves del segundo grupo, todo el arreglo quedard ordenado.

Ejemplo 8.4. En la figura 8.9 se muestran los pasos recursivos que la clasificacién
rdpida puede realizar para clasificar la secuencia de enteros 3, 1,4, 1, 5,9, 2, 6, 5,
3. En cada caso, se ha escogido como valor v al mayor de los dos valores distintos
que se encuentran mas a la izquierda. La recursidn termina al descubrir que la por-
cion del arreglo que se debe clasificar consta de claves idénticas. Se ha mostrado
que cada nivel consta de dos pasos, uno antes de dividir cada subarreglo, y el segun-
do, después. La reorganizacidn de los registros que tiene lugar durante la divisién
se explicard en seguida. O

Ahora se inicia el disefio del procedimiento recursivo quicksort(i, j) que opera en
un arreglo 4 con elementos A[l], ..., A[n], definido de manera externa al procedi-
miento. guicksort(i, j) ordena desde A[i] hasta A[j] en el mismo lugar. En la figura
8.10 se muestra un esbozo del procedimiento. Obsérvese que si todos los elementos
Ali), ..., A[J] tienen la misma clave, el procedimiento no afecta a A.

Se empieza desarrollando una funcién encuentra_pivote que obtiene la prueba de
la linea (1) de la figura 8.10, para determinar si todas las claves A[{), ..., A[j] tienen
el mismo valor. Si encuentra_pivote no encuentra dos claves distintas, devuelve 0.
De otro modo, devuelve el indice de la mayor de las dos primeras claves diferentes,
la cual se convierte en el elemento pivote. La funcién encuentra_pivote esta escrita
en la figura 8.11. ‘ ;

Luego, se aplica la linea (3) de la figura 8.10, donde se enfrenta el problema de
la permutacién de A[], ..., A[/], en el mismo lugar 1, de manera que todas las cla-

t Técnicamente, la clasificacién rapida es ((nlogn) sdlo en el caso promedio; en el peor caso es O(n?).

tt Podrian copiarse A1), ..., A[/] y ordenarlos conforme se toman, para copiar el resultado otra vez

en A[i], .... 4[j]. No se hace asi porque se malgasta espacio y llevard mds tiempo que el método utilizado
aqui.
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Fig. 8.9. Operacion de la clasificacion rapida.

ves menores que el valor del pivote aparecen a la izquierda de las demds. Para rea-
lizar esto, se introducen dos cursores, z y d, en un principio, en los extremos izquier-
do y derecho, respectivamente, de la porcién de A que se estd clasificando. Los ele-
mentos a la izquierda de z, esto es, A[/], ..., A[z—1], siempre tendrén claves menores
que el pivote. Los elementos a la derecha de d, esto es, A[d+1]. ..., A[j], tendr4n cla-
ves mayores o iguales al pivote, v los elementos del centro estardn mezclados, come
se sugiere en la figura 8.12.

En un comienzo. i = z y j =d para que la proposicion anterior se siga cumplien-
do, ya que no existe nada a la izquierda de z ni a la derecha de 4. Se efectiian varias
veces los pasos siguientes, los cuales mueven z a la derecha y 4 a la izquierda, hasta
que terminen cruzandose, momento en el que A[i], ..., A[z - 1] tendrdn todas las cla-
ves menores que ¢l pivote y A[d + 1], ..., A[J] todas las claves mayores o ignales que
el pivote.
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(1) if de A[i] a A[/] existen al menos dos claves distintas then begin

(2) sea v la mayor de las dos claves distintas encontradas;

(3) permutar A[i],...,4[j] de manera que para alguna k entre
i+l y j, A[i],..., A[k — 1] tengan claves menores que
vy los elementos A[k],...,4[/] tengan claves = v

(4) quicksort(i, k - 1);

(%) quicksort(k, j)

end

Fig. 8.10. Esbozo de la clasificacion rapida.

function encuentra_pivote ( i, j: integer ) : integer;
{ devuelve 0 si A[i],...,A[j] tienen claves idénticas; de otra forma, devuel-
ve el indice de la mayor de las dos claves diferentes de mas a la izquierda |
var
primera_clave: tipo_clave; { valor de la primera clave encontrada,
es decir, A[i].clave}
k: integer; { va de izquierda a derecha buscando una clave diferente |
begin
primera_clave = Ali].clave,
for k:= i + | to j do { rastrea en busca de una clave distinta |
if A[k).clave > primera_clave then | selecciona la clave mayor |
return (k)
else if A[k].clave > primera_clave then
return (i);
return (0) { nunca se encontraron dos claves diferentes |
end; { encuentra_pivote |

Fig. 8.11. Procedimiento encuentra_pivote.

claves < pivote claves = pivote

ottty B ey

i z d J
Fig. 8.12. Situacion durante el proceso de permutacion.

1. Rastrear. Mueve z a la derecha en los registros cuyas claves sean menores que
el pivote. Mueve d a la izquierda en las claves mayores o iguales que pivote. Ob-
sérvese que esta seleccién del pivote por encuentra_pivote garantiza que por lo
menos existe una clave menor y una no menor que el pivote, de modo que zy
d con seguridad se detendrdn antes de quedar fuera del intervalo de ia j.
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Probar. Si z > d (lo que en la préctica significa que z=d + 1), entonces se ha
dividido A[{], ..., A[j] en forma satisfactoria, lo cual basta.

Desviar. Si z < d (obsérvese que no se puede parar durante el rastreo con z = d,
porque uno u otro se moverd mas alld de una clave dada), se intercambia A[z]
con A[d]. Después de hacerlo, A[z] tiene una clave menor que el pivote y A[d]
tiene una clave por lo menos igual que el pivote, y se sabrd que en la siguiente
fase de rastreo z se moverd al menos una posicién a la derecha, en la A[d] an-
terior y d se moverd al menos una posicién a la izquierda.

El ciclo anterior es poco apropiado, ya que la prueba que lo termina estd justo

en la mitad. Para ponerla en la forma de un ciclo repeat, se pasa la fase desviar al
principio. El efecto es que inicialmente, cuando i = z y j = 4, se intercambia A[i] con
A[J]. Esto puede ser 0 no correcto, pero no €s muy importante, pues se supone que en

un
Sin
La

principio no existe ningtin orden en particular para las claves entre A[7], ..., A[j].
embargo, es necesario comprender este «truco» y no dejarse inquietar por él.
funcidn particion, que realiza las operaciones anteriores y devuelve z, el pun-

to en el cual empieza la mitad superior del arreglo dividido, se muestra en la figu-
ra 8.13.

En este momento ya es posible esbozar el programa para la clasificacién rdpida

de la figura 8.10; el programa final se muestra en la figura 8.14. Para clasificar un
arreglo A de tipo array[1..n] of tipo_registro sélo se llama a quicksort(1, n).

(1
(2)

3

(4)
(3)
(6)
)

(8)
©)

function particidn ( i, j: integer; pivote: tipo_clave ): integer;
{ divide A[i],...,A[j] para que las clavés menores que pivote estén a la
izquierda y las claves mayores o iguales que pivote estén a la derecha.
Devuelve el lugar donde se inicia el grupo de la derecha. |

var
z,d: integer; { cursores, como se describieron antes |
begin
Z:=1i
d:=j,
repeat
intercambia(A[z], A[d]);
{ ahora se inicia la fase de rastreo |
while A[z].clave < pivote do
zm=z+1;
while A[d).clave > = pivote do
dm=d-1
until
z>d
return (z)
end; { particion |

Fig. 8.13. Procedimiento particién.
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Tiempo de ejecucion de la clasificacion rapida

Ahora se mostrara que el algoritmo lleva en promedio un tiempo O(nlogn) para cla-
sificar n elementos, y que en el peor caso lleva O(n?). El primer paso en la demos-
tracién de ambas proposiciones es probar qué particion lleva un tiempo proporcio-
nal al mimero de elementos que deber4 separar, es decir, un tiempo O( — i + 1),

procedure guicksort ( i, j: integer ),
| clasifica los elementos A[f]....,A[j] del arreglo externo A |
var
pivote: tipo_clave; | el valor del pivote |
indice_pivote: integer; [ el indice de un elemento de 4 donde clave es

el pivote }
k: integer; | indice al inicio del grupo de elementos = pivote |
begin
(1) indice_pivote := encuentra_pivote(i));
2) if indice_pivote <> (O then begin { no hacer nada si todas las claves
son iguales |

3) pivote = Alindice_pivote).clave;
4 k := particién(i, j, pivote),
(5) quicksort(i,k - 1);
(6) quicksort(k.j)

end

end; { quicksort | )
Fig. 8.14. EIl procedimiento quicksort.

Para ver por qué la proposicion es cierta, es preciso usar un truco muy frecuente
en el andlisis de algoritmos: encontrar ciertos «articulos» a los cuales se les pueda
«cargam el tiempo, y mostrar cémo cargar cada paso del algoritmo para que ningin
articulo se cargue mds que alguna constante. El tiempo total consumido, entonces,
no serd mayor que el producto de esta constante por el nimero de articulos.

En este caso, los articulos son los elementos desde A[7] hasta A[j], y a cada uno
se le carga todo el tiempo gastado por particion desde el momento en que z o 4 apun-
ten hacia él por primera vez, hasta que dejan de hacerlo. Obsérvese primero que z
y d nunca regresan a un elemento. A causa de que por lo menos existe un elemento
en el grupo inferior y uno en el superior, y particidn termina tan pronto como z ex-
cede a d, se sabe que cada elemento sera cargado sélo una vez.

Un elemento se deja en los ciclos de las lineas (4) y (6) de la figura 8.13, ya sea
por incremento de z o por decremento de 4. ;Cuanto tiempo puede transcurrir entre
cada ejecucién de z:= z+ 1 0 d ;= d - 1? Lo peor que puede suceder es en el comien-
zo. Las lineas (1) y (2) asignan un valor inicial a z y 4. Ahi se puede pasar por el
ciclo sin hacer nada sobre z o d. En el segundo paso y en los siguientes, el intercam-
bio de la linea (3) garantiza que los ciclos while de las lineas (4) y (6) se ejecutardn
por lo menos una vez cada uno; asi, lo peor que puede cargarse a una ejecucién de
z=z+10d:=d- | esel costo de las lineas (1), (2), dos veces (3), y las pruebas de
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las lineas (4), (6), (8) y (4) otra vez. Esta es sé6lo una cantidad constante, indepen-
diente de i o0 j, y las siguientes ejecuciones de z:=z+ 1 0 d ;= d— 1 se cargan menos:
a lo sumo, una ejecucién de las lineas (3) y (8) y un recorrido de los ciclos de las
lineas (4) o (6).

Al final, también existen dos pruebas no satisfechas en las lineas (4), (6) y (8),
que pueden no estar cargadas a ningiin articulo, pero representan sélo una cantidad
constante y pueden cargarse a cualquier articulo. Después de haber hecho todos los
cargos, aiin se tiene alguna constante ¢, por lo que ningin articulo ha sido cargado
con mds de ¢ unidades de tiempo. Dado que existen j— i + | articulos, esto es, ele-
mentos en la porcién del arreglo que se va a clasificar, el tiempo total empleado
por particion(i, j, pivote) es O(j — i + 1).

Ahora, considérese el tiempo de ejecucion de quicksort(i, j). Es facil comprobar
que el tiempo consumido por llamada a encuentra_pivote de la linea (1) de la fi-
gura 8.14 es O(j — i + 1), y en muchos casos es bastante menor. La prueba de la linea
(2) requiere una cantidad constante de tiempo, al igual que el paso (3) cuando se eje-
cuta, Se ha mostrado que la linea (4), que llama a particion, llevard un tiempo
O(j - i+ 1). Asi, con excepcién de las llamadas recursivas que hace a guicksort, cada
llamada individual de quicksort lleva un tiempo como méximo proporcional al ni-
mero de elementos que se le pide clasificar.

En otras palabras, el tiempo total consumido por guicksort es la suma, en todos
los elementos, de las veces que el elemento forma parte del subarreglo en el que
se hizo la llamada a quicksort. Recuérdese la figura 8.9, donde se observan las lla-
madas a guicksort organizadas por niveles. Es evidente que ningiin elemento puede
incluirse en dos llamadas del mismo nivel, asi que el tiempo consumido por guick-
sort puede expresarse como la suma en todos los elementos de la profundidad, o méxi-
mo nivel, en el cual se encuentra ese elemento. Por ejemplo, los unos de la figura
8.9 son de profundidad 3 y el 6 es de profundidad 5.

En el peor caso, podria suceder que en cada llamada a quicksort se seleccionara
el peor pivote posible, por ¢jemplo, el mayor valor de las claves en el subarreglo que
se estd clasificando. Entonces se dividiria el subarreglo en dos subarreglos mds pe-
queiios, uno con s6lo un elemento (el elemento que tuviera al pivote como clave), y
el otro con todos los demds. Esa secuencia de particiones forma un drbol como el
de la figura 8.15, donde r,, r, ..., 7, €s la secuencia de registros en ¢l orden creciente
de las claves.

n r
Fig. 8.15. Peor secuencia posible de selecciones de pivotes.
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La profundidad de r, es n-i+ 1 para 2 <i=<n, y la profundidad de r, es
n— 1. Asi, la suma de las profundidades es

il 2
n—l+z (n—i+l)--£—-+l—1
=2 2 2

la cual es Q(n?). En el peor caso, la clasificacién rdpida requiere un tiempo propor-
cional a n? para clasificar n elementos.

Andlisis del caso promedio de la clasificacion rapida

Como siempre, se interpreta «caso promedio» para un algoritmo de clasificacién
como el promedio sobre todas las clasificaciones iniciales, dando igual probabilidad
a cualquier clasificacion posible. Por simplicidad, se supondrd que no existen dos
elementos con claves iguales. En general, las igualdades entre elementos hacen la ta-
rea de clasificacion mds fécil, nunca mds dificil.

Una segunda suposicién que hace mds facil el analisis del algoritmo de clasifica-
cién rdpida es que, cuando se llama a quicksort(i, j), todas las clasificaciones para
Alil, ..., A[j] son igualmente probables. La justificacidn es que antes de la llamada,
no habia pivotes con los cuales A[i], ..., A[j] se pudieran comparar para distinguirlos
entre si; es decir, para que todos fueran menores que el pivote v, o para que todos
fueran mayores. Una revisién cuidadosa del programa desarrollado muestra la pro-
babilidad de que cada elemento pivote concluya cerca del extremo derecho del sub-
arreglo de elementos mayores o iguales que €1, pero para subarreglos grandes, el he-
cho de que el elemento minimo (el pivote previo) pueda aparecer cerca del extremo
derecho no marca una diferencia considerable t.

Ahora, sea T(n) el tiempo promedio consumido por la clasificacién rdpida para
ordenar n elementos. Es evidente que 7(1) es alguna constante ¢, ya que en un ele-
mento esta clasificacion no hace llamadas recursivas a si mismas. Cuando n > 1,
como se supone que todos los elementos tienen claves distintas, se sabe que la cla-
sificacion rapida tomara un pivote y dividira el subarreglo, consumiendo un tiempo
c,n para hacerlo, para alguna constante ¢,, y después llamard a la clasificacion en los
dos subarreglos. Seria bueno poder pedir que el pivote tuviera la misma probabili-
dad de ser el primero, segundo, ..., n-ésimo elemento en el orden clasificado. para
el subarreglo que se esté ordenando. Sin embargo, para garantizar que la clasifica-
cién rdpida encuentre por lo menos una clave menor que cada pivote y al menos
una igual o mayor que el pivote (de modo que cada fragmento sea menor que el to-
tal y, por tanto, no sean posibles los ciclos infinitos), siempre se escoge el mayor de
los dos primeros elementos encontrados. Resulta que esta seleccién no afecta a la distri-
bucién de tamaiios de los subarreglos, pero tiende a hacer los grupos izquierdos
(aquellos que son menores que el pivote) mds grandes que los grupos derechos.

t Si hay una razén para creer que los ordenamientos no aleatorios de elementos pueden hacer que quick-
sorf se ejecute mas lentamente de lo esperado, el programa guicksor! deberia permutar aleatoriamente los
elementos del arreglo antes de la clasificacion.
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Se hard el desarrollo de una formula para la probabilidad de que el grupo iz-
quierdo tenga i de los n elementos, en el supuesto de que todos los elementos son
distintos. Para que el grupo izquierdo tenga / elementos, el pivote debe ser el (i + 1)-
ésimo elemento entre los n. El pivote, por el método de seleccién, podia haber es-
tado en la primera posicién, con alguno de los i menores como segundo, o bien pudo
haber sido el segundo, con uno de los i menores como primero. La probabilidad de
que cualquier elemento en particular, tal como el (i + 1)-ésimo, aparezca primero en
una secuencia aleatoria, es 1/n. Dado que apareci6 primero, la probabilidad de que
el segundo elemento sea uno de los / elementos mds pequenos, de los n - 1 elemen-
tos restantes es i/{n — 1). Asi, la probabilidad de que el pivote aparezca en la prime-
ra posicién y sea el nimero / + 1 de los n en el orden apropiado, es i/n(n — 1). En
forma semejante, la probabilidad de que el pivote aparezca en la segunda posicién
y sea el nimero / + 1 de los n en el orden clasificado es i/n(n — 1), asi que la proba-
bilidad de que el grupo izquierdo sea de tamaiio i es 2i/n(n—1),para | < i <n.

Ahora, se puede escribir una ecuacién de recurrencia para T(n).

T(n) = j; = [T) + T=D) + e (8.1)

i=]

Segun la ecuacién (8.1), el tiempo promedio requerido por la clasificacién rdpi-
da es el tiempo, c;n, empleado fuera de las llamadas recursivas, mas el tiempo pro-
medio utilizado en las mismas. Este ultimo tiempo se expresa en (8.1) como la suma,
en todas las posibles i, de la probabilidad de que el grupo izquierdo tenga tamafio i
(y, por tanto, el grupo derecho tiene tamaifio n — i), multiplicado por el costo de las
dos llamadas recursivas: 7(i) y T(n - i), respectivamente.

La primera tarea es transformar la ecuacion (8.1) de manera que se simplifique
la sumatoria y, de hecho, tome la forma que tendria si se hubiera elegido un pivote
verdaderamente aleatorio en cada paso. Para hacer la transformacién, obsérvese que
para una funcién f{i) cualquiera, sustituyendo i por n— i se puede probar

E fi) = E fln—i) (8.2)
i=1

Al sustituir la mitad del lado izquierdo de (8.2) por el lado derecho, queda
n=1 n=1
S ) =3 3 () +fn-0) (8.3)
i=1 i=1

Aplicando (8.3) a (8.1) con f{i) igual a la expresién interna de la sumatoria de (8.1),
se obtiene

IA

T(n) -2 [m [TG) + T(n—0) + l("—?- (T(n—i) + mn] il

l"

:l— E [T(H) + T(n—i)] + can (8.4)

i=1

IA
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A continuacion, se aplica (8.3) a (8.4), con f{i) = T(/). Esta transformacién da
2 n—1
T(n) = "—I- > T(i) + cn (8.5)
e i=1

Obsérvese que (8.4) es la ecuacién de recurrencia que se obtendria si todos los
tamaiios entre 1 y n— | para el grupo izquierdo fueran igualmente probables. Asi,
tomar como pivote la mayor de dos claves en realidad no afecta a la distribucién de
tamafios. Se estudiardn recurrencias de esta forma con mayor detalle en el capitu-
lo 9. Aqui se resolverd la recurrencia (8.5) proponiendo una solucién y demostrando
que funciona. La solucién propuesta es que T(n) < cnlogn para alguna constante ¢
ytodan= 2.

Para demostrar que esta suposicion es correcta, se efectiia una induccién sobre n.
Para n=2, s6lo sz observa que para alguna constante ¢, 7(2) < 2clog2 = 2c. Para
comprobar la induccidn, se supone que T(i) < cilogi para i < n, y se sustituye esta
férmula por T(i) en el lado derecho de (8.5) para demostrar que la cantidad resul-
tante no es mayor que cnlogn. Asi, (8.5) se convierte en

2 n—1
T(n)s —— 73 ilogi + con (8.6)
n—1;0

Aqui es necesario dividir la sumatoria de (8.6) en términos menores, donde
i =< n/2, y, por tanto, logi no es mayor que log(n/2), que es (logn)-1, y en términos
mayores, donde i > n/2, y logi puede ser tan grande como logn. Entonces (8.6) se
convierte en

2% [-n a-1
T(n)= —— | ilogi + 3 ilogi|+ csn
n—1 li=1 i=af2+1

2% a2 n=1
=—— |3 i(logn — 1)+ 3 ilogn|+ cpn
B=1 li=1 i=n/2+1

2c -n n n.n 3 .n
=(= - 3= Zp(=- -
- = 4(2+l)logn 4(2+1)+ 4n(2 Dlogn con
2 2
< 2|8 Alyen - |2 4 B + o
n—1 2 2 8 4
=< cnlogn — Lt cn + con (8.7)

4 2(n—=1)
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Al tomar ¢ = 4c,, la suma del segundo y cuarto términos de (8.7) no es mayor
que cero. El tercer término de (8.7) hace una contribucion negativa, asi que de (8.7)
es posible confirmar que T(n) =< cnlogn, si ¢ = 4¢,. Esto completa la demostracién
de que la clasificacién rdpida requiere un tiempo ({nlogn) en el caso promedio.

Mejoras a la clasificacion rapida

Quicksort es muy rapido, su tiempo promedio de ejecucion es menor que el de todos
los algoritmos de clasificacién O(nlogn) conocidos en la actualidad (en un factor
constante, por supuesto). Es factible mejorar atin mds el factor constante al tomar
pivotes que dividan cada subarreglo en partes similares. Por ejemplo, al dividir siem-
pre los subarreglos en partes iguales, cada elemento serd de profundidad exactamen-
te logn, en el arbol de particiones semejante al de la figura 8.9. En comparacion, la
profundidad promedio de un elemento para quicksort, como se constituyé en la fi-
gura 8.14, es de cerca de 1.4logn. Asi, cabe esperar un incremento en la velocidad
de guicksort seleccionando los pivotes con cuidado.

Por ejemplo, se pueden escoger tres elementos de un subarreglo al azar y tomar
el elemento medio como pivote. Se pueden tomar k elementos al azar para cualquier
k, clasificarlos por una llamada recursiva a la clasificacién rdpida o por uno de los
algoritmos mds simples de la seccién 8.2, y elegir el elemento medio, es decir, el ele-
mento [(k + 1)/2]-ésimo como pivote 1. Es un ejercicio interesante determinar el me-
jor valor de k como una funcién del nimero de elementos del subarreglo a clasificar.
Si k es muy pequefia, se malgasta el tiempo, porque, en promedio, el pivote divi-
dird los elementos de forma desigual. Si k es muy grande, llevard demasiado tiempo
encontrar el elemento medio de los k elementos.

Otra mejora de la clasificacion rdapida esta relacionada con lo que sucede cuando
se toman subarreglos pequefios. Recuérdese de la seccién 8.2 que los métodos sim-
ples O(n?) son mejores que los métodos O(nlogn) para n pequeiias. La pequefiez de
n depende de muchos factores, como el tiempo empleado en una llamada recursiva,
la cual es una propiedad de la arquitectura de la madquina y de la estrategia utiliza-
da por el compilador para realizar las llamadas a procedimientos en el lenguaje en
que se escribié el método de clasificacién. Knuth [1973] sugiere 9 como el tamaiio
del subarreglo en el que guicksort debe llamar a un algoritmo de clasificacién mas
simple.

Existe otra forma de «acelerar» guicksort, que en realidad es una forma de can-
jear espacio por tiempo; la misma idea es valida para cualquier otro algoritmo de
clasificacidn. Si se tiene espacio disponible, se crea un arreglo de apuntadores a los
registros del arreglo A. Se efectian las comparaciones entre las claves de los regis-
tros apuntados, pero sin mover los registros; en vez de eso, se mueven los apunta-
dores a los registros de la misma forma que la clasificacién répida mueve los regis-
tros. Al final, los apuntadores, leidos de izquierda a derecha, apuntan a los registros

t Dado que sélo s¢ desea la mediana y no la lista completa clasificada de k elementos, puede ser mejor
usar uno de los algoritmos de la i6n 8.7, que enc la medi con rapidez.
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en ¢l orden deseado, y serd relativamente fécil reordenar los registros de 4 en el or-
den correcto.

De esta forma, s6lo se hacen n intercambios de registros, en lugar de O(nlogn),
lo cual significa una diferencia sustancial si los registros son grandes. Por el lado ne-
gativo, se requiere espacio adicional para el arreglo de apuntadores, y el acceso a las
claves para efectuar las comparaciones es mds lento que antes, ya que se debe seguir
primero el apuntador, y luego ir al registro, para conseguir el campo de la clave.

8.4 Clasificacion por monticulos (heapsort)

En esta secci6n se desarrolla un algoritmo de clasificacién llamado clasificacién por
monticulos (heapsort) cuyo peor caso y el caso promedio son ((nlogn). Este algoritmo
puede expresarse en forma abstracta por medio de las cuatro operaciones de con-
juntos INSERTA, SUPRIME, VACIA y MIN, presentadas en los capitulos 4 y 5. Su-
pongase que L es la lista de elementos que se va a clasificar y S es un conjunto de
elementos de tipo tipo_registro que se usard para guardar los elementos conforme
se clasifican. El operador MIN se aplica al campo de la clave de los registros; esto
es, MIN(S) devuelve el registro en S cuya clave tiene el valor mas pequeiio. La fi-
gura 8.16 presenta el algoritmo de clasificacién abstracto que se transformard en una
clasificacién por monticulos.

(1) for x en la lista L do

) INSERTA(x, 5);
(3)  while not VACIA(S) do begin
(4) ¥ = MIN(S),
(5) writeln(y);
(6) SUPRIME(y, 5)
end

Fig. B.16. Algoritmo abstracto de clasificacion.

Los capitulos 4 y 5 analizaron varias estructuras de datos, como los 4rboles 2-3,
que manejan cada operacion en un tiempo O(logn) por operacion, si los conjuntos
nunca crecen mds alld de n elementos. Si se supone que la lista L es de longitud n,
el nuimero de operaciones realizadas serd n veces INSERTA, n veces SUPRIME, n
veces MIN, y n+ 1 pruebas VACIA. El tiempo total consumido por el algoritmo de
la figura 8.16 es O(nlogn), si se¢ emplea una estructura de datos adecuada.

La estructura de datos de 4rbol parcialmente ordenado que se estudid en la sec-
¢ién 4.11, es adecuada para la realizaciéon de este algoritmo. Recuérdese que un
4rbol parcialmente ordenado puede representarse por un monticulo, un arreglo
A[1], ..., A[n], cuyos elementos tienen la propiedad de drbol parcialmente ordenado:
Alil.clave < A[2#i).clave y A[i].clave < A[2#i + 1].clave. Al considerar los elementos
2y 2i + | como los «hijos» del elemento en i, el arreglo forma un drbol binario equi-
itbrado en el cual la clave del padre nunca excede a las claves de 16s hijos.

En la secci6n 4.11, se vio que el 4rbol parcialmente ordenado puede manejar las
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operaciones INSERTA y SUPRIME_MIN en un tiempo O(logn) por operacion.
Mientras que el drbol parcialmente ordenado no puede manejar la operacién gene-
ral SUPRIME en un tiempo O(logn) (sélo encontrar un elemento arbitrario lleva un
tiempo lineal en el peor caso), debe hacerse notar que en la figura 8.16, los unicos
elementos que se eliminan son los encontrados como minimales. Asi, las lineas (4)
y (6) de la figura 8.16 pueden combinarse en una funcién SUPRIME_MIN que de-
vuelve el elemento y. Con esto se puede obtener el algoritmo de la figura 8.16 con la
estructura de datos arbol parcialmente ordenado de la seccion 4.11.

Es necesaria una modificacién mas al algoritmo de la figura 8.16 para evitar im-
primir los elementos conforme se eliminan. El conjunto S siempre estard almacena-
do como un monticulo en la parte superior del arreglo 4, como A[1], ..., A[{] si §
tiene i elementos. Por la propiedad de 4rbol parcialmente ordenado, el elemento més
pequefio estara siempre en A[1]. Los elementos que se van eliminando de S pueden
almacenarse en A[i + 1], ..., A[n], clasificados en orden inverso, es decir, con A[i + 1] =
= Ali+ 2] = ... = A[n] T. Como A[1] debe ser el menor de A[1], ..., A[i], puede efec-
tuarse la operacién SUPRIME_MIN simplemente intercambiando A[1] con A[i]. Ya
que el nuevo A[i] (el anterior A[1]) no es menor que A[i + 1] (o el anterior se habria
eliminado de § antes que el ultimo), se tienen A[{], ..., A[n] clasificados en orden de-
creciente. Se puede considerar que S se encuentra ocupando A[1], ..., A[i - 1].

Dado que el A[1] nuevo (A[i] anterior) viola la propiedad de 4rbol parcialmente
ordenado, debe descender en el drbol como en el procedimiento SUPRIME_MIN
de la figura 4.23. Aqui se utiliza el procedimiento empuja, que se muestra en la fi-
gura 8.17, que opera sobre el arreglo 4 definido en forma externa. Mediante una se-
cuencia de intercambios, empuja lleva el elemento A[primero] hasta su lugar adecua-
do entre sus descendientes en el drbol. Para restaurar la propiedad de drbol parcial-
mente ordenado en el monticulo, empuja se llama con primero = 1.

Las lineas (4) a (6) de la figura 8.16 funcionan de la siguiente manera. La selec-
cion del minimo en la linea (4) es facil: siempre se encuentra en A[1] gracias a la pro-
piedad de drbol parcialmente ordenado. En vez de imprimir en la linea (5), se in-
tercambia A[1] con A[i], el ultimo elemento del monticulo actual. Esto simplifica la
eliminacién del elemento minimo en el 4rbol parcialmente ordenado; sélo se dismi-
nuye i/, el cursor que indica el fin del monticulo actual. Entonces, se invoca empuja
(1, i) para restituir la propiedad de arbol parcialmente ordenado al monticulo,
All), ..., A[1).

La prueba de ausencia de elementos de S realizada en la linea (3) de la figu-
ra 8.16, se hace probando el valor de i, el cursor que marca el fin del monticulo ac-
tual. Sélo resta ahora considerar cémo trabajan las lineas (1) y (2). Se puede supo-
ner que L estd presente originalmente en A[l], ..., 4[n], en alglin orden dado. Para
establecer inicialmente la propiedad de drbol ordenado, se llama empuja (j, n) para
toda j= n/2, n/2-1, ..., 1. Obsérvese que después de las llamadas a empuja (j, n), no
se viola la propiedad de drbol parcialmente ordenado en A[j], ..., A[n], porque al em-
pujar en el drbol un registro no se introducen nuevas violaciones, pues sélo se inter-

t Al final, se podria invertir el arreglo 4. pero si se desea que 4 termine clasificado de menor a mayor,
simplemente se aplica un operador SUPRIME_MAX en lugar de SUPRIME_MIN, y s¢ ordena A parcial-
mente, de modo que un padre no tenga claves menores (en vez de mayores) que sus hijos.
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cambia un registro violador con su hijo m4s pequefio. El procedimiento completo,
llamado heapsort, se muestra en la figura §.18.

Andlisis de la clasificacion por monticulos

Examinese ahora el procedimiento empuja para saber el tiempo que requiere. Una
inspeccién de la figura 8.17 confirma que el cuerpo del ciclo while lleva un tiempo
constante. Ademds, después de cada iteracion, r tiene por lo menos el doble del va-
lor que tenia. Asi, puesto que r empieza igual a primero, después de i iteraciones se
tiene, r = primeros2'. Es seguro que r > ultimol2 si primeros2' > ultimo/2, esto es si

i > log (ultimolprimero) — | (8.8)

procedure empuja (primero, ltimo: integer);
|supone que A[primero), ..., A[iltimo] obedece la propiedad de drbol
parcialmente ordenado, excepto, quizd, para el hijo de A[primero]. El
procedimiento empuja A[primero] hasta que se restituye la propiedad
de 4rbol parcialmente ordenado |
var
r: integer; | indica la posicién actual de A[primero] |
begin
r := primero; | asignaci6n de valores iniciales }
while r < = dltimo div 2 do
if tiltimo = 2sr then begin { r tiene un hijo en 2+r|
if A[r].clave > A[2#r].clave then
intercambia (A[r], A[2*r]);
r := iltimo | fuerza la terminacidn del ciclo while |
end
else | r tiene dos hijos, los elementos ubicados en 2sr y 2sr+1 |
if A[r].clave > A[2#r].clave and
Al2w%r).clave < = A[2#r+1].clave then begin
| intercambia r con su hijo izquierdo |
intercambia(A[r], A[2#r]);
ri=2er
end
else if A[r].clave > A[2#r+1].clave and
A[2=r+1).clave < A[2#r].clave then begin
{ intercambia r con su hijo derecho |
intercambia(A[r], A[2«r+1]);
ri=2%r+l
end
else | r no viola la propiedad de arbol parcialmente
ordenado |
r := iltimo | para forzar la terminacién del ciclo while |
end; { empuja |

Fig. 8.17. El procedimiento empuja.
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Aqui, el nimero de iteraciones del ciclo while en empuja es log(iltimo/primero) a lo
sumo.

Dado que primero = 1 y ultimo < n en cada llamada que el algoritmo de la fi-
gura 8.18 hace a empuja, (8.8) dice que cada llamada a empuja, en la linea (2) o (5)
de la figura 8.18, lleva un tiempo (logn). Es evidente que el ciclo de las lineas (1)
y (2) se ejecuta n/2 veces, asi que el tiempo dedicado es O(nlogn) t. También el ci-
clo de las lineas (3) a (5) se ejecuta n ~ 1 veces. Asi un tiempo total O(n) se consume
en todas las repeticiones de intercambia en la linea (4), y O(nlogn) durante las repe-
ticiones de la linea (5). Asi, el tiempo total gastado en el ciclo de las lineas (3) a (5)
es O(nlogn), y todo heapsort lleva un tiempo O(nlogn).

procedure heapsort;
| clasifica el arreglo A[1]....,4[n] en orden decreciente |
var
i: integer; | cursor hacia 4 |
begin
{ establece inicialmente la propiedad de 4rbol
parcialmente ordenado |

(1) for i = n div 2 downto | do
2) empuja(i,n),
3) for i:= n downto 2 do begin
4) intercambia(A[1), a[i]);
{ elimina el minimo del frente del monticulo }
(5) empuja(l, i-1)

{ restablece la propiedad de 4rbol parcialmente ordenado |
end ‘
end; { heapsort |

Fig. 8.18. El procedimiento heapsort.

A pesar de su tiempo O{nlogn) en el peor caso, heapsort llevara en promedio més
tiempo que guicksort, en un pequeiio factor constante. La clasificacién por monti-
culos tiene interés intelectual porque es el primer algoritmo O(nlogn) en el peor caso
que se ha estudiado. Es de utilidad prictica cuando no se desea clasificar los 7 ele-
mentos, sino sélo las k menores de entre ellos, con Xk mucho menor que n.
Como se mencion6 antes, las lineas (1) a (2) en realidad sélo requieren un tiempo
O(n). Si se realizan sélo k iteraciones de las lineas (3) a (5), el tiempo empleado en

1 De hecho, este tiempo es O(n), por un argumento més cuidadoso. Para j dentro del intervalo n/2 a
n/4 + |, (8.8) dice que sdlo se necesita una iteracion en el ciclo while de empuje. Para jentre n/d y n/8 + |,
s6lo dos iteraciones, y asf sucesivamente. El mi total de iteraciones do j estd comprendida entre
n/2 y | estd acotado por n/dsl + n/8+2 + n/16s3 + .... Obsérvese que el limite mejorado para las lineas (1)
a (2) no implica un limite mejorado para heapsort, todo el liempo se consume en las lineas (3) a (5).
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ese ciclo es O(klogn). Asi, heapsort, modificado para producir sélo los primeros k
elementos, lleva un tiempo (n + klogn). Si k < n/logn, es decir, se desea como
méximo una fraccién (1/logn) de la lista completa clasificada, entonces el tiempo re-
querido es (n).

8.5 Clasificacion por urnas (binsort)

Se plantea la cuestion de si son necesarios {(nlogn) pasos para clasificar n elemen-
tos. En la siguiente seccién se mostrard que ése es el caso de los algoritmos de cla-
sificacién que no suponen algo acerca del tipo de datos de las claves, excepto que
pueden ordenarse mediante alguna funcién que indica si el valor de alguna clave es
«menor que» otro. En muchas ocasiones es posible clasificar en tiempos menores a
O(nlogn), siempre que se conozca algo especial acerca de las claves que se estdn clasi-
ficando.

Ejemplo B.5. Supdngase que tipo_clave es entero, y que se sabe que los valores de
las claves se encuentran en el intervalo de 1 a n, sin duplicados, donde n es el nu-
mero de elementos. Entonces, si A y B son del tipo array [1..n] of tipo_registro, y
los n elementos a clasificar estdn almacenados inicialmente en A, es posible colocar-
los en orden en el arreglo B, por medio de

fori:=1tondo (8.9)
B[A[i]. clave] == A[i];

Este codigo calcula el lugar que pertenece al registro A[i] y lo coloca en él. El ciclo
completo lleva un tiempo O(n). Trabaja bien sélo cuando existe un tinico registro
con clave v para todo valor de v entre 1 y n. Un segundo registro que tenga la clave
v puede ubicarse también en B[v], destruyendo el registro anterior con clave v.
Hay otras formas de clasificar en su sitio un arreglo A con claves 1, 2, ..., nen
s6lo un tiempo O(n). Se visitan A[1], ..., A[n] por turno; si el registro de A[i] tiene
clave j # i, se intercambian A[{] con A[j]. Si después del intercambio el registro con
la clave k se encuentra en A[i], y k # i, se intercambia A[{] con A[K], y asi sucesiva-
mente. Cada intercambio coloca algin registro donde le corresponde, después de lo
cual no vuelve a moverse. Asi, el siguiente algoritmo ordena A en su sitio, en un tiem-
po O(n), a condicién de que exista un registro con cada una de las claves 1, 2, ..., n.

fori:=1tondo
while A[i]. clave <> ido
intercambia (A[i], A[A[i]. clave]): D

El programa (8.9) dado en el ejemplo 8.5 es un caso simple de una «clasificacién
por urnas» (binsort), un proceso de clasificacion donde se crea una urna para con-
tener todos los registros con cierta clave. Se examina cada registro r a clasificar y se
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coloca en la urna de acuerdo con el valor de la clave de r. En el programa (8.9), las
urnas son los elementos del arreglo B{1], ..., B[n], y B[i] es la urna para la clave
cuyo valor es /. Se pueden usar elementos del arreglo como urnas en este caso sim-
ple, porque se sabe que nunca habrd mas de un elemento en una urna. Més aln, no
es necesario ensamblar las urnas en una lista clasificada, porque B sirve como tal
lista.

En el caso general, sin embargo, a veces puede ser necesario almacenar mds de
un registro en una urna y enlazarlas (o concatenarlas) en el orden apropiado. En
otras palabras, supéngase que, como siempre, A[1], ..., A[n] es un arreglo del tipo
tipo_registro, y que las claves de los registros son del tipo tipo_clave. Sélo a efectos
de esta seccidn, se supondra que tipo_clave es un tipo enumerado, tal como l..m o
char. Sea tipo_lista un tipo que representa listas de elementos de tipo tipo_registro;
tipo_lista puede ser cualquiera de los tipos para listas mencionados en el capitulo 2,
pero una lista enlazada es mds efectiva, ya que se generardn listas de tamafio impre-
decible en cada urna; con todo, las longitudes totales de las listas estardn fijadas en
n, y, por tanto, un arreglo de n celdas puede proporcionar las listas para las urnas
seglin sea necesario.

Por ultimo, sea B un arreglo del tipo array[tipo_clave] of tipo_lista. Entonces,
B es un arreglo de urnas, que son listas (o, si se usa la representacion enlazada de
listas, encabezado de listas). B estd indizada por tipo_clave, asi que existe una
urna para cada posible valor de clave. De esta forma se puede efectuar la primera
generalizacién de (8.9): las urnas tienen capacidad arbitraria.

Ahora, es necesario considerar c6mo se concatenardn las urnas. De manera abs-
tracta, partiendo de las listas a,, ay, ..., a; ¥ by, by, ..., b, debe formarse la concate-
nacion, que sera a,, a,, ..., a; b, b, by, ..., b, La realizacién de esta operacién CONCA-
TENA(L,, L,), que reemplaza la lista L, por la concatenacién L, L,, puede efectuar-
se en cualquiera de las representaciones de listas estudiadas en el capitulo 2.

Sin embargo, por eficiencia, es itil tener un apuntador al ltimo elemento en
cada lista (o al encabezado si la lista se encuentra vacia), ademds de uno de encabe-
zamiento. Esta modificacidn facilita la busqueda del ultimo elemento en la lista L, sin

L, encabezado
L, final

e (TN T T
L, final i

Fig. 8.19. Concatenacion de listas enlazadas.
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necesidad de recorrer toda la lista. La figura 8.19 muestra los apuntadores revisa-
dos, con lineas de puntos necesarios para concatenar L, y L, y obtener el resultado
L,. Se supone que la lista L, «desaparece» después de la concatenacion, en el senti-
do de que el encabezado y ¢l apuntador final de L, se vuelven nulos.

Ahora se puede escribir un programa para clasificar colecciones arbitrarias de re-
gistros por medio de urnas, donde el campo de la clave es de un tipo enumerado.
El programa de la figura 8.20 estd escrito en funcién de primitivas de procesamien-
to de listas. Como ya se ha mencionado, una lista enlazada es la aplicacién preferi-
ble, pero existen otras opciones. Recuérdese también que el ambiente para el procedi-
miento es que un arreglo A de tipo array[1..n] of tipo_registro contiene los elemen-
tos a clasificar, y el arreglo B, de tipo array[tipo_clave] of tipo_lista representa las
urnas. Se supone que tipo_clave es expresable como clave_menor..clave_mayor, como de-
be ser cualquier tipo enumerado, para algunas cantidades clave_menor y clave_mayor.

procedure clasificacion_por_urnas;
{ clasifica el arreglo 4 mediante urnas, dejando la lista ordenada en
Blclave_menor] |
var
i: integer;
v: tipo_clave;
begin
{ coloca los registros en las urnas |
(§)] fori:=1tondo
{ mete A[i] al frente de la urna destinada a su clave |
(2) INSERTA(A[i], PRIMERO(B[A[i].clave]), BA[i].clave]);
(3) for v := succ(lowkey) to clave_mayor do
{ concatena todas las urnas al final de B [clave_menor] |
(C)] CONCATENAC(B[clave_menor], B[v])
end: | clasificacion_por_urnas |

Fig. 8.20. Programa abstracto de clasificacion por urnas.

Anilisis de la clasificacion por urnas

Se pretende que si hay n elementos a clasificar y m valores distintos de claves (y, por
tanto, m urnas distintas), el programa de la figura 8.20 lleva un tiempo (n + m),
si la estructura de datos empleada para las urnas es la adecuada. En particular, sim <
= n, la clasificacién por urnas lleva un tiempo (Xn). La estructura de datos en cues-
tion es una lista enlazada. Los apuntadores a los finales de las listas, como se indica
en la figura 8.19, son utiles, pero no indispensables.

El ciclo de las lineas (1) a (2) de la figura 8.20, que coloca los registros en las ur-
nas, !leva un tiempo O(n), debido a que la operacién INSERTA de la linea (2) re-
quiere un tiempo constante, pues la insercién siempre se hace al principio de la lista. Para
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el ciclo de las lineas (3) a (4), que concatena las urnas, se supone temporalmente
que existen apuntadores a los finales de las listas. El paso (4) emplea un tiempo cons-
tante, por lo que el ciclo lleva un tiempo ({m). De aqui que el programa de clasi-
ficacién por urnas completo lleve un tiempo O(n + m).

Si los apuntadores a los finales de las listas no existen, en la linea (4) se debe con-
sumir cierto tiempo para llegar al final de B{v] antes de la concatenacién con B|cla-
ve_menor]. De esta manera, el extremo de B[clave_menor] siempre estard disponible
para la siguiente concatenacién. El tiempo adicional dedicado a llegar al final de
cada urna, suma un tiempo de O(n), debido a que la suma de las longitudes de las
urnas es n. Este tiempo extra no afecta al orden de magnitud del tiempo de ejecu-
¢ion para el algoritmo, debido a que O(n) no es mayor que O(n + m).

Clasificacion de grandes conjuntos de claves

Si m, el numero de claves, no es mayor que n, el nimero de elementos, el tiempo
de ejecucién n + m) del procedimiento de la figura 8.20 es en realidad O(x;). Pero
(Qué sucederia si m = n*? Evidentemente, la figura 8.20 necesitard O(n + n?), lo cual
es O(n*). ;Ser4 posible aprovechar el hecho de que el conjunto de claves estd limi-
tado para optimar el algoritmo? La respuesta sorprendente es que aun si el conjunto
de claves posibles es 1, 2, ..., n*, para cualquier & fija, existe una generalizacién de
la técnica de clasificacién por urnas, que requiere un tiempo de sélo O(n).

Ejemplo 8.6. Considérese el problema especifico de clasificacién de » enteros en el
intervalo de 0 a n* - 1. Se clasificar4n los n enteros en dos fases; la primera parece
que no es de mucha ayuda, pero es esencial. Se emplean # urnas, una para cada en-
tero entre 0 y n— 1. Se coloca cada entero  de la lista a clasificar dentro de la urna
numerada i mod n. Sin embargo, a diferencia de la figura 8.20, es importante agre-
gar cada entero al final de la lista de la urna, no al principio. Si se quiere que la agre-
gacion sea eficiente, hace falta la representacién de listas enlazadas para cada urna
con apuntadores a los finales de las listas.

Por ejemplo, supdngase que n = 10, y que la lista a clasificar esta constituida por
los cuadrados perfectos desde 0 hasta 97 en el orden aleatorio 36, 9, 0, 25, 1, 49,
64, 16, 81, 4. En este caso, donde n = 10, la urna para el entero i sélo es el digito
mas a la derecha de i escrito en decimal. La figura 8.21(a) muestra la colocacion de
esta lista en las urnas. Obsérvese que los enteros aparecen en las urnas en el mismo
orden en el cual aparecen en la lista original; por ejemplo, la urna 6 contiene 36, 16,
y no 16, 36, debido a que 36 precede a 16 en la lista original.

Ahora, se concatenan en orden las urnas, produciendo la lista

0, 1, 81, 64, 4, 25, 36, 16, 9, 49 (8.10)

de la figura 8.21(a). Si se utiliza la estructura de datos de lista enlazada con apun-
tadores a los finales de las listas, la colocacién de los n.enteros en las urnas y su con-
catenacion pueden llevar un tiempo O(n) cada una.
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En la lista creada por la concatenacién de las urnas, los enteros se redistribuyen
en urnas, pero con una estrategia de seleccién diferente. Ahora se coloca el entero i
dentro de la urna [i/n], esto es, el maximo entero menor o igual que i/n. De nuevo,
los enteros se agregan al final de las listas de las urnas. Al concatenar en orden las
urnas, se observa que la lista estd clasificada.

En el presente ejemplo, la figura 8.21 (b) muestra la lista (8.10) distribuida en
las urnas con i contenido en la urna [#/10].

Para ver por qué este algoritmo funciona, hay que observar que cuando varios
enteros se colocan en una urna, como sucedid con 0, 1, 4 y 9, que se colocaron en
la urna 0, deben estar en orden creciente, ya que la lista (8.10) resultante del primer
recorrido los ordend de acuerdo con el digito mds a la derecha. Asi, en cualquier
urna los digitos de mds a la derecha deben formar una secuencia creciente. Por su-
puesto, cualquier entero colocado en la urna / debe preceder a un entero colocado
€n una urna mayor que /, y al concatenar en orden las urnas se produce la lista orde-
nada.

Urna Contenido Urna Contenido
0 0 0 0,1,4,9
1 1, 81 1 16
2 2 25
3 3 36
4 64, 4 4 49
5 25 5
6 36, 16 6 64
7 7
8 8 81
9 9, 49 9

(a) (b)

Fig. 8.21. Clasificacién por urnas en dos recorridos.

En forma mas general, pueden considerarse los enteros entre 0 y #n* - | como nu-
meros de dos digitos con base n y usar el mismo argumento para comprobar que la
estrategia de clasificacion funciona. Sean los enteros i=an + b y j=cn + d, donde
a, b, ¢ y d se encuentran en el intervalo 0 a n — 1; esto es, son digitos de base n.
Supdngase que / < j, entonces @ > ¢ no es posible, y debe suponerse que a < ¢. Si
a < ¢, | aparece en una urna menor que j después del segundo recorrido, por lo que
i precederd a j en el orden final. Si a = ¢, b debe ser menor que d. Después del pri-
mer recorrido, | precede a j, ya que i fue colocado en la urna b, y j, en la d. Asi, aun-
que i y j se colocan en la misma urna a (la mitad que c), i se inserta antes que j en
la uma. D
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Clasificacion general por residuos (radix sort)
Supongase que tipo_clave es una secuencia de campos, como en

type
tipo_clave = record
dia: 1..31; (8.11)
mes : (ene,...,dic);
ario : 1900..1999;
end;

o un arreglo de elementos del mismo tipo, como en

type
tipo—clave = array[1..10] of char; (8.12)

Se supondré de aqui en adelante que tipo_clave estd constituido por k elementos, f],
fa - Ji de tipos £y, 13, ..., & Por ejemplo, en (8.11) ¢, = 1..31, ;= (ene, ..., dic), y
1= 1900..1999. En (8.12), k= 10,y t,=ly= ... =1, = char.

También se supondrd de que se desea clasificar registros en orden lexicogrdfico
de acuerdo con sus claves. Esto es, el valor de la clave (a,, a,, ..., ;) es menor que
el valor de la clave (b,, b, ..., b), donde a; y b, son los valores del campo f], para
dm 2 k80

1. a, < b, obien
2. a;=b,ya, <b, obien

k. ay=b,ay=by ..., @ =b_,ya,<b

Esto es, para alguna jentre Oy k- 1,a,=b,, ..., a,=b, t,ya;,, < b,,.

Se pueden considerar las claves del tipo antes definido como si los valores de las
claves fueran enteros expresados en alguna notacién de residuos extrana. Por ejem-
plo, (8.12), donde cada campo es un caricter, puede considerarse como la expresién
de enteros en base 128 o de tantos caracteres como haya en el conjunto de caracte-
res de la mdquina empleada. La definicién de tipo (8.11) puede considerarse como
si el lugar de mds a la derecha estuviera en base 100 (correspondiente a los valores
entre 1900 y 1999), el siguiente lugar en base 12, y el tercero en base 31. Desde este
punto de vista, la clasificacién por urnas generalizada se conoce como clasificacién
por residuos (radix sorting). En altimo caso, se puede emplear para clasificar enteros
hasta cualquier limite fijo, tomdndolos como arreglos de digitos de base 2 u otra.

La idea clave de la clasificacién por residuos es ordenar por urnas todos los re-
gistros, primero en f;, el «digito menos significativo», después concatenar las urnas,

t Obsérvese que una secuencia que va desde | hasta 0 (o més generalmente, desde x hasta y, donde
¥ < x) se considera una secuencia vacia.
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primero el menor valor, clasificar de nuevo en f;_;, y asi sucesivamente. Como en
el ejemplo 8.6, al insertar en las urnas hay que asegurarse de que cada registro se agre-
ga al final de la lista, no al principio. El algoritmo de clasificacion por residuos se
esboza en la figura 8.22; la razén de su funcionamiento se ilustré en el ejemplo 8.6.
En general, después de la clasificacién por urnas en f,, f,_,, ..., f;, los registros apa-
recerdn en orden lexicografico si las claves constan sélo de los campos f, ..., fi-

Analisis de la clasificacion por residuos

Primero se debe emplear la estructura de datos adecuada para hacer una clasifica-
cion eficiente. Obsérvese que se supone que la lista a clasificar ya estd en forma de
lista enlazada, no de arreglo. En la préctica, sélo es necesario agregar un campo adi-
cional, el campo de enlace, al tipo tipo_registro, para poder enlazar A[i] a A[i + 1)
para i =1, 2, .., n— | y asi hacer una lista enlazada del arreglo 4 en un tiempo
O(n). Obsérvese también que si se presentan en esta forma los elementos a clasifi-
car, nunca se copia un registro. Sélo se cambian registros de una lista a otra.

procedure radixsort,
{ clasifica la lista A de n registros con claves que consisten en campos
Ny veos i de tipos ¢y, ..., 4, Tespectivamente. El procedimiento usa los
arreglos B, de tipo array [1], of tipo_lista para 1 < i/ < k, donde
tipo_lista es una lista enlazada de registros. |

begin
) for i := k downto 1 do begin
(2) for cada valor v de tipo ¢, do { limpia las urnas }
(3) vaciar B|[v]
(4) for cada registro r de la lista 4 do
(5) mover r desde A hasta el final de la urna B/[v], donde v es
el valor del campo f; de la clave de r
(6) for cada valor v de tipo 1, desde el menor hasta el mayor do
(7 concatena B[v] en el extremo de 4
end

end; { radixsort |

Fig. 8.22. Clasificacion por residuos.

Como antes, para hacer la concatenacién con rapidez, se necesitan apuntadores
al final de cada lista. Después, el ciclo de las lineas (2) y (3) de la figura 8.22 lleva
un tiempo O(s;), donde s; es el niimero de diferentes valores del tipo ¢. El ciclo de
las lineas (4) y (5) lleva un tiempo O(n), y el de las lineas (6) y (7), O(s,). Asi, el

k

tiempo total requerido por la clasificacién por residuos es E Os; + n), lo cual es
k & i=1
Ofkn + ): 5),u O(n + Y s), si sc toma k como una constante.

=l =l
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Ejemplo 8.7. Si las claves son enteros en el intervalo 0 a n* — |, para alguna cons-
. tante k, se puede generalizar el ejemplo 8.6 y considerar las claves como enteros en
base n con k digitos de longitud. Entonces, ¢; es 0..(n — 1) para toda i entre | y k, asi

que s, = n. La expresién O(n + E s,) se vuelve O(n + kn) que, como k es una cons-
tante, es O(n).
Como otro ejemplo, si las claves son cadenas de caracteres de longitud k, para
k
la constante k, entonces s, = 128, por ejemplo, para toda i, y 2 §; €5 una constan-
=1
te. Asi, la clasificacion por residuos en cadenas de caracteres de longitud fija tam-
bién toma O(n). De hecho, siempre que k es constante y los s; son constantes, 0 sim-
plemente ((n), la clasificacién por residuos lleva un tiempo O(n). Sélo si k crece
con n, puede ocurrir que no tome (Xn). Por ejemplo, si las claves se consideran como
cadenas binarias de longitud logn, entonces k=logn, y s;=2 para | =i = k. Asi,
k

la clasificacién por residuos tomaria O(kn + Z 5;), lo cual es (nlogn) . O

8.6 Cota inferior para la clasificacién por comparaciones

Existe un «teorema heuristico» que dice que la clasificacién de n elementos «requie-
re un tiempo nlogn». Se estudié en la seccién anterior que esta proposicidn no siem-
pre es cierta; si el tipo de la clave es tal que la clasificacién por urnas o la clasifica-
cién por residuos puedan usarse con ventaja, el tiempo Xn) es suficiente. Sin em-
bargo, estos algoritmos de clasificacion se basan en claves de tipos especiales: un
tipo con un conjunto limitado de valores. Todos los demas algoritmos de clasifica-
cion estudiados cuentan sélo con el hecho de que se puede probar si una clave es
menor que otra.

Se debe tener en cuenta que en todos los algoritmos de clasificacién anteriores
a la seccién 8.5, la determinacién del orden apropiado de los elementos se hace al
comparar dos claves, de modo que el flujo de control del algoritmo siga uno de los
dos caminos. En contraste, un algoritmo como el del ejemplo 8.5 hace que uno de
n diferentes eventos suceda sélo en un paso, al almacenar un registro con una clave
entera en una de las » urnas, dependiendo del valor de ese entero. Todos los pro-
gramas de la seccion 8.5 usan una posibilidad de los lenguajes de programacién y
de las maquinas que es mucho mds poderosa que una simple comparacién de valo-
res; es la posibilidad de encontrar en un paso una localidad de un arreglo, dado el
indice de esa localidad. Pero este poderoso tipo de operacién no es factible si ti-
po_clave fuera, por ejemplo, real. No es posible, en Pascal ni en muchos otros len-
guajes, declarar un arreglo indizado por nimeros reales, y si lo fuera, no se podrian
concatenar, en una cantidad de tiempo razonable, todas las urnas correspondientes
a los nimeros reales representables en la mdquina.

t Pero en este caso, si los enteros de logn bits pueden ocupar una palabra, serd mejor tratar las claves
como si estuvieran compuestas de un solo campo, de tipo l..n, usando una clasificacién por urnas ordina-
ria.
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Arboles de decision

Se tratardn ahora los algoritmos de clasificacién que sélo usan los elementos a cla-
sificar cuando comparan dos claves. Se puede dibujar un 4rbol binario en el cual los
nodos representan el «estado» del programa después hacer un nimero de compara-
ciones de claves. También se puede considerar que un nodo representa las disposi-
ciones iniciales de los elementos que llevardn el programa a este «estado». Asi, un
«estado» del programa es, en esencia, el conocimiento de la disposicién inicial con-
seguida hasta ese punto por el programa.

Si cualquier nodo representa dos o mas disposiciones iniciales pos&bles el pro-
grama todavia no puede conocer el orden correcto, por lo que debe hacer otra com-
paracion de claves, como «zes k, < k,™» . Entonces se pueden crear dos hijos para
¢l nodo; el hijo izquierdo representa aquellas disposiciones iniciales consistentes con
el hecho de k, < k,, y el hijo derecho representa las disposiciones consistentes con
el hecho de que k, > k, t. Asi, cada hijo representa un «estado» que contiene la in-
formacién conocida en el padre, mds el hecho de que k, < k; o que k, > k;, de-
pendiendo de si el hijo es izquierdo o derecho.

Ejemplo 8.8. Considérese el algoritmo de clasificacién por insercién con n = 3. Su-
péngase que al principio, A[1], A[2] y A[3] tienen claves con valores a, b y ¢, respec-
tivamente, Cualquiera de las seis disposiciones de g, b y ¢ puede ser la correcta, asi
que se empieza la construccién del drbol de decisién con el nodo etiquetado (1) de
la figura 8.23, el cual representa todas las posibles disposiciones. El algoritmo de cla-
sificacién por insercion compara primero A[2] con A[1], esto es, & con a. Si b resul-
tara ser el mas pequefio, la disposicion correcta sélo puede ser bac, bea o cha, las
tres disposiciones en las cuales b precede a a. Esas tres disposiciones estdn represen-
tadas por el nodo (2) de la figura 8.23. Las otras tres disposiciones estdn represen-
tadas por el nodo (3), el hijo derecho de (1), y son las disposiciones para las cuales
a precede a b.

Ahora considérese lo que sucede si el dato inicial es tal que se alcanza ¢l nodo
(2). Sélo se ha intercambiado A[1] con A[2], y se encontré que 4[2] no puede subir
mas ya que se encuentra en la «cima». La disposicién actual de los elementos es bac.
La clasificacién por insercién empieza a continuacién insertando A[3] en el lugar
adecuado, y comparando 4[3] con A4[2]. Dado que A4[2] contiene ahora g, y A[3] con-
tiene ¢, y comparando ¢ con a; el nodo (4) representa las dos disposiciones del nodo
(2) en las cuales ¢ precede a a, mientras que (5) representa la disposicién donde esto
no sucede.

El algoritmo terminara si alcanza el estado del nodo (5), ya que ha movido a A[3]
lo mds arriba posible. Por otra parte, en el estado del nodo (4), se tiene que
A[3] < A[2], por lo que se intercambiaron, dejando b en A[1] y ¢ en A[2]. La clasi-
ficacién por insercién compara esos dos elementos y los intercambia si a continua-
cién ¢ < b. Los nodos (8) y (9) representan las disposiciones consistentes con ¢ < b
y su opuesto, respectivamente, asi como la informacién recogida de los nodos (1) a

t+ También es posible suponer que todas las claves son diferentes, ya que si se clasifica una coleccién
de claves distintas, con seguridad se producird un orden correcto cuando alguna clave esté repetida,
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® abe
ach
bae
bea
cab
cba
Al2] < A[1]?
((b<a?)

@ bac @ abe

bea ach

cha cab

(Al3] < A[2]? GAL3] < A[21?
(ge<a?) (;c<bM
@ bea @ bac @ ach @ abe
cha cab
(AL2) < AP (AL21 < AP
(e<bM (e <a?)

cha @ bea cab @ ach

Fig. 8.23. Arbol de decision para la clasificacion por insercion con n = 3.

(2) a (4), es decir, b < ay ¢ < a. La clasificacién por insercién termina, se haya in-
tercambiado A[2] con A[l] o no, y no se efectian mds comparaciones. Por fortuna,
cada hoja (5), (8) y (9) representa disposiciones individuales, asi que se ha acumu-
lado suficiente informacién para determinar la clasificacién correcta.

La descripcién del arbol que desciende del nodo (3) es bastante simétrica con lo
que se ha visto, por lo que se omite. La figura 8.23 se emplea como guia para de-
terminar el orden correcto de las llaves a, b y ¢, puesto que todas sus hojas estdn aso-
ciadas con una disposicion individual.

Tamarnio de los arboles de decision

La figura 8.23 tiene seis niveles, que corresponden a las seis posibles disposiciones
de la lista inicial g, b, c. En general, si se clasifica una lista de n elementos, existen
n! = n(n-1) (n - 2)..42) (1) resultados posibles, los cuales se encuentran en el orden
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correcto para la lista inicial a,, a,, ..., @,. Esto es, cualquiera de los n elementos pue-
de estar en primer lugar, cualquiera de los n — | elementos puede estar en segundo
lugar, cualquiera de los n - 2 puede estar en tercer lugar, y asi sucesivamente. De
esta forma, cualquier drbol de decisién que describa un algoritmo de clasificacion
correcto y que trabaje en una lista de n elementos, debe tener por lo menos n! hojas,
ya que cada disposicion posible debe estar sola en una hoja. De hecho, si se elimi-
nan nodos correspondientes a comparaciones innecesarias y hojas que no correspon-
den a disposiciones posibles (ya que las hojas pueden alcanzarse sélo por una serie
inconsistente de resultados de comparaciones), habrd exactamente n! hojas.

Los drboles binarios con muchas hojas deben tener caminos largos. La longitud
de un camino desde la raiz hasta una hoja proporciona el niimero de comparaciones
hechas cuando la disposicion representada por esa hoja es el orden clasificado para
cierta lista de entrada L. Asi, la longitud del camino mads largo desde la raiz hasta
una hoja es una cota inferior en el numero de pasos efectuados por el algoritmo en
el peor caso. En especial, si L es la lista de entrada, el algoritmo efectuard al menos
tantas comparaciones como la longitud del camino, probablemente en adicidén a
01ros pasos que no sean comparaciones de claves.

Por tanto, es necesario preguntarse lo cortos que pueden ser todos los caminos
en un drbol binario con k hojas. Un drbol binario en el que todos los caminos son
de longitud p 0 menor, pueden tener una raiz, dos nodos en ¢l nivel 1, cuatro nodos
en el nivel 2 y, en general, 2 nodos en el nivel i. Asi, el nimero mayor de hojas de
un 4rbol sin nodos en los niveles mds altos que p es 2°. Es decir, un 4rbol bi-
nario con k hojas debe tener un camino de longitud no menor que logk. Si k= n!,
entonces cualquier algoritmo de clasificacién que sélo utilice comparaciones para
determinar el orden clasificado, en el peor caso debe requerir un tiempo €2 (log(n!)).

Perc jcon qué rapidez crece log(n!)? Una aproximacion cercana a n! es (n/e)",
donde e¢=2.7183... es la base de los logaritmos naturales. Dado que log((n/e)") =
= nlogn — nloge, se observa que log(n!) es de orden nlogn. Es posible tomar una cota
inferior precisa observando que n{n — 1)...(2) (1) es el producto de por lo menos n/2
factores, que a su vez son cada uno al menos n/2. Asi, n! = (1n/2)"? ; de aqui que
log(n!) = (n/2)log(n/2) = (n/2)logn — n/2, por lo que la clasificacién por comparacio-
nes requiere un tiempo Q (nlogn) en el peor caso.

Analisis del caso promedio

(Puede haber algin algoritmo que sélo use comparaciones para clasificar, y requiera
un tiempo £ (nlogn) en el peor caso, como todos los algoritmos de este tipo, pero
que el tiempo promedio requerido sea (Xn) o algo menor que (Xnlogn)? La res-
puesta es no, y solo se mencionard céomo probar la aseveracion, dejando los detalles
al lector.

Lo que se desea probar es que en cualquier drbol binario con k hojas, la profun-
didad promedio de una hoja es por lo menos logk. Supéngase que no fuera asi, v el
arbol T fuera el contragjemplo con menos nodos. 7 no puede ser un solo nodo, por-
que la aseveracién dice que los drboles de una hoja tienen profundidad promedio
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por lo menos de 0. Ahora, supéngase que T tiene k hojas. Un drbol binario con
k = 2 hojas es semejante a los drboles de las figuras 8.24(a) o (b).

—_— N e T——
k hojas k, < k hojas k, < k hojas
(a) (b)

Fig. 8.24. Formas posibles del arbol binario T.

La figura 8.24(a) no puede ser el contragjemplo mas pequefio, porque el drbol
cuya raiz es n, tiene tantas hojas como T, pero una profundidad promedio mds pe-
quefia. Si la figura 8.24(b) fuera T, los drboles cuyas raices son n, y n,, al ser mds
pequefios que T, no violarian la suposicién. Esto es, la profundidad promedio de las
hojas de T, es al menos log(k,), y la profundidad promedio de T, es por lo menos
log(k;). Entonces, la profundidad promedio de T es

ky log(ky) + s log(ky)+ 1
PRETS og(k, Tt ks og(ky)+1.

Como Kk, + k, =k, la profundidad promedio se expresa como

%(k;log(lk,) + kylog(2ky)) (8.13)

Se puede comprobar que cuando k, = k, = k/2, (8.13) tiene valor klogk, y se debe
demostrar que (8.13) tiene un minimo cuando k, = k,, dada la restriccién k; + k; = k.
Se deja esta demostracién como ejercicio a quien tenga experiencia en célculo dife-
rencial. Si se asume que (8.13) tiene un valor minimo de klogk, se observa que 7 no
fue un contraejemplo.

8.7 Estadisticas de orden

El problema del célculo de estadisticas de orden consiste en encontrar la clave del
k-ésimo registro en el orden clasificado de los registros, dada una lista de n registros
y un entero k. En general, este problema se plantea como «encontrar ¢l k-ésimo en-
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tre n». Ocurren casos especiales cuando & = 1 (encontrar el minimo), k= n (encon-
trar el méximo), y el caso en que # es impar y k= (n + 1)/2, que es encontrar la me-
diana.

Ciertos casos del problema son muy féciles de resolver en tiempo lineal. Por ejem-
plo, encontrar el minimo de »n elementos en un tiempo (Xn) no requiere nada es-
pecial. Como se mencioné en relacién con la clasificacién por monticulos, si
k = n/logn, es posible encontrar el k-ésimo de n construyendo un monticulo, que
lleva un tiempo (Xn), y después seleccionar los k elementos mds pequefios en un
tiempo {n + klogn) = O(n). Sistematicamente, se puede encontrar ¢l k-ésimo de n
en un tiempo ((n) cuando k = n — n/logn.

Una variante de la clasificacion rapida

Tal vez la forma mds rdapida para encontrar el k-ésimo entre n, en promedio, es usar
un procedimiento recursivo similar a la clasificacién rdpida, que se puede llamar se-
lecciona (i, j, k), y que encuentra el k-ésimo elemento entre A[f], ..., 4[] dentro de
un arreglo mds grande A[i], ..., A[n]. Los pasos bésicos de selecciona son:

1. Tomar un elemento pivote, como v.

2. Usar el procedimiento particion de la figura 8.13 para dividir A[i], ..., A[j] en
dos grupos: A[i], ..., A[m — 1] con claves menores que v, y A[m], ..., A[/] con cla-
ves v 0 mayores.

3. Si k=m-i, el k-ésimo entre A[i], ..., A[j] estd en el primer grupo, se llama
a selecciona (i, m - 1, k);si k> m - i, se llama a selecciona (m, j, k- m + i).

Con el tiempo se encuentra que se llama a selecciona (i, j, k), cuando todos los
elementos A[i], ..., A[j] tienen la misma clave (en general, porque j = i). Entonces
se sabe que la clave deseada es cualquiera de las encontradas en esos registros.

Como con la clasificacién rdpida, la funcién selecciona descrita antes puede lle-
var un tiempo £)(n?) en el peor caso. Por ejemplo, supéngase que se busca el primer
elemento, pero por mala suerte el pivote siempre es la mayor clave disponible. Sin
embargo, en promedio, selecciona es aun mds rapido que la clasificacion rdpida; lle-
va un tiempo (Xn). El motivo es que mientras esta tltima se llama a si misma dos
veces, selecciona lo hace s6lo una. Se puede analizar selecciona como se hizo con la
clasificacion rdpida, pero de nuevo las matemdticas son complejas, y un simple con-
cepto intuitivo debe ser convincente. En promedio, selecciona se llama a si mismo
en un subarreglo la mitad de largo que el subarreglo dado. Supdngase que, en forma
conservadora, se dice que cada llamada es en un arreglo cuyo tamafio es 9/10
de la llamada previa. Entonces, si 7(n) es el tiempo empleado por selecciona en un
arreglo de longitud n, se sabe que para alguna constante c,

T(n) = T(I—gon] + cn (B.14)
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Usando técnicas del préximo capitulo, se puede mostrar que la solucién de (8.14)

es T(n) = O(n).

Método lineal en el peor caso para encontrar estadisticas de orden

Para garantizar que una funcién como selecciona tenga en el peor caso, en vez de
en el caso promedio, complejidad O(n), es suficiente demostrar que en un tiempo
lineal se puede encontrar algin pivote que con certeza esté a una fraccién positiva
de la distancia desde cualquier extremo. Por ejemplo, la solucién a (8.14) muestra
que si el pivote-de 7 elementos nunca es menor que el elemento (#/10)-¢simo, ni ma-
yor que el elemento (9n/10)-ésimo, de forma que la llamada recursiva a selecciona
se da como méximo en nueve décimas del arreglo, esta variante de selecciona serd
((n) en ¢l peor caso.

La clave para encontrar un buen pivote estd contenida en los dos pasos siguientes.

1. Dividir los n elementos en grupos de cinco, dejando a un lado entre 0 y 4 ele-
mentos que no puedan colocarse en un grupo. Clasificar cada grupo de cinco
con cualquier algoritmo y tomar ¢l elemento central de cada grupo, hasta un to-
tal de [n/5) elementos.

2. Usar selecciona para encontrar la mediana de esos [n/5] elementos, o si [n/5] es
par, un elemento en la posicion mds cercana al centro. Tanto si [#/5] es par como
si es impar, el elemento deseado estar en la posicién [(n# + 5)/10).

Este pivote estd lejos de los extremos, siempre que no sean muchos los registros
que tengan el pivote como clave t. Para simplificar, se supondrd por el momento
que todas las claves son diferentes. Entonces, se dice que el pivote elegido, el ele-
mento |(n + 5)/10]-ésimo de los |#/5] elementos centrales obtenidos de los grupos
de cinco, es mayor que al menos 3[(n — 5)/10)] de los n elementos, puesto que exce-
de |(n = 5)/10] de los elementos centrales, y cada uno de éstos excede dos mds, de
los cinco de los cuales es el centro. Si n = 75, 3|(n — 5)/10] es por lo menos n/4. En
forma semejante, se puede probar que el pivote escogido es menor o igual que al me-
nos 3|(n — 5)/10] elementos, asi que para n = 75, el pivote cae entre los puntos 1/4
y 3/4 en el orden clasificado. Mds importante, cuando se escoge el pivote para divi-
dir los n elementos, el elemento k-ésimo se aislard dentro de un intervalo de hasta
3n/4 de los elementos. Un esbozo del algoritmo completo se proporciona en la figu-
ra 8.25; igual que para los algoritmos de clasificacién, éste supone un arreglo
Ali), ..., A[n] de tipo_registro, y ese tipo_registro tiene un campo cl/ave del tipo tipo_cla-
ve. El algoritmo para encontrar el k-ésimo elemento es sélo una llamada a selec-
ciona (1, n, k).

Para analizar el tiempo de ejecucion de selecciona de la figura 8.25,sean j—i+ 1.
Las lineas (2) y (3) se ejecutan sélo si n es 74 o menor. Asi, aunque el paso (2) en
general puede llevar ((n?) pasos, hay una constante c,, con independencia de su ta-
mafio, tal que para n < 74, las lineas (1) a (3) no llevan mds de un tiempo ¢,.

t En el caso extremo, cuando todas las claves son iguales, el pivote no ofrece ninguna separacién, Ob-
viamente, el pivote es el k-ésimo elemento para cualquier k, y se hace necesario otro enfoque.
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function selecciona ( i, j, k: integer ) : tipo_clave;
{ devuelve la clave del k-ésimo elemento de acuerdo con el orden
de clasificacién entre A[i]....,4[/] |

var
m: integer; { utilizado como indice |
begin

(1) if j-i < 74 then begin { muy pocos para usar selecciona recursivamente |
(2) clasifica A[i],..., A[j] mediante algin algoritmo simple;
3) return (A[i+k-1].clave)

end

else begin | aplica selecciona recursivamente |
(4) for m := 0 to (j-i-4) div 5 do

{ toma los elementos medios de los grupos de cinco

en A[i), A[i+1},... |
(5) encuentra el tercer elemento entre A[i+5*m] y
A[i+5*m+4] y lo intercambia con A[i+m];
(6) pivote == selecciona(i, i+(j-i-4) div 5, (j-i-4) div 10);

{ encuentra la mediana de los elementos medios. Obsérvese
que j-i-4 aqui es n-5 de la descripcion informal
anterior |

(7) m = particion(i, j, pivote),
(8) if kK < = m-i then
(9) return (selecciona(i, m-1, k))
else
(10} return(selecciona(m, j, k-(m-i)))
end

end; { selecciona }

Fig. 8.25. Algoritmo lineal en el peor caso para encontrar el k-6simo elemento.

Ahora, considérese las lineas (4) a (10). La linea (7), el paso de la particién, se
mostrd en conexién con la clasificacién rdpida, y lleva tiempo O(n). El ciclo de las
lineas (4) a (5) se ejecuta unas n/5 veces, y cada ejecucién de la linea (5), requirien-
do la clasificacién de 5 elementos, lleva un tiempo constante, de manera que el ciclo
lleva un tiempo O(n) en total.

Sea 7(n) el tiempo requerido por una llamada a selecciona con n elementos. En-
tonces, la linea (6) lleva como méximo un tiempo 7(n/5). Ya que n = 75 cuando
se alcanza la linea (10), y se ha especificado que si n = 75, a lo sumo 32/4 elemen-
tos son menores que el pivote, y hasta 3n/4 son iguales o mayores, se sabe que las
lineas (9) o (10) requieren como maximo un tiempo 7(3n/4). Asi, para algunas cons-
tantes ¢, y ca,

csin=74

T(n) < (8.15)
e+ Tn/5)+ T(3n/d)si n= 75
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El término ¢,n de (8.15) representa las lineas (1), (4), (5) v (7); el término T(n/5)
se deriva de la linea (6), y 7(3n/4) representa las lineas (9) y (10).

Se mostrard que T\(n) de (8.15) es O(n). Antes de proseguir, debe apreciarse que
el «nimero mdgico» 5, el tamafio de los grupos de la linea (5), y la eleccién de n = 75
en el punto de equilibrio debajo del cual no se usa selecciona en forma recursiva, fue-
ron disefiados para que los argumentos n/5 y 3n/4 de T en (8.15) sumaran algo me-
nos que n. Se podrian hacer otras elecciones de esos pardmetros, pero obsérvese que
al resolver (8.15) se necesita saber que 1/5 + 3/4 < | para probar la linealidad.

La ecuacidn (8.15) puede resolverse suponiendo una solucién y verificando por
induccién que se cumple para toda n. Se seleccionara una solucién de la forma cn,
para alguna constante ¢. Si se escoge ¢ = ¢, es sabido que T(n) < cn para toda n
entre | y 74, asi que se considerard el caso n = 75. Supdngase por induccién que
T(m) = cm para m < n. Entonces, por (8.15),

T(n) = cyn + cnl5 + 3en/d < eyn + 19en/20 (8.16)

Al elegir ¢=midx(c,, 20c,), por (8.16) se tiene 7(n) < cn/20 + cn/5 + 3cn/d =cn, lo
cual se pretendia demostrar. Asi, T(n) es O(n).

Caso en el que existen algunas igualdades entre claves

Recuérdese que en la figura 8.25 se supuso que no habia dos claves iguales. La ra-
z6n de esta suposicion es que en otro caso no puede mostrarse que la linea (7) di-
vide A en blogues de tamafio 3n/4 como mdximo. La modificacién requerida para
manipular igualdades entre claves es agregar, después del paso (7), otro paso tipo par-
ticion, que agrupe todos los registros con claves iguales al pivote. Por ejemplo, exis-
ten p = | de estas claves. Si m—i < k <m - i + p, entonces la recursién no es ne-
cesaria; simplemente se devuelve A[m)]. clave. De otra forma, la linea (8) no cam-
bia, pero la linea (10) llama a selecciona(m + p, j, k—(m—1i)-p).

Ejercicios

8.1 Dados los ocho enteros 1, 7, 3, 2, 0, 5, 0, 8. Clasifiquense por medio de
a) clasificaciéon de burbuja, b) clasificacién por insercién, y c) clasifica-
cién por seleccién.

8.2 Dados los dieciséis enteros 22, 36, 6, 79, 26, 45, 75, 13, 31, 62, 27, 76, 33,
16, 62, 47. Clasifiquense usando a) clasificacién rapida, b) clasificacién
por insercién, ¢) clasificacién por monticulos y d) clasificacién por urnas,
tratdndolos como pares de digitos en el intervalo 0 - 9.

8.3 El procedimiento Shellsort (clasificacién de Shell) de la figura 8.26, algunas
veces llamado clasificacion de incremento decreciente, clasifica un arreglo
A[l..n] de enteros, al clasificar n/2 pares (A[i], A[/2 +i])paral < i< n/2
en el primer recorrido, n/4 cuddruplos (A[i], A[n/4+i], A[n/2+1],
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A[3n/4 + i]) para | < i < n/4 en el segundo recorrido, n/8 ctuplos en el ter-
cer recorrido, y asi sucesivamente. En cada recorrido, el ordenamiento se
realiza con la clasificacion por insercion, la cual termina cuando encuentra
dos elementos en el orden apropiado.

procedure Shellsort ( var A: array[1..n] of integer );
var
i, j, incr: integer;
begin
incr = n div 2;
while incr > 0 do begin
for i := incr + 1 to n do begin
Ji=1i-incr,
while j > 0 do
if A[/] > A[j+incr] then begin
intercambia(A[)], A[j+incr]);

J=j-incr
end
else
Jj =0 { fuerza la terminacién del ciclo}
end;
incr = incr div 2

end
end; | Shellsort |

Fig. 8.26. Clasificacion de Shell (Shelisort).

a) Clasifiquense las secuencias de enteros de los ejercicios 8.1 y 8.2 usan-
do Shellsort.

*b) Muéstrese que si A[i] y A[n/2* + i] quedan clasificados en el recorrido
k (es decir, fueron intercambiados), entonces esos dos elementos per-
manecen clasificados en el recorrido k+ 1.

¢) Las distancias entre elementos comparados ¢ intercambiados en un re-
corrido, disminuyen como n/2, n/4, ..., 2, 1 en la figura 8.26. De-
muéstrese que Shellsort trabajard con cualquier secuencia de distan-
cias siempre que la ultima distancia sea 1.
**d) Muéstrese que Shellsort trabaja en un tiempo O(n'®).

8.4 Supdngase que se esta clasificando una lista L que consta de una lista cla-
sificada seguida de unos cuantos elementos «aleatorios». ;Cudl de los mé-
todos de clasificacién analizados en este capitulo serd especialmente apto
para tal tarea?

*8.5 Un algoritmo de clasificacion es estable si conserva el orden original de los
registros cuyas claves son iguales. ;Cuales de los algoritmos de clasificacién
de este capitulo son estables?
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Supdngase que se emplea una variante de la clasificacién rdpida, donde
siempre se elige como pivote el primer elemento del subarreglo que se estd
clasificando.

a) ;Qué modificaciones deben hacerse al algoritmo de la figura 8.11 para
evitar ciclos infinitos cuando haya una secuencia de elementos iguales?

b) Demuéstrese que el algoritmo modificado tiene un tiempo de ejecucién
de O(nlogn) en el caso promedio.

Muéstrese que cualquier algoritmo de clasificacién que mueva los elemen-
tos sélo una posicién a la vez, debe tener una complejidad de tiempo de
Q(n?) al menos.

En la clasificacién por monticulos, el procedimiento empuja de la figura
8.17 establece la propiedad de drbol parcialmente ordenado en tiempo X(n).
En vez de empezar en las hojas empujando elementos hasta formar un mon-
ticulo, se podria empezar en la rafz y empujar elementos hacia arriba. ;Cudl
es la complejidad de tiempo de este método?

Supdngase que se tiene un conjunto de palabras, por ejemplo, cadenas de
letras a a z, cuya longitud total es n. Muéstrese como clasificar esas pala-
bras en un tiempo ((n). Obsérvese que si la longitud mdxima de las pala-
bras es constante, funcionard la clasificacién por urnas. Sin embargo, debe
considerarse el caso en que algunas palabras sean muy largas.

Muéstrese que el tiempo de ejecucion de la clasificacién por insercién es
Q(n*) en el caso promedio.

Considérese el siguiente algoritmo clasif_aleatoria para clasificar un arre-
glo A[1..n] de enteros: si los elementos A[1], A[2], ..., A[n] estdn en el or-
den adecuado, se para; en otro caso, selecciona un nimero aleatorio / entre
1y n, intercambia A[1]y A[i], y se repite. ;Cudl es el tiempo de ejecucion
esperado para clasif_aleatoria?

Previamente se mostré que la clasificacién por comparaciones requiere
Q(nlogn) comparaciones en el peor caso. Demuéstrese que esta cota infe-
rior persiste también en el caso promedio.

Pruébese que el procedimiento selecciona, descrito de manera informal al
principio de la seccién 8.7, tiene un tiempo de gjecucién Ofn) en el caso
promedio.

Obténgase CONCATENA para la estructura de datos de la figura 8.19.

Escribase un programa para encontrar los k elementos més pequefios de un
arreglo de longitud n. ;Cudl es la complejidad de tiempo del programa?
;Para qué valor de k es ventajoso clasificar el arreglo?

Escribase un programa para encontrar los elementos mayor y menor de un
arreglo. ;Puede hacerse esto con menas de 2n — 3 comparaciones?
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8.17

*8.18

*8.19

8.20

Notas

Knuth

CLASIFICACION

Escribase un programa para encontrar el elemento mds frecuente de una lis-
ta de elementos. ;Cudl es la complejidad de tiempo del programa?

Muéstrese que cualquier algoritmo para eliminar duplicados de una lista re-
quiere por lo menos un tiempo € (nlogn) con el modelo de computacién
del drbol de decision de la seccién 8.6.

Supdngase que se tienen k conjuntos, S, 55, ..., S, ¥ cada uno con n nu-
meros reales. Escribase un programa para listar todas las sumas de la for-
ma § +5,+..+5, donde s estd en S, de acuerdo con algiin orden de
clasificacion. jCudl es la complejidad de tiempo del programa?

Supodngase que existe un arreglo clasificado de cadenas sy, s, ..., 5, Es-
cribase un programa para determinar si una cadena x dada es miembro de
esta secuencia. ;Cudl es la complejidad de tiempo del programa como una
funcién de 7 y la longitud de x?
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Técnicas de analisis
de algoritmos

i Qué es un buen algoritmo? No es facil responder a esta pregunta. Muchos criterios
para un buen algoritmo incluyen cuestiones muy subjetivas como simplicidad, cla-
ridad y adecuacién a los datos manejados. Una meta mas objetiva, lo cual no signi-
fica que sea mas importante, es la eficiencia en tiempo de ejecucién. En la seccién 1.5
se abordaron las técnicas bdsicas para establecer el tiempo de ejecucién de progra-
mas simples. Sin embargo, en casos mas complejos se requieren técnicas nuevas,
como cuando los programas son recursivos. Este corto capftulo presenta algunas
técnicas generales para resolver ecuaciones de recurrencia que se presentan en el and-
lisis de los tiempos de ejecucién de algoritmos recursivos.

9.1 Eficlencia de los algoritmos

Una forma de determinar la eficiencia del tiempo de ejecucién de un algoritmo es
programarlo y medir el tiempo que lleva la version en particular, en un computador
especifico, para un conjunto seleccionado de entradas. Aunque es popular y util,
este enfoque tiene algunos problemas inherentes. Los tiempos de ejecucién depen-
den no sélo del algoritmo base, sino también del conjunto de instrucciones del com-
putador, de la calidad del compilador y de la destreza del programador. El progra-
ma también puede adaptarse para trabajar correctamente sobre el conjunto particu-
lar de entradas de prueba. Estas dependencias pueden ser muy notorias con un com-
putador, un compilador, un programador o un conjunto de entradas de prueba dis-
tinto. Para superar esos inconvenientes, los expertos en computacién han adoptado
la complejidad de tiempo asintdtica como una medida fundamental del rendimien-
to de un algoritmo. El término eficiencia se referird a esta medida y, en especial, a
la complejidad de tiempo en el peor caso (en contraposicion al promedio).

Recuérdense del capitulo 1 las definiciones de O(f{n)) y Q(fln)). La eficiencia o
complejidad en el peor caso de un algoritmo es O(f{n)), o f{n) para abreviar, si
O(fin)) es la funcién de n que da el mdximo, en todas las entradas de longitud n,
del numero de pasos dados por el algoritmo en esas entradas. En otras palabras, exis-
te alguna constante ¢ tal que para una n suficientemente grande, c¢fin) es una cota
superior del nimero de pasos dados por el algoritmo con cualquier entrada de lon-
gitud n.

En la aseveracién de que «la eficiencia de un algoritmo dado es f{n)», existe la
implicacién de que la eficiencia también es (f{n)), de forma que fin) es la funcién
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de crecimiento m4s lenta de n que acota el tiempo de ejecucién en el peor caso por
arriba. Sin embargo, este iiltimo requisito no es parte de la definicién de O(f{n)), y
algunas veces no es posible asegurar que se tenga la cota de crecimiento superior
mds lenta.

Esta definicion de eficiencia ignora factores constantes en el tiempo de ejecucién
y existen varias razones prdcticas para ello. Primero, dado que la mayoria de los al-
goritmos estdn escritos en lenguajes de alto nivel, se deben describir en funcién de
«pasos», los cuales emplean una cantidad constante de tiempo cuando se traducen
al lenguaje de mdquina de cualquier computador. Sin embargo, exactamente cudnto
tiempo requiere un paso depende no sélo del paso mismo, sino del proceso de tra-
duccién y del conjunto de instrucciones de la mdquina. Asi, intentar tener més pre-
cisién que para decir que el tiempo de ejecucién de un algoritmo es «del orden de
Sfin», esto es, O(f(n)), podria empantanar al usuario en detalles de méquinas espe-
cificas y s6lo seria aplicable a esas mdquinas.

Una segunda razén importante para tratar con la complejidad asintética e igno-
rar factores constantes es que, mds que estos factores, es la complejidad asintdtica
lo que determina para qué tamafio de entradas puede usarse el algoritmo para pro-
ducir soluciones en un computador. En el capitulo 1 se analizé con detalle este as-
pecto. Sin embargo, es necesario tener cautela acerca de la posibilidad de que para
problemas muy importantes, como los de clasificacidn, se pueda considerar adecua-
do analizar los algoritmos con tal detalle que sean factibles ciertas proposiciones
como «el algoritmo A debe ejecutarse con el doble de rapidez que el algoritmo B en
un computador tipico».

Una segunda situacién en la cual conviene desviarse de la nocidén de eficiencia
en el peor caso ocurre cuando se conoce la distribucién esperada de las entradas a
un algoritmo. En estas situaciones, el andlisis del caso promedio puede ser mucho
mas significativo que el andlisis del peor caso. Por ejemplo, en el capitulo previo se
analiz6 el tiempo de ejecucién promedio de la clasificacién rdpida en el supuesto de
que todas las permutaciones del orden de clasificacién correcto tienen la misma pro-
babilidad de presentarse como entradas.

9.2 Analisis de programas recursivos

En el capitulo 1 se mostré cémo analizar el tiempo de ejecucién de un programa que
no se llama a si mismo en forma recursiva. El andlisis de un programa recursivo es
bastante distinto, y suele implicar la solucién de una ecuacién de diferencias. Las
técnicas para la solucién de ecuaciones de diferencias algunas veces son sutiles, y tie-
nen una considerable semejanza con los métodos de soluci6n de ecuaciones diferen-
ciales, alguna de cuya terminologia se utiliza.

Considérese el programa de clasificacién presentado en la figura 9.1. Ahi, el pro-
cedimiento mergesort (clasificacién por intercalacién) toma una lista de longitud n
como entrada, y devuelve una lista ordenada como salida. El procedimiento combi-
na(L,; L,) toma como entrada las listas clasificadas L, y L,, y recorre cada una, ele-
mento por elemento, desde el inicio. En cada paso, el mayor de los dos elementos
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delanteros se borra de esta lista y se emite como salida. El resultado es una sola lista
clasificada con los elementos de L, y L,. Los detalles de combina no tienen impor-
tancia alguna en este momento, puesto que este algoritmo de clasificacién se anali-
zar4 con detalle en el capitulo 11. Lo que importa es que el tiempo empleado por
combina en listas de longitud n/2 es O(n).

function mergesort ( L: LISTA; n: integer ) : LISTA;
{ L es una lista de longitud n. Se devuelve una versién clasificada de L.
Se supone que n es una potencia de 2. |
var
L, Ly LIST

if n =1 then
return (L)
else begin
partir L en dos mitades, L, y L,, cada una de longitud n/2;

return (combina(mergesort(L,,n/2), mergesort(L,,n/2)))
end

end; | mergesort |
Fig. 9.1. Procedimiento recursivo mergesort.

Sea T(n) el tiempo de ejecucién en el peor caso del procedimiento mergesort de
la figura 9.1. Se escribe una ecuacién de recurrencia (o diferencias) que acote T(n)
por arriba, como sigue

¢ sin=1

B {27‘(n!2)+c,n sin>1

©.1)

El término ¢, en (9.1) representa el nimero constante de pasos dados cuando L tie-
ne longitud 1. En el caso de que n > |, el tiempo requerido por mergesort puede di-
vidirse en dos partes. Las llamadas recursivas a mergesort con listas de longitud n/2
cada una llevan un tiempo 7(n/2), de aqui el término 27(n/2). La segunda parte con-
siste en la prueba para descubrir que n # 1, la divisién de la lista L en dos partes
iguales y el procedimiento combina. Esas tres operaciones requieren un tiempo que
puede ser una constante, en el caso de la prueba, o ser proporcional a » al dividir y
combinar. Asf, la constante ¢, puede escogerse de modo que el término c,n sea una
cota superior del tiempo requerido por mergesort para hacer todo excepto las llama-
das recursivas. La ecuacién (9.1) representa todo lo anterior.

Obsérvese que (9.1) se aplica sélo cuando n es par, por lo que generard una cota
superior en forma cerrada (esto es, como una férmula para 7(n) que no implica nin-
gin T(m) para m < n) sélo cuando n es una potencia de 2. Sin embargo, aunque
s6lo se conozca T(n) cuando n es una potencia de 2, se tiene una buena idea de T{(n)
para toda n. En particular, para casi todos los algoritmos, se puede suponer que T(n)
estd entre 7(2) y T(2/*") si n estd entre 2' y 2/*'. Y con un poco més de esfuerzo
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para encontrar la solucién, se puede reemplazar el término 2T{n/2) de (9.1) por
N(n + 1)/2) + T((n - 1)/2) para n > | impar. Después, se podria resolver la nueva
ecuacién de diferencia para obtener una solucién cerrada para toda n.

9.3 Resolucién de ecuaciones de recurrencia

Existen tres enfoques distintos para resolver una ecuacién de recurrencia.

1. Suponer una solucién f{n) y usar la recurrencia para mostrar que T{(n) < fin).
Algunas veces sélo se supone la forma de fin), dejando algunos pardmetros
sin especificar (por ejemplo, supéngase f{n) = an® para alguna a) y deduciendo
valores adecuados para los pardmetros al intentar demostrar que T(n) < fin)
para toda n.

2. Utilizar la recurrencia misma para sustituir m < n por cualquier 7(m) en la de-
recha, hasta que todos los términos T(m) para m > | se hayan reemplazado por
férmulas que impliquen sélo 7(1). Como 7(1) siempre es constante, se tiene una
férmula para T(n) en funcién de n y de algunas constantes. A esta férmula se
ha denominado «forma cerrada» para T(n).

3. Emplear la solucién general para ciertas ecuaciones de recurrencia de tipos co-
munes de esta seccidn o de otra (véanse las notas bibliogréficas).

En esta seccién se examinan los dos primeros métodos.

Suposicion de una solucion
Ejemplo 9.1. Considérese el método (1) aplicado a la ecuacién (9.1). Supdngase que
para alguna a, T(n) = anlogn. Al sustituir n = 1, se observa que esta suposicién no

funcionard, porque anlogn tiene valor 0, independiente del valor de a. Asi, se inten-
ta a continuacién 7(n) = anlogn + b. Ahora, n = 1 requiere que b= ¢,.

Para la induccién, se supone que
T(k) =< aklogk + b (9.2)
para toda k < n y se intenta establecer que
T(n) < anlogn + b
Para iniciar la demostracion, se supone que n = 2. De (9.1),
T(n) < 2T(n/2) + c;n

De (9.2), con k= n/2, se obtiene

T(n) < 2[0%103% +b] + can 9.3)
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=< anlogn — an + cn + 2b
= anlogn + b

siempre que a=¢,+b.

Asi, T(n) = anlogn + b siempre y cuando se satisfagan dos restricciones: b = ¢,
y a = ¢, + b. Por fortuna, existen valores que se pueden escoger para a que satisfa-
cen ambas restricciones. Por ejemplo, al elegir b=¢; y a=c¢, + ¢;, por induccién
sobre n, se concluye que para toda n= |

T(n) = (c; + cy)nlogn + ¢, (9.4)
En otras palabras, 7(n) es O(nlogn). O

Son iitiles dos observaciones acerca del ejemplo 9.1. Si se supone que T(n) es
O(f(n)), y si el intento de probar que T(n) < ¢fln) por induccién falla, se sigue
que T(n) no sea O(f(n)). De hecho, puede funcionar una hipétesis inductiva de la
forma T(n) < ¢fin) - 1.

En segundo lugar, alin no se ha determinado la tasa exacta de crecimiento asin-
tética para f{n), aunque se ha demostrado que no es peor que O(nlogn). Si se con-
jetura una solucién mads lenta, como f{n) = an, o f{n) = anloglogn, no se puede de-
mostrar la validez de T(n) < fn). La cuestién sélo se puede establecer concluyen-
temente examinando mergesort y demostrando que necesita realmente un tiempo
Q(nlogn); de hecho, requiere un tiempo proporcional a nlogn en todas las entradas,
no sélo en las peores entradas posibles. Se deja esta observacién como ejercicio.

El ejemplo 9.1 expone una técnica general para demostrar que alguna funcidn es
una cota superior en el tiempo de ejecucién de un algoritmo. Supdngase la ecuacién
de recurrencia

I(l)=¢

T(n) < g(T(n/2), n), para n > | 3.3

Obsérvese que (9.5) generaliza (9.1), donde g(x, y) es 2x+ c,y. También obsérvese
que podrian imaginarse ecuaciones mds generales que (9.5). Por ejemplo, la férmula
£ puede comprender todos los T(n - 1), T{(n - 2), ..., T(1), y no sélo T(n/2). Tam-
bién, es posible tener valores para T(1), 7(2), ..., T(k), y la recurrencia sélo serfa apli-
cable para n > k. A manera de ejercicio, serfa interesante considerar cémo resolver
estas recurrencias mas generales por el método (1), suponiendo una solucién y veri-
ficindola.

Considérese ahora (9.5), en vez de sus generalizaciones. Supéngase una funcién
fay, - a;, n), donde a,, ..., a;son pardmetros, e inténtese demostrar por induccion
en n que T(n) < fla,, ..., a;, n). Por ejemplo, la suposicién del ejemplo 9.1 fue fla,,
a,, n) = a,nlogn + a,, pero se utilizaron a y b por a, y a,. Para corroborar que para
algunos valores de ay, ..., g; se tiene T(n) =< fla,, ..., a;, n) para toda n = |, se debe
cumplir

Jap, - . pap )=e

f(al- ©ee By ") = g(f(al ----- ajs m’2), P!) (9~6)
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Esto es, por la hipdtesis inductiva, se puede sustituir / por T en el lado derecho de
1a recurrencia (9.5) para obtener

T(n) = g(f(ay, . .., aj, n/2), n) 9.7

Cuando se cumple la segunda linea de (9.6), se combina con (9.7) para demos-

trar que T(n) < fa,, ..., a, n), que es lo que se deseaba demostrar por induccién
en n.

Por ejemplo, en el ejemplo 9.1, g(x, y)=2x+ vy fla,, a,, n)=a, nlogn + a,.
Aqui se intenta satisfacer

Ra,a;, 1)=a,= ¢

Aay, a;, n)=aynlogn +a, = Z(a,{%)log(%) +ay) +¢n

Como se analizé, a,=c¢,y a,=c, + ¢, son una eleccién satisfactoria.

Expansién de recurrencias

Si no se puede suponer una solucién, o no existe la seguridad de tener la mejor
cota en T(n), se usa un método que, en principio, siempre es adecuado para la so-
lucién exacta de T(n), aunque en la prictica a menudo surgen problemas al sumar
series y hay que recurrir al cdlculo de una cota superior en la suma. La idea general
es tomar una recurrencia como (9.1), que indica que T(n) < 2T(n/2)+ c,n,
y emplearla para obtener una cota en 7(n/2) sustituyendo n/2 por n. Esto es,

T(n/2) = 2T(n/4) + con/2 (9.8)
Al sustituir el lado derecho de (9.8) por T(n/2) en (9.1), se obtiene
T(n) = 2(2T(n/4) + c3n/2) + cyn = 4T(n/4) + 2con (9.9)

Del mismo modo, se sustituye n/4 por n en (9.1) y se emplea para obtener una
cota superior en T(n/4). Esa cota, 2T(n/8) + c,n/4, se sustituye en el lado derecho
de (9.9) para obtener

T(n) = 8T(n/8)+3cyn (9.10)
Ahora es necesario percibir un patrén. Por induccién en i se obtiene la relacién
T(n) = 2'T(n/2) +icon (9.11)

para cualquier i. Si se supone que n es una potencia de 2, como 2*, este proceso de
expansién terminard tan pronto como se alcance 7(1) en el lado derecho de (9.11),
lo que ocurrird cuando i = k, quedando (9.11) como

T(n) = 2*T(1) + kean (9.12)
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Entonces, como 2% = n, se sabe que k=logn. Como 7T(l) < ¢, (9.12) es
T(n) = cyn + cynlogn (9.13)

La ecuacién (9.13) es en realidad la mejor cota que se pudo colocar en T(n), y de-
muestra que 7{n) es ({nlogn).

9.4 solucion general para una clase grande de recurrencias

Considérese la recurrencia que surge al dividir un problema de tamafio » en a sub-
problemas de tamafio n/b. Por conveniencia, se supone que un problema de tama-
fio 1 requiere una unidad de tiempo y que el tiempo para reunir las soluciones de
los subproblemas y obtener una solucién del problema de tamaiio n es d(n), en las
mismas unidades de tiempo. Para el ejemplo de mergesort, se tienen @ =b =2y d(n) =
= ¢,n/c,, en unidades de c,. Entonces, si 7(n) es el tiempo para resolver un problema
de tamafio n, se tiene

Ifl)y =1

T(n) = aT(n/b) + d(n) (9.149)
Obsérvese que (9.14) s6lo se aplica a las » que sean una potencia entera de b, pero
si se presume que T(n) es continua, al tomar una cota superior ajustada sobre 7(n)
para aquellos valores de #, nos indica cémo crece T(n) en general.

Obsérvese también que se utiliza la igualdad en (9.14), mientras que en (9.1) hay
desigualdades. La razén es que aqui d(n) puede ser arbitraria y, por tanto, exacta,
mientras que en (9.1) la suposicién de que ¢,n fue el peor caso en tiempo de com-
binacién, para una constante ¢, y toda n, fue sélo una cota superior; el peor caso
real del tiempo de ejecucién con entradas de tamaifio n pudo haber sido menor que
2T(n/2) + ¢,n. En realidad, hay muy poca diferencia entre utilizar = 0 < en la re-
currencia, ya que de cualquier modo se obtiene una cota superior para el peor caso
del tiempo de ejecucion.

Para resolver (9.14) se aplica la técnica de sustituciones repetidas para T en el
lado derecho, igual que se hizo para un ejemplo especifico en la exposicién anterior
de la expansion de recurrencias. Esto es, la sustitucién #/¥ por n en la segunda linea
de (9.14) da

i T n n

T(?) = aT(F) T d(-b—r.) (9.15)
Asi, al empezar con (9.14) y sustituir (9.15) para i =1, 2,..., se tiene
T(n) = aTY %) +d(n)

= 2 s = AT Y ad(—
a[aT( m Jrd( 5 Vrd(n) = a*T( bz)ﬂld( 5 )+d(n)
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= aHaTlp)rd) vad(-yed(n) = a’ng;mw%)md(%wwa

-1
L G
-aﬂb,)*ga’d(b,)

Ahora, suponiendo que n = b, se puede utilizar el hecho de que T(n/b*) = T(1) =1,
para tener de lo anterior, con i = k, la férmula

k=1
T(n) = a* + 3 ad(b*™)) (9.16)
j=0

Si se aplica el hecho de que k = log,n| el primer término de (9.16) puede escribirse
como %" o, de forma equivalente, 7' (se toman logaritmos de base b de ambas
expresiones para ver que son lo mismo). Esta expresién es n a una potencia cons-
tante. Por ejemplo, en el caso de mergesort, donde a=b=2, el primer término es
n. En general, cuanto mayor sea g, es decir, cuantos mds subproblemas haya que re-
solver, tanto mayor serd el exponente; cuanto mayor sea b, es decir, cuanto menor
sea cada subproblema, tanto menor serd el exponente.

Soluciones homogéneas y particulares

Es interesante ver los diferentes papeles que desempeiian los dos términos de (9.16).
El primero, a* o n'°% se conoce como solucién homogénea, en analogia con la ter-
minologia de las ecuaciones diferenciales. La solucién homogénea es la solucién
exacta cuando d(n), conocida como funcidn motriz, es 0 para toda n. En otras pa-
labras, la solucién homogénea representa el costo de resolver todos los subproble-
mas, aunque puedan combinarse sin costo.

Por otra parte, el segundo término de (9.16) comprende el costo de creacidn de
los subproblemas y la combinacién de sus resultados. Este término se denomina so-
lucidn particular, que estd afectada tanto por la funcién motriz como por el nimero
y tamaiio de los subproblemas. Como regla general, si la solucién homogénea es ma-
yor que la funcién motriz, la solucién particular tendra la misma tasa de crecimien-
10 que la solucién homogénea. Si la funcién motriz crece mds rdpido que la solucién
homogénea en mds que n° para alguna € > 0, la solucién particular tendrd la mis-
ma tasa de crecimiento que la funcién motriz. Si la funcién motriz tiene la misma
tasa de creciiniento que la solucién homogénea, o crece mas rdapido que log“n como
mucho para alguna k, entonces la solucién particular crecerd logn veces la funcién
motriz.

Es importante reconocer que cuando se buscan mejoras en un algoritmo es ne-
cesario saber si la solucién homogénea es mayor que la funcién motriz. Por ejem-
plo, si la solucién homogénea es mayor, pricticamente no tendrd efecto encontrar
una forma mds rdpida de combinar los subproblemas en la eficiencia de todo el al-
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goritmo. Lo mejor, en este caso, es encontrar una forma de dividir el problema en
menos 0 menores subproblemas. Eso afectard a la solucién homogénea y reducira el
tiempo total de ejecucién.

Si la funcién motriz excede a la solucién homogénea, entonces es necesario tra-
tar de reducir la funcién motriz. Por ejemplo, en el caso de mergesort, donde
a=b=2,y d(n)=cn, la solucién particular es O(nlogn). Sin embargo, reducir d(n)
a una funcién ligeramente sublineal, por ejemplo, n®?, hard que la solucién particu-
lar sea también menos que lineal y que se reduzca el tiempo de ejecucién total a
((n), que es la solucién homogénea 1.

Funciones multiplicativas

La solucién particular de (9.16) es dificil de evaluar, aun sabiendo lo que es d(n).
Sin embargo, para ciertas funciones d(n) comunes, se puede resolver (9.16) con exac-
titud, y hay otras para las cuales se puede conseguir una buena cota superior. Se dice
que una funcién fen enteros es multiplicativa si flxy) = fix)Ay) para todos los en-
teros positivos x e y.

Ejemplo 9.2, Las funciones multiplicativas de mayor interés son de la forma n°
para cualquier a positiva. Para demostrar que f{n) = n® es multiplicativa, sélo hay
que observar que (xy)* = x%*. O

Ahora, si d(n) de (9.16) es multiplicativa, entonces d(b*~/) = (d(b))*/, y la so-
lucién particular de (9.16) es

k=1 k=1 J
al(d(b))*~ = d(b)* °
2 Z |aw

k
a
[a‘w)] ;
a

aw !

= d(b)*

k _ k
- 4 —db)y (9.17)

a
d(b) :

Hay tres casos a considerar, dependiendo de si a es mayor, menor o igual que d(b).

+ Pero no debe esperarse descubrir una manera de combinar dos listas clasificadas de #/2 elementos
en un tiempo menor que el lineal; en ese caso, no seria posible siquiera ver todos los elementos de la lista.
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1. Sia > d(b), la formula (9.17) es O(a*), que como se recuerda es n'*%, ya que
k = logyn. En este caso, las soluciones particular y homogénea son iguales, y sélo
dependen de a y b, y no de la funcién motriz d. Asi, las mejoras en el tiempo
de ejecucién deben proceder de disminuir a 0 aumentar b; la disminucién de
d(n) no es muy util.

2. Sia<d(b), (9.17) es O(d(b)*) o, en forma equivalente, O(n'*), En este caso,
la solucidn particular excede a la homogénea, y se puede dirigir la atencién tam-
bién hacia la funcién motriz d(n), ademds de a a y b, para obtener mejoras. Ob-
sérvese el importante caso especial en que &) = n®. Entonces, &(b) = I%, y log,(t*) =
= a. Asi, la solucién particular es O(n°) o bien (d(n)).

3. Si a=d(b), se reconsideran los cdlculos implicados en (9.17), pues la férmula
para la suma de una serie geométrica no es ahora apropiada. En este caso,

k-1

5 k-1 _a_ i
IELCAELUD> [ d(b)]

k=1

-d®F X 1

=0
= d(b)k

= niowd®) log,n (9.18)

Como a = d(b), la solucién particular dada por (9.18) es log,n veces la solucién
homogénea, y de nuevo la solucién particular excede a la homogénea. En el caso
especial d(n) = n®, (9.18) se reduce a O(n"logn), por observaciones similares a las
del caso (2).

Ejemplo 9.3. Considérense las siguientes recurrencias, con 7(1) = 1.

I. T(n)=4T(n/2)+n
2. T(n)=4T(n/2) +n?
3. T(n)=4T(n/2)+n?

En cada caso, a=4, b=2, y la solucién homogénea es n>. En la ecuacién (1), con
d(n) = n, se tiene d(b) = 2. Como a = 4 > d(b), la solucién particular también es n?,
y T(r) es O{n*) en (1).

En la ecuacién (3), d(n)=n? d(b)=8,y a < d(b). Asi, la solucién particular es
O(n'sd®)) = O(n?), y T(n) de la ecuacién (3) es O{n*). Se puede deducir que la solu-
cién particular es del mismo orden que d(n) = n?, aplicando las observaciones an-
teriores acerca de los d(n) de la forma »°® y analizando el caso a < d{(b) de (9.17).
“n la ecuacién (2), se tiene d(b) =4 = a, con lo que se aplica (9.18). Como d(n) es
de la forma n° la solucién particular y, por tanto, T(n), es O(n*logn). O
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Otras funciones motrices

Existen otras funciones motrices no multiplicativas, por medio de las cuales se ob-
tienen soluciones para (9.16) e incluso para (9.17). Se consideraran dos ejemplos. El
primero generaliza cualquier funcién que sea el producto de una funcién multipli-
cativa y una constante mayor o igual que uno. La segunda es tipica de un caso don-
de es preciso examinar (9.16) con detalle y obtener una cota superior ajustada a la
solucién particular.

Ejemplo 9.4. Considérese

(1) =1
T(n) = 3T(n/2) + 2n'3

Ahora, 2n'$ no es multiplicativa, pero n'? sf lo es. Sea U(n) = T(n)/2 para toda n.
Entonces,

U(l) =1/2
U(n) = 3U(n/2) + n*3
La solucién homogénea, si U(1) fuera 1, seria n'® = n'%% como U(1) = 1/2, se de-

muestra con facilidad que la solucién homogénea es n'*%/2; y es O(n'*’). Para la so-
lucién particular se ignora el hecho de que U(1) # 1, dado que al incrementar U(1)
seguramente no se reducir4 la solucién particular. Comoa=3,b=2yb'5 = 2.82 <a,
la soluci6én particular también es O(n'*"), que es la tasa de crecimiento de U(n).
Como T(n) = 2U(n), T(n) también es O(n'*) o O(n'**). O

Ejemplo 9.5. Considérese

=1
T(n) = 2T(n/2) + nlogn
Es fécil observar que la solucion homogénea es n, pues a=b=2. Sin embargo,

d(n) = nlogn no es multiplicativa, y se debe sumar la férmula de la solucién parti-
cular de (9.16) por medios apropiados. Esto es, se desea evaluar

k=1

k=1
2 2% log(2) = 2* 3 (k-))
-0 =0

F )
= 2(k + 1)

Como k = logn, la solucién particular es O(nlog’n), y esta solucién, al ser mayor que
la homogénea, también es el valor que se obtiene de T(n). ©
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Ejercicios

9.1 Escribanse algunas de las ecuaciones de recurrencia para las complejidades
de tiempo y espacio correspondientes al siguiente algoritmo, suponiendo
que 7 es una potencia de 2.

function camino (s, t, n: integer): boolean;
begin
if n=1 then
if arista (s, t) then
return (true)
else
return (false);
{ si se llega aqui es que n> 1}
for i =1 to n do
if camino (s, i, n div 2) and camino (i, t, n div 2) then
return (true);
return (false)
end; { camino |

La funcién arista(i, j) devuelve verdadero si los vértices { y j de un grafo
de n vértices estdn conectados por una arista o si { = ; de lo contrario, arista
(i, /) devuelve falso. ;Qué hace el programa?

9.2 Resuélvanse las siguientes recurrencias, donde 7(1)=1y T(n) paran = 2
satisface:
a) T(n)=3T(n/2) +n
b) T(n) =3T(n/2) + n?
¢) T(n)=8T(n/2) + n*
9.3 Resuélvanse las siguientes recurrencias, donde T(1)=1y T(n) para n = 2
satisface:
a) T(n) =4T(n/3) +n
b) T(n) = 4T(n/3) + n*
c) T(n) = 9T(n/3) + n?

9.4 Obténgase las cotas 0 mayuscula y omega mayuscula en los T(n) definidos
por las siguientes recurrencias. Supéngase que 7(1) = 1

a) T(n)=T(n/2) + 1
b) T(n) =2T(n/2) + logn
c) T(n)=2T(n/2) + n
d) T(n)=2T(n/2) + n?
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Resuélvanse las siguientes recurrencias suponiendo una solucién y compro-
bando la respuesta
a) T(1)=2

T(n)=2T(n-1)+ 1 paran=2
b) T(1)=1

T(n)=2T(n-1) + nparan=2
Verifiquense las respuestas del ejercico 9.5 resolviendo las recurrencias por
sustitucién repetida.

Generalicese el ejercicio 9.6 resolviendo todas las recurrencias de la forma
(=1
T(n)=aT(n-1)+d(n) paran=1

en funcién de a y d(n).

Supéngase en el ejercicio 9.7 que d(n)=¢" para alguna constante ¢ = 1.
iQué dependencia tiene la solucién de T(n) de la relacion entre a y ¢? ;Qué
es T(n)?

Resuélvase para T(n):

T(1)=1
T(n) = VaT(Vn) + nparan =2

Encuéntrense expresiones en su forma cerrada para las siguientes sumas.

a)gi b)?:f*
=0
X2 d)i_o(,’-')

=0

Muéstrese que el nimero de érdenes distintos en que se puede multiplicar
una secuencia de n matrices, estd dado por la recurrencia

)= 1u—1
T(n)= 3, TOT(n - )

=l

Mouéstrese que T(n + 1) iy ( 2"). Los T(n) se conocen como numeros
n

de Cataldn. n+l

Muéstrese que ¢l nimero de comparaciones requeridas para clasificar n ele-
mentos con clasificacién por intercalacion (mergesort) esta dado por

T(1)=0
T(n) = T(ln/2]) + T((n/2)) + n- 1
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donde |x] denota la parte entera de x, y [x], el entero mds pequefio = x.
Muéstrese que la solucion a esta recurrencia es

T(n) = nflogn] — 2feenl 4 |

9.13 Muéstrese que el nimero de funciones booleanas de n variables estd dado
por la recurrencia

T(1)=4
T(n) = (T(n - 1))?
Resuélvase para T(n).

**9.14 Muéstrese que el mimero de 4drboles binarios de altura < n estd dado por
la recurrencia
=1
T(n)y=(T(n-1)*+1

Muéstrese que T(n) = |k*"| para alguna constante k. ;Cudl es el valor de k?

Notas bibliograficas

Bentley, Haken, y Saxe [1978], Greene y Knuth [1983], Liu [1968] y Lueker [1980]
contienen material adicional sobre la solucién de recurrencias. En Aho y Sloane
[1973] se demuestra que muchas recurrencias no lineales de la forma T(n) =
= (T(n - 1))* + g(n) tienen una solucién de la forma T{(n) = |k*"] donde k es una cons-
tante, como en el gjercicio 9.14.
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A través de los afios, los cientificos de la computacién han identificado diversas téc-
nicas generales que a menudo producen algoritmos eficientes para la resolucién de
muchas clases de problemas. Este capitulo presenta algunas de las técnicas mas im-
portantes como dividir para vencer, programacion dindmica, técnicas dvidas, el mé-
todo de retroceso y busqueda local. En el intento de disefiar un algoritmo para re-
solver un problema dado, a menudo es util plantear cuestiones como «;qué clase de
solucién se puede obtener de la programacion dindmica, del enfoque dvido, de la téc-
nica dividir para vencer o de otra técnica estdndar?».

Sin embargo, debe subrayarse que hay algunos problemas, como los NP comple-
tos, para los cuales ni éstas ni otras técnicas conocidas producirdn soluciones efi-
cientes. Cuando se encuentra algin problema de este tipo, suele ser til determinar
si las entradas al problema tienen caracteristicas especiales que se puedan explotar
en la bisqueda de una solucién, o si puede usarse alguna solucién aproximada sen-
cilla, en vez de la solucién exacta, dificil de calcular.

10.1 Algoritmos dividir para vencer

Tal vez la técnica mds importante y aplicada para ¢l disefio de algoritmos eficientes
sea la estrategia llamada dividir para vencer, que consiste en la descomposicién de
un problema de tamafio n en problemas mas pequefios, de modo que a partir de la
solucién de dichos problemas sea posible construir con facilidad una solucién al pro-
blema completo. Ya se han visto varias aplicaciones de esta técnica, como la clasi-
ficacién por intercalacion o los drboles binarios de bisqueda.

Para ilustrar el método, considérese el conocido acertijo de las «torres de Ha-
noi». Consta de tres postes A, B y C. Inicialmente, el poste A tiene cierta cantidad
de discos de distintos tamafios, con el mds grande en la parte inferiot y otros suce-
sivamente mds pequefios encima, como se muestra en la figura 10.1. El objeto del
acertijo es pasar un disco a la vez de un poste a otro, sin colocar nunca un disco gran-
de sobre otro mas pequeifio, hasta que todos los discos estén en el poste B.

Pronto se descubre que el acertijo puede resolverse con el sencillo algoritmo si-
guiente. Se imaginan los postes dispuestos en un tridngulo. Con un niimero de movi-
mientos impar, se mueve el disco mds pequefio hacia un poste en el sentido de las
manecillas del reloj. Con un niimero de movimientos pares, se hace el iinico movi-
miento védlido que no implique al disco més pequefio.
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Fig. 10.1. Posicién inicial en el acertijo de las torres de Hanoi.

El algoritmo anterior es conciso y correcto, pero es dificil entender por qué fun-
ciona y de descubrir intuitivamente. En cambio, considérese el siguiente enfoque de
dividir para vencer. El problema de pasar los n discos mds pequefios de 4 a B puede
considerarse compuesto de dos problemas de tamaiio n — 1. Primero se mueven los
n - 1 discos mas pequeiios del poste 4 al C, dejando el n-ésimo disco mds pequefio
en el poste 4. Se mueve ese disco de 4 a B. Después se pasan los n- 1 discos mds
pequeiios de C a B. El movimiento de los n - | discos mds pequeiios se efectuard
por medio de la aplicacién recursiva del método. Como los n discos implicados en
los movimientos son més pequefios que los demas discos, no es necesario preocu-
parse de los que se encuentran debajo de ellos en los postes 4, B o C. Aunque el mo-
vimiento real de los discos individuales no es obvio y la simulacion a mano es difi-
cil debido al apilamiento de llamadas recursivas, el algoritmo es conceptualmente
facil de entender, de probar que es correcto y, tal vez, de considerarlo como primera
opcion. Es probable que la facilidad de descubrir los algoritmos de divisién haga
gue esta técnica sea tan importante, aunque en muchos casos los algoritmos son tam-
bién mas eficientes que otros mas convencionales t.

Problema de la multiplicacion de enteros grandes

Considérese el problema de la multiplicacion de dos enteros X e Y de n bits. Re-
cuérdese que el algoritmo para la multiplicaciéon de enteros de n bits (o n digitos),
que se suele ensediar en la escuela primaria, implica el cdlculo de n productos par-
ciales de tamaifio n, de aqui que sea un algoritmo O(n?), si se toman las multiplica-
ciones y las adiciones de un s6lo bit o digito como un paso. Un enfoque de clasifi-
cacién del resultado por divisién en la multiplicacién de enteros dividirfa X e Yen
dos enteros de n/2 bits cada uno, como se muestra en la figura 10.2. (Por simplici-
dad, se supone que n es una potencia de 2.)

t En el caso de las torres de Hanoi, el algoritmo dividir para vencer es en realidad el mismo que el
aado inicialmente.
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x=| 4| 8] Xx=A2"24p
Y= n y=c2"?+p

Fig. 10.2. Divisién de un entero de n bits en segmentos de n/2 bits.
El producto de X e Y puede escribirse como
XY = AC2" + (AD+BC) 2** + BD (10.1)

Si se evalia XY de esta forma directa, es necesario realizar cuatro multiplicaciones
de enteros de n/2 bits (AC, AD, BC, BD), tres sumas de enteros con un maximo de
2n bits (correspondientes a los tres signos + de (10.1)), y dos desplazamientos (mul-
tiplicaciones por 2* y por 2*?). Como esas sumas y desplazamientos requieren O(n)
pasos, se puede escribir la siguiente recurrencia para T(n), el nimero total de ope-
raciones de bits necesarias para multiplicar enteros de » bits de acuerdo con (10.1).

m=1
T(n) = 4T(n/2) + ¢n (10.2)

Por un razonamiento similar al del ejemplo 9.4, se toma la constante ¢ de (10.2)
como 1, de modo que la funcién motriz d(n) es tan sélo n, y se deduce que la solu-
cién homogénea y la particular son O{(n?).

En caso de que la férmula (10.1) se utilice para multiplicar enteros, la eficiencia
asintdtica no es mayor que para el método de la escuela primaria. Pero recuérdese
que para ecuaciones como (10.2) se consigue una mejora asintética si se reduce el
nimero de subproblemas. Puede ser sorprendente que se haga eso, pero considérese
la siguiente férmula para multiplicar X por Y.

XY = AC2" + [(A—B)(D-C) + AC + BD)2"® + BD (10.3)

Aunque (10.3) parece mds complicada que (10.1), sélo requiere tres multiplicacio-
nes de enteros con (n/2) bits, AC, BD y (4-B)YD-C), seis sumas o restas y dos des-
plazamientos. Como todas las operaciones, excepto las multiplicaciones, requieren
O(n) pasos, el tiempo T(n) para multiplicar enteros de n bits por (10.3) estd dado por

=1
T(n) = 3T(n/2) + cn
cuya solucién es T(n) = O(n'%) = O(n**),
El algoritmo completo, incluyendo los detalles implicados por el hecho de que

(10.3) requiere multiplicaciones de enteros de (n/2) bits tanto negativos como posi-
tivos, estd dado en la figura 10.3. Obsérvese que las lineas (8) a (11) se realizan co-
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piando bits, y la multiplicacién por 2"y 22 de la linea (16), por desplazamientos. Del
mismo modo, la multiplicacién por s de la linea (16) tan sélo introduce el signo ade-
cuado en el resultado.

function mult ( X, Y, n: integer ): integer;
| X e ¥ son enteros con signo < 2.
n es una potencia de 2. La funcién devuelve XY}
var
5: integer; { contiene el signo de XY}
ml, m2, m3: integer; | contiene los tres productos |
A, B, C. D: integer; | contiene las mitades izquierda y derecha de Xe Y|

begin

(1) s = sign(X) * sign(Y);

2) X = abs(X);

(3) Y := abs(Y); | hace positivosa Xe Y}

(4) if n =1 then

(5) if (X=1)and (Y= 1) then

(6) return (5)

else
(7 return (0)
else begin

(8) A = n/2 bits izquierdos de X;

9) B := n/2 bits derechos de X;
(10) C := n/2 bits izquierdos de Y;
(11) D := n/2 bits derechos de Y;
(13) ml = mul{A, C, n/2),
(14) m2 = mult(A - B, D - C, n/2),
(15) m3 = mult(B, D, n/2);
(16) return (s * (m12" + (m] + m2 + m3) = 2%? + m3))

end
end; { mult |

Fig. 10.3. Algoritmo dividir para vencer de la multiplicacidn
de enteros.

Obsérvese que el algoritmo de la figura 10.3 es asintéticamente mds rdpido que
el método estudiado en la escuela primaria, al requerir O(n'*°) pasos en vez de O(n?).
Puede plantearse la pregunta de por qué no se imparte en la escuela primaria si
es mejor. Existen dos respuestas: primero, aunque es facil de implantar en un compu-
tador, la descripcién del algoritmo es lo bastante compleja que si se intenta ense-
fiarlo en la escuela primaria, los estudiantes no aprenderdn a multiplicar. M4s ain,
se han ignorado las constantes de proporcionalidad. Mientras que el procedimiento
mult de la figura 10.3 es asint6ticamente superior al método usual, las constantes
son tales que para problemas pequefios (de hecho hasta de 500 bits) el método de
la escuela primaria es mejor, y en raras ocasiones se pide a estudiantes de ese nivel
que multipliquen nimeros de esa magnitud.
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Programacion de torneos de tenis

La técnica de dividir para vencer tiene varias aplicaciones, no sélo en el disefio de
algoritmos, sino también en el disefio de circuilos, construccion de demostraciones
matematicas y en otros campos del quehacer humano. Sc brinda un ejemplo para
ilustrar esto. Considérese el disefio del programa de un torneo de tenis para n =2*
jugadores. Cada jugador debe enfrentarse a lodos los demds. y debe tener un en-
cuentro diario durante n - | dias, que es el numero minimo de dias necesarios para
completar el torneo.

El programa del torneo es una tabla de n filas por n — | columnas cuya posicién
en fila i y columna j es el jugador con quien debe contender { el j-ésimo dia.

El enfoque dividir para vencer construye un programa para la mitad de los ju-
gadores, que estd disefiado por una aplicacion recursiva del algoritmo buscando un
programa para una mitad de esos jugadores, y asi sucesivamente. Cuando se llega
hasta dos jugadores, se tiene el caso base y simplemente se emparejan.

Supdngase que hay ocho jugadores. El programa para los jugadores 1 a 4 ocupa
la esquina superior izquierda (4 filas por 3 columnas) del programa que se estd cons-
truyendo. La esquina inferior izquierda (4 filas por 3 columnas) debe enfrentar a los
jugadores con numeracién mds alta (5 a 8). Este subprograma se obtiene agregando
4 a cada entrada de la esquina superior izquierda.

Ahora se ha simplificado el problema, y lo unico que falta es enfrentar a los ju-
gadores de baja numeracién con los de alta numeracién. Esto es facil si los jugado-
res 1 a 4 contienden con los 5 a 8, respectivamente, en el dia 4, y se permutan ci-
clicamente 5 a 8 en los dias siguientes. El proceso se ilustra en la figura 10.4. El lec-
tor debe ser capaz de generalizar las ideas de esta figura para obtener un programa
de 2* jugadores para cualquier k.

Balanceo de subproblemas

En el disefio de algoritmos siempre hay que afrontar varios compromisos. Ha sur-
gido la regla de que suele ser ventajoso balancear los costos de competencia siempre
que sea posible. Por ejemplo, en el capitulo 5 se vio que los arboles 2-3 balanceaban
los costos de biisqueda con los de insercién, mientras que los métodos mds directos
requieren ((n) pasos por cada busqueda o por cada insercién, aun cuando la otra
operacién pueda efectuarse en un niimero constante de pasos.

En forma semejante, para los algoritmos de dividir para vencer, casi siempre es
mejor que los subproblemas tengan un tamafio aproximadamente igual. Por ejem-
plo, la clasificacion por inserciones puede considerarse como la division de un pro-
blema en dos subproblemas, uno de tamarfio 1 y otro de tamafno #n - 1, con un costo
maximo de n pasos para combinarlos. Esto da la recurrencia

Tn)=T(1)+T(n=-1)+n

que tiene una solucién O(n?). La clasificacion por intercalacién, por otra parte, di-
vide el problema en dos subproblemas de tamafio n/2 y tiene un rendimiento
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1 I 23 123 4567
1[2]——1|2]34 1|]234]56738
2 1] 2|1]43 2143|6785
\3412 3la12|7856
d3l2i 4l321]8567
sle78]1 432

slszgz|2 143

71856[(321 4

sl765]|4321

Fig. 10.4. Torneo para ocho jugadores.

O(nlogn). Como principio general, a menudo resulta que dividir un problema en sub-

problemas iguales o casi iguales es un factor crucial para la obtencién de un buen
rendimiento.

10.2 Programacion dinamica

A menudo sucede que no hay manera de dividir un problema en un pequeiio nu-
mero de subproblemas cuya solucién pueda combinarse para resolver el problema
original. En tales casos, se puede intentar dividir el problema en tantos subproble-
mas como sea necesario, dividir cada subproblema en subproblemas mas pequeiios,
y asi sucesivamente. Si eso es todo lo que se hace, quizé se produzca un algoritino
de tiempo exponencial.

No obstante, con frecuencia, s6lo hay un nimero polinomial de subproblemas,
de aqui que se deba resolver algiin subproblema muchas veces. Si, en cambio, se con-
serva la solucién a cada subproblema resuelto, y tan sélo se toma la respuesta cuan-
do se requiere, se obtiene un algoritmo de tiempo polinomial.

Desde el punto de vista de la realizacién, algunas veces es mds facil crear una ta-
bla de las soluciones de todos los subproblemas que se tengan que resolver. Se re-
llena la tabla sin tener en cuenta si se necesita realmente un subproblema particular
en la solucidn total. La formacién de la tabla de subproblemas para alcanzar una so-
lucién a un problema dado se denomina programacién dindmica, nombre proceden-
te de la teoria de control. )

La forma de un algoritmo de programacién dindmica puede variar, pero hay un
esquema comun: una tabla a rellenar y un orden en el cual se hacen las entradas. Se
ilustrardn las técnicas mediante dos ejemplos, el cdlculo de apuestas en un encuen-
tro como la Serie Mundial de Béisbol y el «problema de la triangulacién».

Apuestas en la Serie Mundial de Béisbol

Supdngase que dos equipos, A y B, tienen un enfrentamiento para ver quién es el
primero en ganar n partidos para una n en particular. La Serie Mundial es uno de
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tales enfrentamientos, con n = 4. Se supone que A y B son igualmente competentes,
de modo que cada uno tiene un 50% de oportunidades de ganar cualquier partido.
Sea P(i, j) la probabilidad de que A gane el encuentro, considerando que A necesita
i partidos para ganar, y B necesita j. Por ejemplo, si los Dodgers han ganado dos par-
tidos y los Yankees uno, entonces i = 2, j= 3, y se observa que P(2, 3) es 11/16.

Para calcular P(i, /), se emplea una ecuacién de recurrencia en dos variables. Pri-
mero, sii =0y j> 0, el equipo A ya ha ganado el encuentro, por lo que P(0, j)= 1.
Igualmente, P(i, 0) = 0 para i > 0. Si i y j son mayores que cero, debera jugarse al
menos otro partido mds y los dos equipos ganan la mitad de las veces. Asi, P(i, J)
debe ser el promedio de P(i - 1, j) y P(i, j - 1), siendo la primera de ellas la proba-
bilidad de que A gane el encuentro si gana el siguiente partido, y la segunda, la pro-
babilidad de que A gane el encuentro aun cuando pierda el siguiente partido. En resu-
men:

Pii,)=1sii=0yj>0
=0 sii>0yj=0
= (P(i—1,j) + P(i, j-1))2 sii>0yj>0 (10.4)

Si se utiliza (10.4) recursivamente como una funcién, se demuestra que P(i, j) re-
quiere un tiempo no mayor que (2'*/). Sea T(n) el tiempo mdximo requerido por
una llamada a P(i, j), donde i + j = n. Entonces, de (10.4),

T()=c
T(n)=2T(n- 1) +d :

para algunas constantes ¢ y d. Es util verificar por los medios analizados en el capi-
tulo anterior, que T(n) < 2"~ 'c + (2"~ ! - 1) d, lo cual es O(2") u O(2'*/).

Asi, se ha obtenido una cota superior exponencial para el tiempo requerido par
el cdlculo recursivo de P(i, j). Sin embargo, para tener la conviccién de que la for-
mula recursiva para P(i, ) es una mala forma de calcularla, se toma una cota infe-
rior omega mayiscula. Se deja como ejercicio demostrar que al llamar a P(i, /), el ni-

mero total de llamadas a P que se hace es (":ff)_ el nimero de formas de escoger i

objetos a partir de / + j. Si i = j, ese numero es {(27/Vn), donde n = i + j. Asi, T(n)
es (2"/Vn) y, de hecho, se demuestra que también es O(2%/Vn). Mientras 2"/V7 cre-
ce asintdticamente mds lento que 27, la diferencia no es muy grande, y T(n) crece
demasiado rdpido como para que el célculo recursivo de P(i, j) sea prictico.

El problema con el cdlculo recursivo es que se calcula la misma P(i, j) muchas
veces. Por ejemplo, si se desea obtener P(2, 3), se calcula, por (10.4), A1, 3)y P2, 2).
P(1, 3) y P(2, 2) requieren el cdlculo de P(1, 2), por lo que se calcula ese valor dos
veces.

Una forma mejor de calcular P(i, j) es llenar la tabla sugerida en la figura 10.5.
La fila inferior estd llena de ceros y la columna m4s a la derecha esté llena de unos,
debido a las dos primeras filas de (10.4). Por la ultima fila de (10.4), cada una de
las otras entradas es el promedio de la entrada de abajo y de la entrada de la dere-
cha. Asi, una forma apropiada de llenar la tabla es proceder en diagonales a partir
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la esquina inferior derecha, y procediendo hacia arriba y hacia la izquierda en dia-
gonales que representan las posiciones con valor constante de i + j, como se sugiere
en la figura 10.6. Este programa se presenta en la figura 10.7, suponiendo que opera
en un arreglo bidimensional P de tamaiio apropiado.

12 | 2132 | 1316 | 1516 | 1 | 4
2| 12 [une| 18 [ 1|3 ¢
36 | 506 | 12 | 34 [1 |2
vie | 18 | 14 | 2 [1]1

0 0 0 0 0

4 3 2 10

-

Fig. 10.5. Tabla de apuestas.

Fig. 10.6. Patron de computacion.

El andlisis de la funcién apuestas es facil. El ciclo de las lineas (4) a (5) requiere
un tiempo (Xs), y domina el tiempo O(1) de las lineas (2) a (3). Asi, el ciclo externo

requiere un tiempo C(Zs)u O(n?), donde i+ j= n. Con ello, la programacién di-
=1
namica requiere un tiempo O(n?), comparado con O(2"//n) para el enfoque direc-
to. Puesto que 2"/Vn crece mucho més rapido que n?, casi siempre es preferible uti-
lizar la programacién dindmica que el enfoque recursivo.
function apuestas ( i, j: integer ) : real;
var

s, k: integer;
begin
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(1) for s := 1 to i + j do begin
{ calcular la diagonal de las posiciones cuyos indices se suman a 5 |

(2) P[0, 5] == 1.0;
3) Pis, 0] := 0.0;
4) fork:=1tos-1do
(5 Plk, s - k] = (Plk - 1,5 - k] + Pk, s - k- 1])/2.0

end;
(6) return (P[i, j])

end; { apuestas |

Fig. 10.7. Calculo de apuestas.

Problema de la triangulacién

Como otro ejemplo de programacién dindmica, considérese el problema de la trian-
gulacién de un poligono. Se dan los vértices de un poligono y una medida de la dis-
tancia entre cada par de vértices. La distancia puede ser la normal (euclidiana) en
el plano, o puede ser una funcién de costo arbitraria dada por una tabla. El proble-
ma consiste en seleccionar un conjunto de cuerdas (lineas entre vértices no adyacen-
tes) de modo que dos cuerdas no se crucen entre si y que todo el poligono quede di-
vidido en tridngulos. La longitud total (distancia entre puntos finales) de las cuerdas
seleccionadas debe ser minima. Ese conjunto de cuerdas se llama triangulacion mini-
mal.

Ejemplo 10.1. La figura 10.8 muestra un poligono de siete lados y las coordenadas
(x, ¥) de sus vértices. La funcién de distancia es la distancia normal euclidiana. Una
triangulacién no minimal, se muestra por medio de las lineas de puntos. Su costo es
la suma de las longitudes de las cuerdas (v, v,), (g, v3), (Vs ¥s) ¥ (V3, ¥5), 0 VB2 + 162 +
+V155+16* + V22'+22 + V77+147 = 77.56.

Ademds de ser interesante por si mismo, el problema de la triangulacién tiene
diversas aplicaciones itiles. Por ejemplo, Fuchs, Kedem, y Uselton [1977] usaron
una generalizacién del problema de la triangulacién para el propésito siguiente. Con-
sidérese el problema de sombrear la imagen bidimensional de un objeto cuya super-
ficie estd definida por una coleccién de puntos en un espacio tridimensional. La fuen-
te de luz proviene de una direccién dada, y el brillo de un punto en la superficie de-
pende de los dngulos entre la direccién de la luz, la direccién de la vista del obser-
vador y una perpendicular a la superficie en ese punto. Para estimar la direccién de
la superficie en un punto, se calcula una triangulacién minima de los puntos que de-
finen la superficie.

Cada tridngulo define un plano en el espacio tridimensional, y dado que se en-
contré una triangulacién minima, es de esperarse que los tridngulos sean muy pe-
quefios. Es fécil encontrar la direccién de una perpendicular a un plano, asf que se
calcula la intensidad de la luz para los puntos de cada tridngulo en el supuesto de
que la superficie puede considerarse como un plano triangular en una regién dada.
Si los tridngulos no son suficientemente pequefios como para hacer que la intensidad
de la luz aparezca suave, entonces obtener el promedio local puede mejorar la imagen.
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(8, 26) (15, 26)

Fig. 10.8. Heptagono y triangulacion.

Antes de proseguir con la solucién de la programacién dindmica al problema de
la triangulacién, se dejardn establecidas dos observaciones acerca de las triangula-
ciones que ayudardn a disefiar el algoritmo. Se supone que hay un poligono con n
VErtices vg, ¥y, ..., ¥,_y, en el sentido de las manecillas del reloj.

Hecho 1. En cualquier triangulacién de un poligono con més de tres vértices, cada
par de vértices adyacentes es tocado al menos por una cuerda. Para ver esto, supén-
gase que ni v, ni v, ;1 fueron tocados por una cuerda. Entonces la regién que la aris-
ta (v, v, ,) limita debe incluir las aristas (v,_,, v), (v;., ¥, 2) ¥ al menos una arista
adicional. Esta regién no seria un tridngulo.

Hecho 2. Si (v, v)) es una cuerda de una triangulacién, debe haber algin v, tal que
(v, v) ¥ (v v)) sean aristas del poligono o cuerdas. De otra forma, (v, v) puede li-
mitar una regién que no sea un tridngulo.

Para iniciar la busqueda de una triangulacién minimal, se escogen dos vértices
adyacentes, como v, y v,. Por los dos hechos, se sabe que en cualquier triangulacién
y, por tanto, en la triangulacién minima, debe haber un vértice v, tal que (v;, v,) ¥
(vi, vp) sean cuerdas o aristas en la triangulacion. Asf pues, se debe considerar la bon-
dad de la triangulacién que se obtendrd después de seleccionar cada valor posible
de k. Si el poligono tiene n vértices, se puede hacer un total de (n — 2) selecciones.

Cada seleccién de k da lugar como méximo a dos subproblemas, que son poligo-
nos formados por una cuerda y las aristas del poligono original que van de un ex-
tremo a otro de 1a cuerda. Por ejemplo, la figura 10.9 muestra los dos subproblemas
que resultan al seleccionar el vértice v,.

A continuacién, se deben encontrar triangulaciones minimas para los poligonos
de la figura 10.9(a) y (b). Lo primero que hay que hacer es considerar otra vez todas

t En lo sucesivo, se considerard que todos los subindices estdn calculados médulo n. Asf, en la figura
10.8, v, ¥ v,,, pueden ser v, ¥ ¥, respectivamente, puesto que n=7.
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o (a)

Fig. 10.9. Los dos subproblemas después de seleccionar v,.

las cuerdas que parten de dos vértices adyacentes. Por ejemplo, en la solucién de la
figura 10.9(b), se considera la seleccién de la cuerda (v, vs), la cual deja el subpro-
blema (v, vs, ¥s, ¥g), un poligono en el cual dos lados, (v, v;) ¥ (vs, ¥s), Son cuerdas
del poligono original. Este camino conduce a un algoritmo de tiempo exponencial.

Sin embargo, considerando el tridngulo que incluye la cuerda (v, v;) nunca se tie-
nen que considerar poligonos en los cuales mds de un lado sean cuerdas del poligo-
no original. El hecho 2 dice que, en la triangulacién minima, la cuerda del subpro-
blema, como (¥, v;) de la figura 10.9(b), debe formar un tridngulo con uno de los
otros vértices. Por ejemplo, si se selecciona v,, se forma el tridngulo (vy, vs, vy) ¥y €l
subproblema (v;, v,, Vs, Vg), que sélo tiene una cuerda del poligono original. Al pro-
bar con v, se forman los subproblemas (vs, vy, vs) ¥ (¥, Vs, V), con las cuerdas
(v, vg) ¥ (vg, ¥5) nada mds.

En general, se define e/ subproblema de tamano s partiendo del vértice v,, deno-
tado §,,, como el problema de triangulacién minimal para el poligono formado por
los 5 vértices que comienzan en v, y siguen en el sentido de las manecillas del reloj,
esto es, v, V,,y, ..., V,,,.;- La cuerda en S, es (v, v,,,_,). Por ejemplo, en la figura 10.9(a)
es Sy, y en la figura 10.9 (b) es S,. Para resolver S, debemos considerar las tres op-
ciones siguientes.

1. Tomar el vértice v,,, , para formar un tridngulo con las cuerdas (v, v,,, ),
(Vi Viss-2) ¥ con el tercer lado (v, 5, ¥;,,), ¥ después resolver el subproblema S .

2. Tomar el vértice v,,, para formar un tridngulo con las cuerdas (v, v,.,),
(Yie1s Vias1) ¥ con el tercer lado (v, v,,,), y después resolver el subproblema S, ;.

3. Paraalguna k entre 2 y 5 - 3, tomar el vértice v, y formar un tridngulo con la-
dos (Viy Vis) (Vieks Vies-1)s ¥ (Vi Viest), ¥ después resolver los subproblemas S, v
Shl,.n—k'

Si se recuerda que la «solucién» a cualquier subproblema de tamaiio tres o me-
nor no requiere acciéon alguna, se puede resumir (1) a (3) diciendo que se toma al-
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Fig. 10.10. Division de S, en subproblemas.

gun vértice k entre | y s — 2 y se resuelven los subproblemas S,, ¥ S,i,+ La figura
10.10 ilustra esta divisién en subproblemas.

Si se emplea el algoritmo recursivo implicito en las reglas anteriores para resol-
ver subproblemas de tamafio 4 o mayores se podrd mostrar que cada llamada en un
subproblema de tamaifio s provoca un total de 3*-* llamadas recursivas, si se «resuel-
ven» directamente los subproblemas de tamafio 3 o menores y sélo se cuentan las
llamadas en subproblemas de tamaiio 4 0 mayores. Asi, el nimero de subproblemas
a resolver es exponencial en s. Dado que el problema inicial es de tamaiio n, donde
n es el nimero de vértices del poligono dado, el nimero total de pasos realizados
por este procedimiento recursivo es exponencial en n.

Es evidente que todavia hay algo erréneo en este andlisis, porque se sabe que sin
contar el problema original, sélo hay n(n - 4) subproblemas diferentes que necesi-
tan solucidn, y se representan por S, donde 0 < i <ny4 =< s < n. Es obvio que
no todos los subproblémas resueltos por el procedimiento recursivo son diferentes.
Por ejemplo, si en la figura 10.8 se escoge la cuerda(v,, v;), y después, en el subpro-
blema de la figura 10.9(b), v,, hay que resolver el subproblema S,,. Pero también se
tendria que resolver este problema si se tomara primero la cuerda (v, v,), 0 la cuer-
da (v,, v,), y entonces, al resolver el subproblema S, se tomaria el vértice v, para
completar un tridngulo con v, y v,

Esto sugiere una forma eficiente de resolver el problema de la triangulacién. Se
prepara una tabla que contenga el costo C, de la triangulacién S para toda i y s.
Dado que la solucién a cualquier problema dado sélo depende de la solucién a pro-
blemas de tamafio menor, el orden légico en el cual se debe llenar la tabla es de acuer-
do con el tamafio. Estp es, para tamafios s = 4, 5, ..., n — 1 se introduce el costo mi-
nimo para los subproblemas S, para todos los vértices i. Es conveniente incluir tam-
bién los problemas de tamafio 0 < s <4, pero recuérdese que S, tiene costo O si
5 <4,

De las reglas anteriores (1) a (3) para encontrar subproblemas, la férmula para
calcular C, para s = 4 es:

Ciy=min [C.Jm + Ciook + DOV Vi) + DVt "m-l)] (10.5)

Isk=s-2
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donde D(v,, v,) es la longitud de la cuerda entre los vértices v, y v, 8i v, y ¥, no son
puntos adyacentes en el poligono; D(v,, v,) es 0 si v, y v, son adyacentes.

Ejemplo 10.2. La figura 10.11 contiene la tabla de costos de S, para0 <i=<6y
4 <5 < 6, basada en el poligono y las distancias de la figura 10.8. Los costos de las
filas con s < 3 son todos cero. Se ha llenado la posicién Cy,, en la columna 0 y la
fila para s = 7. Este valor, como todos los de la misma fila, representa la triangula-
cion del poligono completo. Para ver esto, obsérvese que se puede, si se desea, con-
siderar la arista (v,, v¢) como una cuerda de un poligono mayor y el poligono de la
figura 10.8 como un subproblema de este poligono, ¢l cual tiene una serie de vérti-
ces adicionales que se extienden en el sentido de las manecillas del reloj desde v, has-
ta v,. Obsérvese que toda la fila para s = 7 tiene el mismo valor que Cy,, para con-
servar la exactitud de cdlculo.

Como ejemplo, se proporciona la demostracién de cémo se introdujo el valor
38.09 de la columna para i = 6 y la fila para s = 5. De acuerdo con (10.5), el valor
de esta posicién, C,, es el minimo de tres sumas correspondientes a k=1, 2 6 3.
Esas sumas son:

Cz + Coq + D(vg, vg) + D(vg, v3)
Ces + Cis + D(vg, v) + D(v,, v3)
Cos + Cy + D(vg, v3) + D(vy, v3)

7| Co=
75.43
6 | Cx= | Cie= Cp= Cy= Ca= Cs= Cee=
53.54 55.22 57.58 64.69 59.78 59.78 63.62
5|Cos= |[Cis= |Caus= |Cyu= | Cas= |[Css= | Ces=
37.54 31.81 35.49 37.74 45.50 39.98 38.09
4 | Cu= Ci= Ca= Cu= Cu= Css= Ce=
16.16 16.16 15.65 15.65 22.69 22.69 17.89
s i=0 1 2 3 4 5 6

Fig. 10.11. Tabla de C,.

Las distancias requeridas se calculan a partir de las coordenadas de los vértices:
DA(v,, v3) = D(vg, vg) =0

(puesto que son aristas del poligono, no cuerdas, y se presentan en forma «gratuita»)
D(vg, v;) = 26.08
D(v, v3) = 16.16
D(vg, v)=22.36
D(vg, v3) = 21.93
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Las tres sumas anteriores dan 38.09, 38.52 y 43.97, respectivamente. Se conclu-
ye que el costo minimo del subproblema Sg es 38.09. Mds ain, como la primera
suma fue la menor, se sabe que para alcanzar este valor es necesario utilizar los sub-
problemas S, y Sy, esto es, seleccionar la cuerda (v, v;) y resolver S5, como se pue-
da; la cuerda (v,, v,) es la eleccién preferida para este subproblema. O

Existe un truco 1til para llenar la tabla de la figura 10.11 de acuerdo con la férmu-
la (10.5). Cada término de la operacién min de (10.5) requiere un par de valores.
El primer par, para k = 1, puede encontrarse en la tabla a) en la parte «inferior» (la
fila de 5= 2) 1 de la columna del elemento que se esté calculando, y b) justo abajo
y a la derecha 17 del elemento calculado. El segundo par esté a) junto a la parte in-
ferior de la columna, y b) dos posiciones mds abajo y a la derecha. La figura 10.12
muestra las dos lineas de posiciones que se siguen para obtener todos los pares de
valores que es necesario considerar simultdneamente. El patrén —subir por la co-
lumna y bajar por la diagonal— es comin para el llenado de tablas durante la pro-
gramacién dindmica.

Fig. 10.12. Patron de seguimiento de la tabla para calcular un elemento.

Para encontrar soluciones a partir de la tabla

Aunque la figura 10.11 ofrece el costo de la triangulacién minima, no proporciona
de inmediato la triangulacion misma. Para cada posicion se necesita el valor de k
que produjo el minimo en (10.5). Luego se puede deducir que la solucién consta de
las cuerdas (v;, v.4) ¥ (¥its Vius)) (@ menos que una de ellas no sea cuerda, porque
k=10 k=s-2), més las cuerdas que estén implicadas por las soluciones a §,,,, ¥
S,+ks-4 Al calcular un elemento de la tabla, es ttil incluir el valor de k que brinde la
mejor solucidn,

Ejemplo 10.3. En la figura 10.11, el valor Cy;, que representa la solucién al proble-
ma completo de la figura 10.8, procede de los términos de k =5 en (10.5). Esto es,

t Recuérdese que la tabla de la figura 10.11 tiene filas de ceros por debajo de las que se muestran.
t1+ Por «a la derecha» se quiere decir que la tabla se lee en forma circular. Asf, si uno se encuentra en
la columna de més a la derecha, la columna «a la derecha» es la que estd més a la izquierda.
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Fig. 10.13. Triangulacién de costo minimal.

el problema Sy, se divide en Sy y Ss,; €l primero es el problema con seis vértices vp,
V}y s Vs, ¥ €] 1iltimo es un «problemanx trivial de costo 0. Asi, se introduce la cuerda
(vy, vs) de costo 22.09 y se debe resolver Sy

El costo minimo de Cy, procede de los términos para k = 2 en (10.5), en tanto el
problema Sy, se divide en Sy; y S,,. El primero es el tridngulo con vértices vy, v, ¥
v;, mientras que el ultimo es un cuadrildtero definido por v,, vy, v, ¥ vs5. S;3 noO ne-
cesita ser resuelto, pero §,, si, y deben incluirse los costos de las cuerdas (vg, v;) y
(v, vs), los cuales son 17.89 y 19.80, respectivamente. El valor minimo para C,, se
supone cuando k = 1 en (10.5), dando los subproblemas C,, y Cy3, que tienen tama-
fio menor o igual que tres y, por tanto, costo 0. Se introduce la cuerda (v,, vs), con
un costo de 15.65. O

10.3  Algoritmos avidos

Considérese el problema de dar un cambio. Supénganse monedas de 25 ¢ (un cuar-
t0) 10 ¢ (un décimo), 5 ¢ (un vigésimo) y 1 ¢ (un centavo), y que se desea dar un cam-
bio de 63 ¢. Sin pensar, se convierte esta cantidad a dos cuartos, un décimo y tres
centavos. No sélo se determiné rdpidamente una lista de monedas con el valor
correcto, sino que se produjo la lista mds corta de monedas con ese valor.

El algoritmo empleado probablemente fue seleccionar la moneda mayor cuyo va-
lor no excedia de 63 ¢ (un cuarto), agregarla a la lista y sustraer su valor de 63, que-
dando 38 ¢. De nuevo, se selecciond la moneda mds grande cuyo valor no fuera ma-
yor de 38 ¢ (otro cuarto) y se afiadio a la lista, y asi sucesivamente.

Este método de dar cambio es un algoritmo dvido. En cualquier etapa indi-
vidual, un algoritmo é4vido selecciona la opcién que sea «localmente optimal»
en algin sentido particular. Obsérvese que el algoritmo dvido para dar cambio
produce una solucién optimal general debido a las propiedades de las monedas. Si
las monedas tuvieran valores | ¢, 5¢ y 11 ¢ y se deseara dar un cambio de 15 ¢, el
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algoritmo 4vido seleccionaria primero la moneda de 11 ¢ y después cuatro de
1 ¢, para un total de cinco monedas. Sin embargo, tres monedas de 5 ¢ bastan.

Ya se han visto varios algoritmos dvidos, como el algoritmo del camino méds
corto de Dijkstra y el algoritmo de 4rboles abarcadores de costo minimo de Krus-
kal. El algoritmo de Dijkstra es «dvido» en el sentido de que siempre escoge el
vértice mds cercano al origen de entre aquellos cuyo camino mds corto todavia se
desconoce. El algoritmo de Kruskal también es «dvido»: de las aristas restan-
tes, elige la més corta de entre aquellas que no crean un ciclo.

Es necesario subrayar el hecho de que no todos los enfoques dvidos llegan
a dar mejor resultado. Como sucede en la vida real, una estrategia dvida pue-
de dar un buen resultado durante un tiempo, pero el resultado general puede ser po-
bre. Como ejemplo, se considera lo que sucede al permitir aristas ponderadas nega-
tivas en los algoritmos de Dijkstra y de Kruskal. Resulta que el algoritmo de drboles
abarcadores de Kruskal no se ve afectado y continuara produciendo el drbol de cos-
to minimo, pero el algoritmo de Dijkstra en algunos casos no produce los caminos
mds cortos.

Ejemplo 10.4. En la figura 10.14 se presenta un grafo con una arista entre by ¢
cuyo costo es negativo. Al aplicar el algoritmo de Dijkstra con origen s, primero se
descubrird, correctamente, que el camino minimo hacia a tiene longitud 1. Ahora,
considerando sélo las aristas de s 0 @ a b o ¢, se espera que b tenga el camino mds
corto desde s, es decir, s — a —b, de longitud 3. Asi, se descubre que ¢ tiene un ca-
mino mds corto desde s de longitud 1.

Fig. 10.14. Grafo con una arista ponderada negativa.

Sin embargo, esta seleccién «dvida» de b antes que ¢ fue errénea desde un
punto de vista general. Dado que el camino s — a — ¢ —b tiene una longitud de sélo
2, la distancia minima de 3 para b fue errénea . O

Algoritmos avidos como procedimientos heuristicos

Para algunos problemas, no existen algoritmos dvidos conocidos que produz-
can soluciones optimales; con todo, existen algunos que pueden llegar a producir so-
luciones «buenas» con una alta probabilidad. A menudo, una solucién semioptimal

t De hecho, se debe tener cuidado con el significado de «camino mds corto» cuando existen aristas
negativas. Si se permiten ciclos con costo negativo, se pueden recorrer repetid; ese ciclo
para alcanzar distancias negativas arbitrariamente grandes, por lo que se desea ceiiirse a caminos aciclicos.
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con un costo de un pequefio porcentaje sobre la optimal es muy satisfactoria. En
esos casos, un algoritmo dvido con frecuencia brinda la forma mds rdpida para
llegar a una solucion «buena». De hecho, si el problema es tal que la unica forma
de alcanzar una solucién optimal es mediante el uso de una técnica de busqueda ex-
haustiva, un algoritmo dvido u otro procedimiento heuristico para llegar a una
buena solucién, pero no necesariamente optimal, puede ser la unica opcidn real.

Ejemplo 10.5. Se presenta un conocido problema donde los tinicos algoritmos co-
nocidos que producen soluciones optimales son del tipo «intentar todas las posibi-
lidades» y pueden tener tiempos de ejecucién con entradas de tamafio exponencial.
El problema, llamado problema del agente viajero, o PAV, es encontrar, en un
grafo no dirigido con pesos en las aristas, un recorride (un ciclo simple que incluya
todos los vértices) donde la suma de todos los pesos de las aristas sea un minimo.
Un recorrido se suele denominar ciclo de Hamilton (o ciclo hamiltoniano).

La figura 10.15(a) muestra un ejemplo del problema del agente viajero,
un grafo con seis vértices (a veces llamados «ciudades»). Se dan las coordenadas de
cada vértice, y se toma el peso de cada arista como su longitud. Obsérvese que, por
convencién con el PAV, se supone que todas las aristas existen, esto es, el grafo es
completo. En ejemplos mds generales, donde los pesos de las aristas no estén basa-
dos en la distancia euclidiana, se puede encontrar un peso infinito sobre aristas que
en realidad no estdn presentes.

Las figuras 10.15(b) a (e) muestran cuatro recorridos de las seis «ciudades» de
la figura 10.15(a). El lector puede preguntarse cudl de los cuatro es el optimal, si lo
es alguno. Las longitudes de los cuatro recorridos son 50.00, 49.73, 48.39 y 49.78,
respectivamente; (d) es el més corto de todos los recorridos posibles.

El PAV tiene varias aplicaciones practicas. Como su nombre indica, puede usar-
se para planear la ruta de una persona que debe visitar varios sitios y re-

ce(l,7) de(15,7)
ee(l154)
be(4,3)
a e (0,0) fe(18,0)

(a) seis “ciudades™

Fig. 10.15. Ejemplo del problema del agente viajero.
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gresar al punto inicial. Por ejemplo, el PAV se ha usado para seleccionar la ruta de
los recolectores de dinero de teléfonos publicos. Los vértices son los télefonos y la
oficina de cobro. El costo de cada arista es el tiempo del viaje entre los dos sitios
en cuestion.

Otra aplicacién del PAV es la resolucién del problema del recorrido del caballo
para encontrar una secuencia de movimientos de modo que el caballo pueda visitar
cada cuadro del tablero de ajedrez sélo una vez y regrese al punto de partida. Se dan
como vértices los cuadros del tablero de ajedrez y las aristas entre dos cuadros que
son un movimiento del caballo con peso 0; las demds aristas tienen peso infinito.
Un recorrido optimal tiene peso 0 y debe ser un recorrido del caballo. Sorprenden-
temente, los procedimientos heuristicos buenos para el PAV no tienen dificultad en
encontrar los recorridos del caballo, pero encontrar uno «a mano» €s un reto.

El algoritmo 4vido para el PAV que se tiene en mente es una variante del
algoritmo de Kruskal. Como en dicho algoritmo, primero se considerarn las aristas
mas cortas. En el algoritmo de Kruskal, se acepta una arista en su turno si no forma
un ciclo con las que ya han sido tomadas; en caso de no cumplir esto, rechaza la aris-
ta. Para el PAV, el criterio de aceptacion es que una arista sometida a considera-
cion, junto con las que ya se han seleccionado,

1. no haga que un vértice tenga grado 3 o mayor, y
2. no forme un ciclo, a menos que el mimero de aristas seleccionadas sea igual al
nimero de vértices del problema.

Las colecciones de aristas seleccionadas con ese criterio, formar4n una coleccién
de caminos no conexos, hasta el iltimo paso, cuando el inico camino existente
esté cerrado y forme un recorrido.

En la figura 10.15(a), se puede tomar primero la arista (d, ), puesto que es la
mas corta, con longitud 3. Después, las aristas (b, c), (a, b) y (e, f), que tienen lon-
gitud 5. No importa en qué orden se tomen, todas cumplen con las condiciones de
seleccion, y han de seleccionarse si se quiere seguir el enfoque avido. La si-
guiente arista mas corta es (a, c), con longitud 7.08. Sin embargo, esta arista puede
formar un ciclo con (g, b) y (b, ¢), por lo que se rechaza. La arista (d, /) es la siguien-
te que se rechaza por motivos similares. La arista (b, e) es la siguiente a considerar,
pero debe rechazarse porque puede aumentar los grados de los vértices by ea 3, y
nunca formarfa un recorrido con lo seleccionado. De modo similar, se rechaza
(b, d). A continuacién se considera (c, d), que si se acepta. Ahora existe un camino,
a—+b—+c—d—e¢ — fy por ultimo se acepta (g, /) para completar el recorrido. El
recorrido resultante estd en la figura 10.15(b), y es el cuarto mejor de todos los po-
sibles, pero es mas costoso que el optimal en menos del 4%. O

10.4 WMétodo de retroceso (backtracking)

Algunas veces surge el problema de encontrar una solucién optimal a un subproble-
ma, pero sucede que no existe una teoria que pueda aplicarse para ayudar a encon-
trar lo dptimo, si no es recurriendo a una busqueda exhaustiva. Esta seccién se de-
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dica a una técnica de busqueda exhaustiva sistematica conocida como método de re-
troceso (backtracking) y una técnica llamada poda alfa-beta, que suele reducir mu-
cho la bisqueda.

Considérese un juego como el ajedrez, damas o tres en raya (gato), donde hay
dos jugadores. Los jugadores alternan las jugadas, y el estado del juego puede repre-
sentarse por una posicién del tablero. Se hace la suposicién de que hay un nimero
finito de posiciones del tablero y que el juego tiene algiin tipo de regla para asegurar
la terminacién. Con cada uno de esos juegos se asocia un drbol llamado drbol de jue-
go. Cada nodo del drbol representa una posicién en el tablero, y se asocia la raiz con
la posicién de partida. Si la posicién del tablero x se asocia con el nodo n, los hijos
de n corresponderdn al conjunto de movimientos posibles desde la posicién x del ta-
blero, y cada hijo se asociard con la posicién resultante. Por ejemplo, la figura 10.16
muestra parte del drbol del juego de tres en raya.

Las hojas del arbol corresponden a las posiciones del tablero donde ya no exis-
ten movimientos posibles, porque uno de los jugadores ha ganado o porque todos
los cuadros estdn ocupados y se produjo un empate. Se asocia un valor con cada
nodo del arbol, y primero se asignan valores a las hojas. Si el juego es tres en raya,
una hoja tendra un valor -1, 0 6 1, dependiendo de si la posicién del tablero corres-
ponde a una derrota, empate o victoria para el jugador 1 (jugando con X).

movimiento de X / \

¥ & 0
. X X
movimiento de X X|o
o o
/ll \
x|x|x X X x b
movimiento de O x|o x|x]o x|o
[+] (o] [¢] o] o|lX|0
1 /‘_l \ 0] \
x|o]x X ¥ x|o|x X X
movimiento de X x[x]o x|x|o x|o olx|o
o [+] ojlo|o o|lX]oO olX|o
o] -1 0 | 1
x|o|x x|o|x x|x]x
x|x]o x[x|o o|x|o
o|x|o olx|o o|x|o
0 0 1

Fig. 10.16. Parte del arbol del juego de tres en raya.
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Los valores se propagan hacia arriba en el drbol de acuerdo con la siguiente re-
gla: si un nodo corresponde a una posicién del tablero donde hay movimiento del
jugador 1, el valor serd el maximo de los valores de los hijos de ese nodo. Esto es,
se supone que el jugador | hard el movimiento mds favorable para él, o sea, el que
produce el resultado con mayor valor. Si el nodo corresponde al movimiento del ju-
gador 2, entonces el valor serd el minimo de los valores de los hijos. Es decir, se pre-
sume que el jugador 2 hard su movimiento mds favorable, consiguiendo, de ser po-
sible, una derrota para el jugador 1, o bien un empate como siguiente preferencia.

Ejemplo 10.6. Los valores de los tableros se encuentran en la figura 10.16. La hojas
que significan triunfos para O tienen el valor —1, los empates toman el 0, y los triun-
fos de X tienen +1. En seguida se procede hacia arriba en el drbol. En el nivel 8, don-
de sblo queda un cuadro vacio, y es un movimiento de X, los valores de los tableros
no resueltos son el «mdximo» del hijo en el nivel 9.

En el nivel 7, correspondiente a un movimiento de O, hay dos opciones y se toma
como valor para un nodo interno el minimo de los valores de sus hijos. El tablero
de la extrema izquierda, mostrado en el nivel 7, es una hoja y tiene un valor 1, por-
que corresponde a un triunfo de X. El segundo tablero del mismo nivel tiene un va-
lor min (0, -1) = -1, mientras que el tercero tiene valor min (0, 1) = 0. El unico ta-
blero mostrado en el nivel 6, que corresponde a un movimiento de X, tiene un valor
max (1, -1, 0) = 1, lo que significa que existe una seleccién que X puede hacer para
ganar; en tal caso, el triunfo es inmediato. O

Nétese que si la raiz tiene valor 1, el jugador 1 tiene una estrategia ganadora;
cualquiera que sea su turno, tiene la garantia de seleccionar un movimiento que le
dé una posicién del tablero con valor 1. Cuando el turno corresponde al jugador 2,
no tiene mds opcién que seleccionar un movimiento que deje una posicién del ta-
blero con valor 1, lo cual significa una derrota para €l. El hecho de que se suponga
que el juego termina, garantiza que el primer jugador podrd ganar. Si la raiz tiene
valor 0, como sucede en el juego tres en raya, ningin jugador tiene una estrategia
ganadora, pero por lo menos puede garantizarse un empate si juega lo mejor posi-
ble. Si la raiz tiene valor -1, entonces el jugador 2 tiene una estrategia ganadora.

Funciones de utilidad

La idea de un drbol de juego, donde los nodos tienen valores -1, 0 y 1, puede gene-
ralizarse a drboles donde a las hojas se les da un nimero cualquiera (llamado la uti-
lidad) como valor, y se aplican las mismas reglas de evaluacién de nodos interiores:
toma el mdximo de los hijos en los niveles donde corresponda un movimiento del
jugador 1, y el minimo de los hijos en los niveles donde mueve el jugador 2.
Como ejemplo de donde son provechosas las utilidades generales, considérese un
juego complejo como el ajedrez, donde el drbol de juego, aunque finito, es tan in-
menso que la evaluacion de abajo arriba no es posible. Los programas de ajedrez ope-
ran construyendo el arbol de juego con ese tablero como raiz para cada posicion del
tablero desde la cual se debe mover extendiéndose hacia abajo por varios niveles; el
numero exacto de niveles depende de la velocidad con que el computador puede tra-
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bajar. Puesto que la mayor parte de las hojas del 4rbol son ambiguas, no indican
triunfos, derrotas, ni empates, cada programa usa una funcidn de las posiciones del
tablero que intenta evaluar la probabilidad de que el computador gane desde esa po-
sicion, Por ejemplo, la diferencia entre las piezas afecta en gran medida tal estima-
cién, al igual que algunos factores, como el poder defensivo alrededor de los reyes.
Al usar esta funcién de utilidad, el computador puede estimar la probabilidad de un
triunfo después de hacer cada uno de sus siguientes movimientos posibles en el su-
puesto de que se hard la mejor jugada siguiente de cada lado, y se escogerd el mo-
vimiento de mayor utilidad t.

Realizacion de la basqueda con retroceso

Supongase que se proporcionan las reglas de un juego 1, esto es, sus movimientos
vilidos y reglas de terminacion. Se desea construir su arbol de juego y evaluar la
raiz, en la manera mds obvia, y después visitar los nodos en orden final. El recorri-
do en orden final asegura que se visita un nodo interior n después de sus hijos, y
entonces es posible evaluar n, tomando el minimo o el mdximo de los valores de sus
hijos, lo que sea mds apropiado.

El espacio de almacenamiento del drbol puede ser demasiado grande, pero con
cuidado nunca se necesitard almacenar mas de un camino, desde la raiz hasta un
nodo, en cualquier momento. En la figura 10.17 se presenta el esbozo de un progra-
ma recursivo que representa el camino en el 4rbol por medio de la secuencia de las
llamadas a procedimientos activos en cualquier instante. Ese programa supone lo si-
guiente:

1. Las utilidades son nimeros reales en un intervalo limitado, por ejemplo -1 a +1.

2. La constante co es mayor que cualquier utilidad positiva y su negativo es menor
que cualquier utilidad negativa.

3. El tipo tipo—modo se declara

type
tipo_modo = (MIN, MAX)

4. Existe un tipo tipo_tablero declarado de alguna forma adecuada para la repre-
sentacion de posiciones en el tablero.

—+

Inicialmente, otras cosas que hacen los programas para jugar al ajedrez son las siguientes.

. Usar técnicas heuristicas para eliminar la consideracién de ciertos movimientos que tal vez no se-
rén buenos. Esto ayuda a expandir ¢l 4rbol a mds niveles en un tiempo dado.

. Expandir «cadenas de capturas que son secuencias de movimientos de captura ms alld del dltimo
nivel al que se expande el drbol normalmente. Esto ayuda a estimar con mayor exactitud la fuerza
material relativa de las posiciones.

3. Podar el drbol de biisqueda por medio de la técnica alfa-beta, como se analizard més adelanie en
esta seccion.
+1 Esto no implica que de esta forma sélo se puedan resolver «juegosy. Como se vera en ejemplos pos-
teriores, el «juego» puede rep en realidad la solucién de un problema practico.

~
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5. Existe una funcién UTILIDAD que calcula la utilidad de cualquier tablero que
sea una hoja (esto es, situacién de triunfo, derrota o empate).

fanction busca ( B: tipo_tablero; modo: tipo_modo ) : real;
{ evaliia la utilidad del tablero B, en el supuesto
de que es el movimiento del jugador 1 si modo = MAX, y es
el movimiento del jugador 2 si modo = MIN. Devuelve la utilidad |
var
C: tipo_tablero; | un hijo del tablero B |
valor: real; | valor minimo o m4ximo temporal |

begin
(1) if B es una hoja then
2) return (utilidad(B))
else begin
{ asigna el valor inicial minimo o méximo de los hijos |
3) if modo = MAX then
(4) valor = —co
else
(5) valor = co;
(6) for cada hijo C del tablero B do
N if modo = MAX then
(8) valor = max(valor, busca(C, MIN))
else
9) valor = min(valor, busca(C, MAX));
(10) return (valor)
end
end; { busca |

Fig. 10.17. Programa de busqueda recursiva con el método de retroceso.

Otra implantacion a considerar es por medio de un programa no recursivo que con-
tenga una pila de tableros correspondientes a la secuencia de llamadas activas de bus-
ca. Las técnicas estudiadas en la seccién 2.6 pueden usarse para construir dicho pro-
grama.

Poda alfa-beta

Hay una observacién simple que permite dejar de considerar buena parte de un 4r-
bol de juego tipico. Partiendo de la figura 10.17, el ciclo for de la linea (6) puede
saltar ciertos hijos, con frecuencia muchos. Supdngase que se tiene un nodo n, como
en la figura 10.18, y ya se ha determinado que c,, el primero de los hijos de n, tiene
valor 20. Como n es un nodo max, se sabe que su valor es por lo menos 20. Ahora,
supdngase que al continuar con la bisqueda se observa que d, un hijo de c;, tiene
valor 15. Como ¢, otro hijo de n, es un nodo min, se sabe que el valor de ¢, no pue-
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de exceder de 15. Asf, cualquiera que sea el valor ¢; no afecta al valor de » ni de
cualquier padre de n.

Asi, en la situacién de la figura 10.18, es posible ignorar la consideracién de los
hijos de ¢, que alin no se han examinado. Las reglas generales para pasar por alto o
«podam nodos implican la nocién de valores tentativos y finales para los nodos. El
valor final es el que se ha denominado hasta ahora simplemente «valor». Un valor

Fig. 10.18. Poda de los hijos de un nodo.

tentativo es una cota superior al valor del nodo min, o una cota inferior al valor del
nodo mdx. Las reglas para el cdlculo de los valores finales y tentativos son las siguien-
tes. E

1. Sitodos los hijos de un nodo n se consideraron o se podaron, conviértase ¢l va-
lor tentativo de » en final.

2. Si un nodo mdx n tiene valor tentativo v, y un hijo con valor final v,, entonces
el valor tentativo de n se hace méx(v,, v,). Si n es un nodo min, se asigna su va-
lor tentativo a min(v,, v,).

3. Si p es un nodo min con padre g (un nodo méx), y p vy ¢ tienen valores tentati-
vOS v, ¥ v,, Téspectivamente, con v, < v,, entonces se pueden podar todos los hi-
jos no considerados de p. También se pueden podar los hijos no considerados de p
si p es un nodo max (y por tanto, ¢ es un nodo min) y v, < v,.

Ejemplo 10.7. Considérese el arbol de la figura 10.19. Suponiendo los valores mos-
trados en las hojas, se desea calcular el valor de la raiz; se empieza con un recorrido
en orden final. Después de alcanzar el nodo D, por la regla (2) se asigna un valor ten-
tativo de 2 al nodo C, que es el valor final de D. Entonces se explora E y se vuelve
a Cy después a B. Por la regla (1), el valor final de C se fija en 2 y el valor de B se
hace tentativamente 2. La busqueda desciende hasta G y después regresa a F. El va-
lor de F se hace tentativamente 6. Por la regla (3), con p y g iguales a F y B, respec-
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tivamente, se puede podar H. Esto es, no se necesita explorar el nodo H, ya que el
valor tentativo de F nunca puede decrecer y ya es mayor que el valor de B, que no
puede aumentar.

Fig. 10.19. Arbol de juego.

Continuando con el ejemplo, A4 tiene asignado un valor tentativo de 2 y la bus-
queda prosigue hasta K. J tiene asignado un valor tentativo de 8. L no determina el
valor del nodo méx J. / recibe un valor tentativo de 8. La busqueda sigue hacia aba-
jo hasta N, y a M se le asigna un valor tentativo de 5. El nodo O debe ser explorado,
ya que 5, el valor tentativo de M, es menor que el valor tentativo de I. Se revisan
los valores tentativos de / y A y la bisqueda continia hasta R. Finalmente, se ex-
ploran R y S, y P recibird un valor tentativo de 4. No es necesario buscar en T ni
mas abajo, ya que eso solo disminuiria el valor de P, que ya es demasiado pequeiio
para afectar al valor de A. O

Busqueda de ramificacion y acotamiento

Los juegos no son la unica clase de «problemas» que pueden resolverse explorando
exhaustivamente un drbol completo de posibilidades. Hay muchos problemas que
exigen encontrar una configuracién minima o mdxima de alguna clase que son sus-
ceptibles de resolucién por medio de la biisqueda de retroceso de un arbol de todas
las posibilidades. Los nodos del 4rbol pueden considerarse como conjuntos de con-
figuraciones y los hijos de un nodo n representan cada uno un subconjunto de las
configuraciones que n representa. Finalmente, cada hoja representa configuraciones
sencillas o soluciones al problema, y se puede evaluar cada una de las configuracio-
nes con el fin de saber si es la mejor solucién encontrada hasta ese momento.

Si se es hdbil en el disefio de la busqueda, los hijos de un nodo representaran mu-
chas menos configuraciones que ¢l nodo mismo, asi que no es necesario prefundizar
mucho para alcanzar las hojas. A fin de evitar que esta nocién de bisqueda parezca
muy vaga, he aqui un ejemplo concreto.
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Ejemplo 10.8. Recuérdese de la seccién anterior el problema del agente viajero, en
el que se dio un «algoritmo dvido» para encontrar un buen recorrido, aunque
no necesariamente el 6ptimo. Ahora se analiza cémo encontrar el recorrido éptimo
por medio de la consideracidn sistemdtica de todos los recorridos. Una forma es te-
ner en cuenta todas las permutaciones de los nodos y evaluar los recorridos que vi-
sitan los nodos en ese orden, recordando el mejor encontrado hasta el momento. El
tiempo para esta aproximacién es O(n !) en un grafo con n nodos, ya que se deben
considerar (n-1)! permutaciones distintas T, y cada permutacién toma un tiempo
O(n).

Se presentard un enfoque un poco distinto que no es mejor que el anterior en el
peor caso, pero en el promedio, cuando se acopla con una técnica llamada «ramifi-
cacidn y acotamiento» —que se estudiard a continuacién— produce la respuesta mu-
cho mas rdpido que el método de «intentar con todas las permutaciones». Se em-
pieza construyendo un drbol, con una raiz que representa todos los recorridos. Los
recorridos son lo que se denominé «configuraciones» en el material preliminar. Cada
nodo tiene dos hijos, y los recorridos que representa un nodo estdn divididos por
esos dos hijos en dos grupos: los que tienen una arista particular y los que no. Por
ejemplo, la figura 10.20 muestra porciones del drbol para el caso del PAV de la fi-
gura 10.15(a)

En la figura 10.20 se han considerado las aristas en orden lexicogrifico (a, b),
(@ ), ..., (@ N, (b 0), ..., (b)), (c. ),y asi sucesivamente. Claro estd que se puede
tomar cualquier otro orden. Obsérvese que no todos los nodos del drbol tienen dos
hijos. Se pueden eliminar algunos hijos, porque las aristas seleccionadas no forman
parte de un recorrido. Asi, no hay nodo para los «recorridos que contienen (a, b),
(a, ) y (@, d)», porque a tendria grado 3 y el resultado no seria un recorrido. De for-
ma semejante, al ir descendiendo en el 4drbol, se eliminan algunos nodos, porgue al-
guna ciudad puede tener grado menor que 2. Por ejemplo, no habrd nodos para re-
corridos sin (a, b), (a, ¢), (a. d) 0 (a, €). O

Procedimientos heuristicos necesarios para ramificacion y acotamiento

Al utilizar ideas similares a las de la poda alfa-beta, se eliminan muchos mis nodos
del 4rbol de bisqueda que los mostrados en el ejemplo 10.8. Supdngase, para ser es-
pecificos, que el problema es minimizar alguna funcién, como el costo de un recorri-
do en el PAV. Supéngase, también, que se tiene un método para obtener una cota
inferior en el costo de cualquier solucién entre las del conjunto de soluciones repre-
sentado por algun nodo n. Si la mejor solucién encontrada hasta ahora cuesta me-
nos que la cota inferior para el nodo n, no es necesario explorar ninguno de los no-
dos por debajo de n.

Ejemplo 10.9. Se revisard una forma de alcanzar una cota inferior en ciertos con-
juntos de soluciones para el PAV, los representados por nodos en un 4rbol de solu-

+ Obsérvese que no es necesario considerar todas las n! permutacmnes. ya que ¢l punto de partida de

un recorrido no importa. Por tanto, se id sélo per que con I,
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todos los

recorridos
recorridos recorridos
con sin
(a, b) (a, b)

P e i N
recorridos recorridos recorridos recorridos
con con con (a, ¢) sin
(a,b) y(a, o) (a, b) sin (a, ¢) sin (a, b) (a, b) ni (a, ©)

| | | |
chcotribat con recorridos con recorridos con r‘econ'idos

@ b, (a0 (a, b) sin (a, ) si'n sin
gty "0 (a, ¢) ni (a, b) ni (a, b), (a, c)
(a, d) (a. d) ni (a, d)
recorridos con recorridos con recorridos con
(a, b)y (a,0)y (a, d) sin
(a, d) sin (a, d) sin (a, b) ni
(a, ¢ (a, b) (a, c)

Fig. 10.20. Principio de un arbol solucién para un caso del PAV.

ciones, como se sugirié en la figura 10.20. Primero, supéngase que se desea una cota
inferior para todas las soluciones de un caso dado del PAV. Obsérvese que el costo
de cualquier recorrido puede expresarse como la semisuma, sobre todos los nodos
n, del costo de las dos aristas del recorrido adyacentes a n. Esta observacién da lu-
gar a la siguiente regla: la suma de las dos aristas de recorrido adyacentes al nodo
n no es menor que la suma de las dos aristas de costo menor adyacentes a n. Asi,
ningun recorrido puede costar menos que la semisuma sobre todos los nodos n de
las dos aristas de menor costo que inciden sobre n.

Por ejemplo, considérese el caso del PAV que se muestra en la figura 10.21. A
diferencia del caso de la figura 10.15, la medida de la distancia de las aristas no es
euclidiana, es decir, no tiene relacién con la distancia en el plano entre las ciudades
que conecta. Tal medida del costo puede ser el tiempo o la tarifa del viaje, por ejem-
plo. En este caso, las aristas de menor costo adyacentes al nodo a son (a, d) y (a, b),
con un costo total de 5. Para el nodo b, se encuentran (a, b) y (b, €) con un costo to-
tal de 6. De igual forma, las dos aristas de menor costo adyacentes a ¢, d y ¢, tota-
lizan 8, 7y 9, respectivamente. Asi pues, la cota inferior del costo de un recorrido
es (5+6+8+7+9)/2=17.5.

Ahora, supongase que se pide una cota inferior en el costo de un subconjunto de
recorridos definidos por algiin nodo en el drbol de biisqueda. Si el arbol de busque-
da se construye como en el ejemplo 10.8, cada nodo representa recorridos definidos
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Fig. 10.21. Un caso del PAV.

por un conjunto de aristas que deben estar en el recorrido y un conjunto de aristas
que tal vez no estén. Esas restricciones alteran las opciones para escoger las dos aris-
tas de menor costo en cada nodo. Es evidente que una arista restringida a perma-
necer en cualquier recorrido debe incluirse entre las dos aristas seleccionadas, sin im-
portar si son del menor o segundo menor costo o no t. Asimismo, una arista res-
tringida a estar fuera no puede seleccionarse, aunque su costo sea menor.

Asi, si existe la restriccién de incluir la arista (a, €) y excluir (b, ¢), las dos aristas
para el nodo a son (a, d) y (a, €), con un costo total de 9. Para b, se seleccionan (a, b)
y (b, e), igual que antes, con un costo total de 6. Para ¢, no es posible elegir (b, ¢), y
se eligen (a, ¢) y (¢, ), con un costo total de 10. Para 4, se seleccionan (a, d) y (¢, d),
como antes, mientras que para e, se deben escoger (a, €) y (b, ). La cota inferior
para esas restricciones es (9+6+9+7+10)/2 = 20.5. O

Ahora se construye el drbol de bisqueda a partir de lo sugerido e¢n el ejem-
plo 10.8. Se consideran las aristas en orden lexicografico, como en ese ejemplo. Por
cada ramificacicn, al considerar los dos hijos de un nodo, se intenta inferir decisio-
nes adicionales sobre las aristas que deben incluirse o excluirse de los recorridos re-
presentados por esos nodos. Las reglas utilizadas para esas inferencias son:

1. Si la exclusién de una arista (x, y) hiciera imposible para x o y tener dos aristas
adyacentes en el recorrido, entonces debe incluirse (x, y).

2. Si incluir (x, y) hace que x o y tengan mds de dos aristas adyacentes en el re-
corrido, 0 que se complete un ciclo que no sea recorrido con las aristas ya in-
cluidas, entonces debe excluirse (x, y).

t Se verd que las reglas para la construccidn del drbol de bﬁsqﬁeda eliminan cualquier conjunto de res-
tricciones que no puedan producir un recorrido, por ejemplo, porque se requieran tres arisias adyacentes
a un nodo para formar parte del recorrido.
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Al ramificar, después de hacer todas las inferencias posibles, se calculan las co-
tas inferiores de ambos hijos. Si la cota inferior de un hijo es tan grande o mayor
que el recorrido de costo menor encontrado hasta ese momento, se «poda» ese hijo
y no se construyen ni consideran sus descendientes. Curiosamente, hay situaciones
donde la cota inferior de un nodo n es menor que la mejor solucién existente en-
contrada, y ain asi ambos hijos de »n se pueden podar, porque sus cotas inferiores
exceden del costo de la mejor solucién encontrada hasta el momento,

Si no es posible podar nigin hijo, como regla heuristica se considerard primero
el hijo con la cota inferior mds pequefia, con la esperanza de alcanzar mds répido
una solucién mds econémica que la mejor encontrada hasta el momento }. Después
de considerar un hijo, se debe evaluar otra vez si puede podarse su hermano, ya que
pudo haberse encontrado una mejor solucién nueva. Para el caso de la figura 10.21,
se obtiene drbol de la figura 10.22. Para interpretar los nodos de ese drbol, es titil
entender que las letras mayusculas son los nombres de los nodos del 4rbol de bus-
queda; los mimeros son las cotas inferiores, y se listan las restricciones aplicadas al
nodo, pero no sus antecesores, escribiendo xy si la arista (x, y) debe incluirse, y X3,
si (x, y) debe excluirse. Obsérvese también que las restricciones introducidas en un
nodo se aplican a todos sus descendientes. Asi, para obtener todas las restricciones
aplicables en un nodo debe seguirse el camino desde ese nodo hasta la raiz.

Por ultimo, se hace hincapié en que, como para la biisqueda de retroceso gene-
ral, se construye el drbol nodo por nodo, reteniendo sélo un camino, como en el al-
goritmo recursivo de la figura 10.17, o su contraparte no recursiva. Quizd se prefie-
ra la versién no recursiva, para mantener dentro de una pila la lista de restricciones.

Ejemplo 10.10. La figura 10.22 muestra el drbol de buisqueda para el caso del PAV
de la figura 10.22. Con el fin de ver cémo se construye, se parte de la raiz 4 de la
figura 10.22. La primera arista en orden lexicogréfico es (a, b), asf que se consideran
los hijos B y C, correspondientes a las restricciones ab y ab, respectivamente. De mo-
mento no hay una «mejor solucién hasta aqui», por lo que se considerardn By C 11.
Forzar la inclusién de (g, b) no sube la cota inferior, pero excluir tal arista produce
la cota 18.5, ya que las dos aristas vdlidas m4s econémicas para los nodos a y b to-
talizan 6 y 7, respectivamente, comparadas con 5 y 6 sin restricciones. Siguiendo el
procedimiento heuristico, se considerardn primero los descendientes del nodo B.

La siguiente arista en orden lexicogréfico es (a, ¢). Se introducen los hijos Dy E
correspondientes a los recorridos en que (g, c) estd incluida y excluida, respectiva-
mente. En el nodo D, se infiere que ni (g, d) ni (a, ) pueden estar en un recorrido;
de otra forma, a puede tener demasiadas aristas incidentes. De acuerdo con el pro-
cedimiento heuristico, se analiza E antes que D, para ramificar sobre la arista (g, d).
Los hijos F y G se introducen con cotas inferiores 18 y 23, respectivamente. Para
cada uno de esos hijos se conocen unas 3 aristas incidentes sobre a, por lo que se
puede deducir algo acerca de la arista restante (g, e).

1 Una alternativa es usar un procedimiento heuristico para obtener una buena solucién con las res-
tricciones requeridas para cada hijo. Por ejemplo, se deberd poder modificar ¢l algoritmo dvido del PAV
para respetar las restricciones.

11 Se puede empezar con alguna solucién encontrada heurfsticamente, como la dvida, aunque eso no
afecte a nuestro ejemplo. La solucién dvida para la figura 10.21 tiene un costo de 21.
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Considérense primero los hijos de F. La primera arista restante en orden lexico-
grafico es (b, ¢), y si se incluye, al haber incluido ya (a, &), no se pueden incluir (b, d)
ni (b, e). Al haber eliminado (g, €) y (b, €), se deben tener (c, €) y (d, €). No se puede
tener (¢, d), porque entonces ¢ y d tendrian 3 aristas incidentes. Queda, por tltimo
un recorrido (a, b, ¢, e, d, a), cuyo costo es 23. Igualmente, el nodo /, donde (b, ¢)
estd excluida, puede probarse que representa s6lo el recorrido (a, b, e, ¢, d, a), de cos-
to 21. Este recorrido tiene el menor costo encontrado hasta el momento.

Ahora se retrocede a E y se considera su segundo hijo, G. Pero G tiene una cota
inferior de 23, la cual excede al mejor costo actual, 21. Asi, se poda G. Ahora, se re-
trocede hasta B y se considera su otro hijo, D. La cota inferior en D es 20.5, pero
debido a que los costos son enteros, se sabe que ningun recorrido representado por
D tiene costo menor que 21. Dado que ya existe un recorrido tan econémico, no es
necesario explorar los descendientes de D y, por tanto, se poda. Ahora, se retrocede
hasta 4 y se considera su segundo hijo, C.

En el nivel del nodo C, sélo se ha considerado la arista (g, b). Los nodos J y K
se introducen como hijos de C.J corresponde a aquellos recorridos que tienen a
(a, c), pero no a (a, b), y su cota inferior es 18.5. K corresponde a los recorridos que
no contienen (g, b) ni (g, ¢), y se infiere que esos recorridos tienen a (g, d) y (g, e).
La cota inferior de K es 21 y se puede podar de inmediato, dado que ya se conoce
un recorrido de menor costo.

A continuacidn se consideran los hijos en J, L y M,, y se poda M porque su cota
inferior excede del costo del mejor recorrido actual. Los hijos de L son Ny P, corres-
pondientes a recorridos que tienen (b, ¢), y que excluyen a (b, ¢). Considerando el
grado de los nodos b y ¢, y recordando que las aristas seleccionadas no pueden for-
mar un ciclo con menos de cinco ciudades, se infiere que los nodos N y P represen-
tan recorridos individuales. Uno de esos, (q, ¢, b, ¢, d, a), tiene menor costo que cual-
quier otro, 19. Ya se ha explorado o podado todo el 4rbol y, por tanto, se ha termina-
do. O

10.5 Algoritmos de busqueda local

Algunas veces, la siguiente estrategia producird una solucién optimal para un
problema.

1. Empezar con una solucién aleatoria.

2. Aplicar a la solucién actual una transformacién de un conjunto dado de trans-
formaciones para mejorar la solucién; la mejora es la nueva solucién «actual».

3. Repetir hasta que ninguna transformacién del conjunto pueda mejorar la solu-
cién actual.

La solucién resultante puede ser optimal o no. En principio, si «el conjunto de
transformaciones dado» incluye todas las que toman una solucién y la reemplazan
por otra, entonces no se parara hasta alcanzar la solucién optimal. Pero, en ese caso,
el tiempo para aplicar (2) es el mismo que el necesario para examinar todas las so-
luciones, y todo el enfogue no tiene mucho sentido.
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Fig. 10.22. Arbol de busqueda para la solucién del PAV.

El método tiene sentido cuando se puede restringir el conjunto de transforma-
ciones a un conjunto pequeiio, de modo que en poco tiempo se puedan considerar
todas las transformaciones posibles; tal vez deben permitirse las ((n?) u O(n’) trans-
formaciones cuando el problema es de «tamaiio» n. Si el conjunto de transforma-
ciones es pequefio, es natural considerar las soluciones, que pueden ser transforma-
das entre si en un paso como «cercanas». Las transformaciones se llaman «transfor-
maciones locales», y el método se conoce como busqueda local.

Ejemplo 10.11. Un problema que se puede resolver con exactitud mediante bus-
queda local es el de los drboles abarcadores minimales. Las transformaciones loca-
les son aquellas en las que se toma alguna arista que no se encuentra en el drbol
abarcador actual, se agrega al drbol, que debe producir un ciclo tnico, y después eli-
minar exactamente una arista del ciclo (probablemente la de costo mayor) para for-
mar un drbol nuevo.

Por ejemplo, considérese el grafo de la figura 10.21. Se empieza con el 4rbol mos-
trado en la figura 10.23(a). Una transformacién que se puede realizar es agregar la
arista (d, e) y quitar otra del ciclo formado, el cual es (e, g, ¢, d, e). Si se elimina la
arista (g, e), se reduce el costo del drbol de 20 a 19. Esa transformacién puede ha-
cerse dejando el 4rbol de la figura 10.23(b), al cual se intenta aplicar de nuevo una
transformacién de mejora, como insertar la arista (g, d) y eliminar la (¢, ) del ciclo
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formado. El resultado se muestra en la figura 10.23(c). Después es posible introdu-
cir (a, b) y eliminar (b, ¢), como en la figura 10.23(d), y mds tarde introducir (b, €)
en favor de (d, e). El arbol resultante de la figura 10.23(e) es minimal. Se puede com-
probar si cada arista ausente en ese drbol tiene costo mayor que cualquier otra aris-
ta dentro del ciclo que forma. Asi, ninguna transformacién es aplicable a la figura
10.23(c). O

El tiempo requerido por el algoritmo del ejemplo 10.11 en un grafo de n nodos
y a aristas depende del nimero de veces que se necesite mejorar la solucién. La
sola prueba de que ninguna transformacién es aplicable puede llevar un tiempo
O{na), ya que deben probarse a aristas, y cada una puede formar un ciclo de longi-
tud cercana a n. Asi, el algoritmo no es tan bueno como los algoritmos de Prim o
de Kruskal, pero sirve como ejemplo de que puede obtenerse una solucién optimal
por biisquedas locales.

Algoritmos de aproximacién por busqueda local

Los algoritmos de bisqueda local han tenido gran efectividad como métodos heu-
risticos para la solucién de problemas cuyas soluciones exactas requieren tiempo ex-
ponencial. Un método comun de busqueda es empezar con un nimero de solucio-
nes aleatorias y aplicar las transformaciones locales a cada una, hasta alcanzar una
solucién localmente optimal, que ninguna transformacién pueda mejorar. Con fre-
cuencia se alcanzardn diferentes soluciones localmente optimales, a partir de la ma-
yor parte o de todas las soluciones iniciales aleatorias, como se sugiere en la figura

Fig. 10.23. Busqueda local para un arbol abarcador minimal.
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10.24, Si se tiene suerte, una de ellas serd globalmente optimal, esto es, tan buena
como cualquier otra solucidn. r

En la préctica, tal vez no se pueda encontrar una solucién globalmente optimal
como la que se sugiere en la figura 10.24, ya que el mimero de soluciones localmen-
te optimales puede ser enorme. Sin embargo, es posible escoger por lo menos aque-
Ila solucién localmente optimal que tenga el menor costo entre todas las que se en-
contraron. Como el mimero de clases de transformaciones locales utilizadas para re-
solver varios problemas es muy grande, se cerrard la seccién con dos ejemplos: el
PAV y un problema simple de «colocacién de paguetes».

Problema del agente viajero

El PAYV es uno de los problemas en que las técnicas de busqueda local han sido muy
satisfactorias. La transformacién mds simple que se ha usado se conoce como «op-
cién doble». Consiste en tomar dos aristas cualesquiera, tales como (4, B) y (C, D)
de la figura 10.25, quitdndolas y reconectando sus extremos para formar un recorri-
do nuevo. En esta figura, el recorrido nuevo va desde B hasta C en el sentido de las
manecillas del reloj, después sigue por la arista (C, 4), desde A hasta D en sentido
contrario al de las manecillas del reloj y finalmente por la arista (D, B). Si la suma
de las longitudes de (4, C) y (B, D) es menor que la suma de las longitudes de (4, B)
y (C, D), se tendrd un recorrido mejorado 1. Obsérvese que no se pueden conectar

Soluciones iniciales

Py .

Localmente optimal i
optimal Globalmente optimal

optimal
Fig. 10.24. Busqueda local en el espacio de soluciones.

1 No hay que dejarse engaiiar por ¢l dibujo de la figura 10.25. Es cierto que si las longitudes de las
aristas son distancias en el plano, las aristas con puntos deben ser mayores que las que reemplazan. De
hecho, las opciones dobles en el plano mejoran el costo exactamente cuando las aristas eliminadas, (4, B)
y (C, D), se cruzan, mientras que las reemplazadas no lo hacen. Sin embargo, no existe motivo alguno para
suponer que las distancias de la figura 10.25 sean distancias en un plano, o si lo son, puede suceder que
se hayan cruzado (4, B) y (C. D) y no {4, ©) y (B. D).
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A con Dy B con C, pues, el resultado no seria un recorrido, sino dos ciclos disjun-
tos. Para encontrar un recorrido localmente optimal, se comienza con un recorrido
aleatorio, y se consideran todos los pares de aristas no adyacentes, como (4, B) y
(C, D) de la figura 10.25. Si el recorrido puede mejorarse reemplazando esas aristas
por (4, C) y (B, D), se hace asi, y se prosigue considerando los pares de aristas que
no se consideraron anteriormente. Obsérvese que las aristas introducidas (4, C) y
(B, D) deben emparejarse cada una con todas las demds del recorrido, ya que pue-
den resultar mejoras adicionales. '

Ejemplo 10.12. Reconsidérese la figura 10.21, para comenzar con el recorrido de la
figura 10.26(a). Se reemplazan (a, €) y (¢, d), cuyo costo total es 12, por (g, d) y (c, €),
con un costo total de 1, como se muestra en la figura 10.26(b). Después se sustitu-
yen (a, b) y (c, e) por (a, ¢) y (b, e), dando el recorrido optimal mostrado en la figura
10.26(c). Se puede comprobar que no haya ningin par de aristas que se pueda eli-
minar de esta figura y ser reemplazado con ventaja por aristas cruzadas con los mis-
mos extremos. Como un caso adicional, (b, ¢) y (d, e) juntas tienen el costo relati-
vamente alto de 10. Pero (c, €) y (b, €) son peores, al costar juntas 14. O

A B

D (4

Fig. 10.25. Opcion doble.

Fig. 10.26. Optimacion de un caso del PAV con opcién doble.
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Se puede generalizar la opcién doble a opcidn k para alguna k constante, donde
se eliminan hasta k aristas y se reconectan los segmentos restantes en cualquier or-
den hasta producir un recorrido. Obsérvese que no se requiere que las aristas supri-
midas no sean adyacentes en general, si bien para ¢l caso de la opcién doble no te-
nia sentido considerar la supresién de dos aristas adyacentes. Obsérvese también
que para k > 2, existe mas de una forma de conectar los segmentos. Por ejemplo,
la figura 10.27 muestra el proceso general de opcidn triple utilizando cualquiera de
los ocho conjuntos de aristas siguientes.

(4, F), (D, E), (B, C) (como fue el recorrido)
(4, F), (C, E), (D, B) (una opcién doble)
(A4, E), (F, D), (B, C) (otra opcién doble)
(4, E), (F, C), (B, D) (una opcién triple real)
(4, D), (C, E), (B, F) (otra opcién triple real)
(4, D), (C, F), (B, E) (otra opci6n triple real)
(4, C), (D, E), (B, F) (una opci6n doble)
(4, O), (D, F), (B, E) (una opci6n triple)

"

ol B -6 S b o o

-

E D
Fig. 10.27. Segmentos de un recorrido después de la supresion de tres aristas.

Es facil verificar que, para una k fija, el nimero de diferentes transformaciones
con opcién k que se necesita considerar, si existen n vértices, es O(n*). Por ejemplo,
el numero exacto es n(n—3) /2 para k = 2. Sin embargo, el tiempo requerido para ob-
tener un recorrido localmente optimal puede ser mucho mayor que esto, ya que se
pudieron haber realizado muchas transformaciones locales antes de alcanzar un re-
corrido localmente éptimo, y cada transformacién de mejora introduce aristas nue-
vas que pueden participar en transformaciones posteriores que mejoran aun mds el
recorrido fijado. Lin y Kernighan [1973] han encontrado que la opcién de profun-
didad variable es un método muy poderoso en la préctica, y tiene una buena opor-
tunidad de obtener el recorrido éptimo en problemas de ciudades entre 40 y 100.

Colocacion de paquetes

El problema de la colocacién unidimensional de paquetes puede plantearse como si-
gue. Se tiene un grafo no dirigido, cuyos vértices se denominan «paquetes». Las aris-
tas estdn etiquetadas por sus «pesos», y el peso wa, b) de la arista (a, b) es el mi-
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mero de hilos existente entre los paquetes a y b, El problema es ordenar los vértices
P Py - P, de manera que la suma de |7 -jl w(p, p)) en todos los pares i y j se
minimice. Esto es, se desea minimizar la suma de las longitudes de los hilos nece-
sarios para conectar todos los paquetes con el nimero requerido de hilos.

Al problema de la colocacién de paquetes se le han dado muchas aplicaciones.
Por ejemplo, los «paquetes» pueden ser tarjetas logicas en un fichero, y el peso de
una interconexion entre tarjetas es el numero de hilos que las conectan. Un proble-
ma similar surge con el disefio de circuitos integrados a partir de disposiciones de
modulos estdndar e interconexiones entre ellos. Una generalizacion del problema de
la colocacién unidimensional de paquetes permite la colocacién de los «paquetesy»,
que tienen alto y ancho, en una regioén bidimensional, al tiempo que se minimiza la
suma de las longitudes de los hilos entre los paquetes. Este problema también es apli-
cable en el disefio de circuitos integrados, entre otras dreas.

Hay ciertas transformaciones locales que se podrian utilizar para encontrar los
optimos locales para diversos casos del problema de la colocacién unidimensional
de paquetes. He aqui algunas:

1. Intercambiar los paquetes adyacentes p; y p,,, si el orden resultante es de costo
menor. Sea L(j) la suma de pesos de las aristas que se extienden hacia la izquier-

da de p,, esto es, Z wip,, p;). Igualmente, sea R(j) Z w (P, p;). Se obtienen me-

joras st L(f) - R(a) + R(i+1) = L(i+1) + 2w(p;, p;.,) es neganva. Seria ttil verificar
esta formula calculando los costos antes y después del intercambio y tomar la
diferencia.

2. Tomar un paquete p; e insertarlo entre p, y p,,, para algunas I y j.

3. Intercambiar dos paquetes cualesquiera p; y p;.

Ejemplo 10.13. Supdngase que se tiene el grafo de la figura 10.21 para representar
un caso de la colocacién de paquetes. Se considerard sélo conjunto de transforma-
ciones simples (1). Una colocacidn inicial, a, b, ¢, d, e, se muestra en la figura
10.28(a); tiene un costo de 97. Obsérvese que la funcién de costo pesa las aristas por
su distancia, de modo que (a, €) contribuye 4 x 7= 28 al costo de 97. Considérese
el intercambio de d y e. Se tiene que L(d) = 13, R(d) =6, L(e) =24, y R(e) = 0. Asl,
L(d) - R(d) + R(e) — L(¢e) + 2w(d, e) = -5, y se puede intercambiar d y e para mejo-
rar la colocacion a (a, b, ¢, e, d), con un costo de 92, como se muestra en la figura
10.28(b).

En la figura 10.28(b), se intercambian ¢ y e con cierta ventaja, produciendo la
figura 10.28(c), cuya colocacion (a, b, e, ¢, d) tiene un costo 91. La figura 10.28(c)
es localmente optimal para el conjunto de transformaciones (1). No es globalmente
optimal; (a, ¢, e, d, b) tiene un costo de 84. O

Como en el PAV, es dificil estimar exactamente el tiempo que lleva alcanzar un
6ptimo local. Sélo se observa que para el conjunto de transformaciones (1), hay sélo
n—1 transformaciones a considerar. Mds aun, si se calculan L(f) y R({) una vez, tan
sélo es necesario cambiarlas cuando p, se intercambia con p,_, 0 p,,. Ademds, cal-
cular de nuevo es facil. Si p; y p,., se intercambian, por ejemplo, los nuevos L(i) y
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a——b——c—e a——b——e——c—d
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Fig. 10.28. Optimaciones locales.

R()) son, respectivamente, L(i+1) — w(p, p,,,) ¥ R(i+1) + w(p;, p..;). Asi, un tiempo
O(n) es suficiente para probar una transformacion de mejora y calcular de nuevo los
L({) y R(i). También se requiere un tiempo O(n) para asignar valores iniciales a L(i)
y R(1), si se emplea la recurrencia

L(1)=0
L(i) = L(i-1) + w(p,_;, p;)

y una recurrencia similar para R.

En comparacién, los conjuntos de transformaciones (2) y (3) tienen, cada uno,
O(n?) miembros. Por tanto, llevard un tiempo O(n?) tan sélo confirmar que se tiene
una solucién localmente optimal. Sin embargo, como sucedié con el conjunto (1),
no es posible acotar con exactitud el tiempo total requerido al efectuar una secuen-
cia de mejoras, ya que cada mejora puede crear oportunidades adicionales de
perfeccionamiento.

Ejercicios

10.1 ;Cuéntos movimientos realizan los algoritmos para desplazar n discos en
el problema de las torres de Hanoi?

*10.2 Pruébese que el algoritmo recursivo (dividir para vencer) de las torres de
Hanoi y el algoritmo simple no recursivo descrito al principio de la seccidén
10.1 efectian los mismos pasos.

10.3 Muéstrense las acciones del algoritmo de la multiplicacién de enteros de di-
vidir para vencer de la figura 10.3 al multiplicar 1011 por 1101.

*10.4 Generalicese la programacién del torneo de tenis de la seccién 10.1 para tor-
neos en los que el nimero de jugadores no sea una potencia de dos. Suge-
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rencia. Si el nimero de jugadores n es impar, un jugador debe quedar sin
jugar algun dia, y el torneo necesitard n dias para terminar, en vezde n— 1.
No obstante, si hay dos grupos con un niimero impar de jugadores, los que
obtienen el dia sin jugar de cada grupo pueden jugar entre si.

El niimero de combinaciones de m objetos de n, denotado por ( :1)' para
n=1y0 = m= n, se puede definir recursivamente por

(;)-lsim-l)om-n

n n—1 -1, .

i Lt g )+(m_1)5i0<m <n

a) Proporciénese una funcién recursiva para calcular (:').

b) ;Cudl es el tiempo de ejecucién en el peor caso, como una funcién de
n?

c) Obténgase un algoritmo de programacioén dindmica para calcular (").
Sugerencia. El algoritmo construye una tabla conocida como Lriéngm
de Pascal.

d) ;Cudl es el tiempo de ejecucién de la respuesta a ¢) como una funcién
de n?

Otra forma de calcular el nimero de combinaciones de m objetos de n es
mediante (n) (n— 1) (n-2) ... (n - m+ 1)/(1) (2) ... (m).

a) ;Cudl es el tiempo de ejecucion en el peor caso de este algoritmo como
una funcién de n?
*b) (Es posible calcular la funcién de las «apuestas de la Serie Mundial
de Béisbol» F(i, j) de la seccién 10.2 de una forma similar? ;Con qué
rapidez puede realizarse este cdlculo?

a) Escribase otra vez el cdlculo de las apuestas de la figura 10.7 para tener
en cuenta el hecho de que el primer equipo tiene una probabilidad p
de ganar cualquier partido dado.

b) Silos Dodgers han ganado un partido, y los Yankees, dos, pero los Dod-
gers tienen una probabilidad 0.6 de ganar cualquier juego, ;quién es el
ganador mds probable de la Serie Mundial?

El cdlculo de las apuestas de la figura 10.7 requiere un espacio O(n?). Rees-
cribase el algoritmo para usar sélo un espacio O(n).

Pruébese que de la ecuacién (10.4) resultan exactamente (i:.'f ) lamadas a
P.

Encuéntrese una triangulacién minimal para un octdgono regular, supo-
niendo que las distancias son euclidianas.

El problema de divisién en pdrrafos, en una forma muy simple, puede for-
mularse como sigue: se da una secuencia de palabras p,, ps,..., p; de lon-
gitudes /,, I, ..., I, que se desea agrupar en lineas de longitud L. Las pala-
bras estdn separadas por espacios cuya amplitud ideal es b, pero los espa-
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10.12

**10.13

10.14

10.15

10.16

10.17

cios pueden reducirse o ampliarse si es necesario (pero sin solapamiento de
palabras), de tal forma que una linea p, p,,, ... p; tenga exactamente lon-
gitud L. Sin embargo, la multa por reduccién o ampliacién es la magnitud
de la cantidad total que los espacios se comprimen 0 amplian. Esto es, el
costo de fijar la linea p; p,,, ... p; es (j - i) 1b°-b|, donde b’, el ancho real
de los espacios, es (L — [, -I;, | —...~ ;) / (j - i). No obstante, si j = k (la dl-
tima linea), el costo es cero, a menos que b’ < b, ya que no es necesario am-
pliar la ultima linea. Plantéese un algoritmo de programacién dindmica
para encontrar la separacién de menor costo de p,, p,, ..., p; en lineas de
longitud L. Sugerencia: Parai = k, k- 1, ..., 1, calciilese el menor costo de
fijar p, Dy -os Pic

Supdngase que se dan n elementos x,, X, ..., X, relacionados por un orden
lineal x, <x, <...<x,, ¥ que se desea disponer los m elementos dentro de
un drbol binario de biisqueda. Supdngase que p, es la probabilidad que se
requiere de que una solicitud para encontrar un elemento se refiera a x;. En-
tonces, para cualquier drbol binario de busqueda, el costo promedio de una

n
bisqueda es Z p{d,+ 1), donde d, es la profundidad del nodo que con-
=1

tiene a x;. Dados los p; y en el supuesto de que los x, nunca cambian, es
posible encontrar un 4rbol binario de bisqueda que reduzca el costo. Dése
un algoritmo de programacién dindmica para hacerlo. ;Cudl es el tiempo
de ejecucion de ese algoritmo? Sugerencia: Calcilese para todas las { y j
el costo de busqueda optimal entre todos los drboles que contienen sélo
Xp Xiy1s s Xi4j-1» €510 €5, los j elementos comenzando desde x;.

¢(Para qué valores de monedas produce una solucién optimal el algoritmo
4vido que calcula cambios de la seccién 10.3?

a) Escribase el algoritmo de triangulacién recursivo analizado en la sec-
cién 10.2.

b) Muéstrese que el algoritmo recursivo produce exactamente 3 llama-
das a problemas no triviales cuando se inicia en un problema de tamafio
s=4.

Describase un algoritmo dvido para

a) el problema de la colocacién unidimensional de paquetes, y

b) el problema de la separacién en parrafos (Ejercicio 10.11). Proporcid-
nese un ejemplo donde el algoritmo no produzca una respuesta optimal, o
demuéstrese que tal ejemplo no existe.

Plantéese una versién no recursiva del algoritmo del drbol de bisqueda de
la figura 10.17.

Considérese un drbol de juego en el cual hay seis fichas y los jugadores | y
2 se turnan de una a tres fichas. El jugador que tome la ultima ficha pierde
el juego.
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a) Dibijese el 4rbol de juego completo.

b) Si el drbol de juego completo se explorara mediante la técnica de poda
alfa-beta y se analizaran primero los nodos que representan las confi-
guraciones con el menor nimero de fichas, ;qué nodos se podarian?

¢) ¢Quién resulta vencedor si ambos jugadores hacen sus mejores jugadas?

*10.18 Desarrdllese un algoritmo de ramificacién y acotamiento para el PAV, ba-
sado en la idea de comenzar un recorrido en el vértice 1 y de que en cada
nivel la ramificacién se basa en el nodo que sigue en el recorrido (en vez
de en la eleccién de una arista en particular, como en la Fig. 10.22). ;Qué
estimacion es correcta para la cota inferior de las configuraciones, que son
listas de vértices 1, v, v,, ... que empiezan un recorrido? ;Cémo se com-
porta el algoritmo en la figura 10.21, suponiendo que a es el vértice 1?7

*10.19 Un posible algoritmo de bisqueda local para el problema de la separacion
en parrafos es permitir transformaciones locales que pasen la primera pa-
labra de una linea a la linea anterior o la ltima palabra de una linea a la
linea siguiente. ;Este algoritmo serd localmente optimal, en el sentido de
que toda solucién localmente optimal es una solucién globalmente optimal?

10.20 Si las transformaciones locales sélo consisten en opciones dobles, ;hay al-
gin recorrido localmente optimal en la figura 10.21 que no sea globalmen-
te optimal?
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Estructuras de datos
y algoritmos para
almacenamiento externo

Este capitulo comienza considerando las diferencias en las formas de acceso entre
la memoria principal y los dispositivos de almacenamiento externo como los discos.
Después se presentan varios algoritmos para clasificacién de archivos de datos al-
macenados en forma externa. Se concluye el capitulo con un andlisis de estructuras
de datos y algoritmos, como los archivos indizados y los arboles B, que son muy ade-
cuados para ¢l almacenamiento y recuperacién de informacién en dispositivos de al-
macenamiento secundario.

11.1 Un modelo para computos con aimacenamiento externo

En los algoritmos estudiados en capitulos anteriores, se ha supuesto que la cantidad
de datos de entrada es lo bastante pequefia como para que quepan en la memoria
al mismo tiempo. Pero, jqué sucede si se desea clasificar a todos los empleados de
gobierno de acuerdo con su antigiiedad, o almacenar toda la informacién de los im-
puestos de la nacién? En problemas como éstos, la cantidad de datos por procesar
supera la capacidad de la memoria principal. La mayor parte de los grandes siste-
mas de computo tienen dispositivos de almacenamiento externo conectados en li-
nea, como discos o dispositivos de almacenamiento masivo, en los cuales se pueden
almacenar cantidades muy grandes de datos. Sin embargo, esos dispositivos tienen
caracteristicas de acceso que difieren mucho de las de la memoria principal. Se han
desarrollado diversas estructuras de datos y algoritmos para utilizar con més eficien-
cia esos dispositivos. Este capitulo comprende las estructuras de datos y algoritmos
para clasificar y recuperar la informacién almacenada en memoria secundaria.

El lenguaje Pascal, y algunos otros, tienen el tipo de datos archivo, destinado a
representar datos almacenados en memoria secundaria. Aunque el lenguaje utiliza-
do no tenga este tipo de datos, es indudable que el sistema operativo debe manejar
la nocién de archivos en memoria secundaria. Tanto si se habla de los archivos de
Pascal como de los manipulados directamente por el sistema operativo, se encuen-
tran limitaciones a la forma en que puede accederse a los archivos. El sistema ope-
rativo divide la memoria secundaria en blogues de igual tamafio. El tamafio de los
bloques varia entre los distintos sistemas operativos, pero de 512 a 4096 bytes es lo
tipico.

Se considera un archivo como si estuviera almacenado en una lista enlazada de
bloques, aunque lo mds comin es que el sistema operativo utilice una disposicién
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tipo drbol, donde los bloques que contienen el archivo son hojas, y cada uno de los
nodos interiores apunta a varios blogues del archivo. Si, por ejemplo, cuatro bytes
son suficientes para contener la direccién de un bloque y los bloques tienen 4096
bytes de longitud, entonces un bloque raiz puede tener apuntadores hasta para 1024
blogues. Asi, los archivos de hasta 1024 bloques, es decir, cerca de cuatro millones
de bytes, pueden representarse con un blogue raiz y los bloques que contienen el ar-
chivo. Los archivos de hasta 22° bloques, o 22 bytes, pueden representarse con un
bloque raiz que apunte a 1024 blogues en un nivel intermedio, cada uno de los cua-
les apunta a 1024 bloques_hoja que contienen una parte del archivo, y asi sucesiva-
mente.

La operaci6n bdsica en archivos consiste en llevar un solo bloque a un buffer (al-
macenamiento temporal) de la memoria principal; un buffer no es mas que un drea
reservada de memoria principal cuyo tamaiio es idéntico al de un bloque. Un siste-
ma operativo tipico facilita la lectura de los blogues de acuerdo con el orden en que
aparecen en la lista de bloques que conforman el archivo. Esto es, al principio se lee
el primer bloque y se guarda en el buffer de ese archivo, después se reemplaza por
el segundo, que queda escrito dentro del mismo buffer, y asi sucesivamente.

Ahora se puede ver la razén de las reglas para la lectura de archivos en Pascal.
Cada archivo estd almacenado en una secuencia de blogues, con un nimero entero
de registros en cada blogue. (Se puede desperdiciar espacio, puesto que se evita di-
vidir un registro entre blogues.) El cursor de lectura siempre apunta a uno de los re-
gistros del blogque que se encuentra en el buffer en ese instante. Cuando ese cursor
se deba mover a un registro que no esté en el buffer, es el momento de leer el si-
guiente bloque del archivo.

Igualmente, se puede considerar el proceso de escritura de archivos de Pascal
como la creacién de un archivo en un buffer. Cuando se «escriben» los registros en
archivo, se colocan en el buffer de ese archivo, en la posicién inmediatd siguiente a
los registros colocados previamente. Cuando el buffer no puede contener otro regis-
tro completo, se copia el buffer en un bloque disponible de memoria secundaria y
ese bloque se agrega al final de la lista de bloques del archivo. Se considera ahora
que el buffer estd vacio, y que se pueden escribir mds registros en €l

Costo de las operaciones con almacenamiento secundario

Dada la naturaleza de los dispositivos de almacenamiento secundario, como los dis-
cos, el tiempo para encontrar un bloque y leerlo a la memoria principal es muy gran-
de, comparado con el tiempo que lleva procesar el dato. Por ejemplo, supdngase que
se tiene un bloque de 1000 enteros dentro de un disco que gira a 1000 rpm. El tiem-
po que lleva colocar la cabeza sobre la pista que contenga este bloque (tiempo de buis-
queda), més el tiempo consumido en esperar que el blogque quede bajo la cabeza
(tiempo de latencia), puede ser de 100 milisegundos en promedio. El proceso de es-
critura de un bloque en un lugar particular dentro del almacenamiento secundario
lleva una cantidad similar de tiempo. Sin embargo, la mdquina puede efectuar
100 000 instrucciones en esos 100 milisegundos. Este tiempo es més que suficiente
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para hacer un procesamiento simple a los mil enteros una vez que estdn en la me-
moria principal, como la suma de ellos o la ubicacidon del mdximo; incluso puede
ser suficiente para clasificacion rdpida de los enteros.

Cuando se evalia el tiempo de ejecucion de los algoritmos que operan sobre da-
tos almacenados en forma de archivos, es de primordial importancia considerar el
numero de veces que se lee un bloque a la memoria principal o se escribe un bloque
en la memoria secundaria; esa operacion se denomina acceso a blogues. Se supone
que el tamafio de los blogues lo fija el sistema operativo, asi que no se puede
hacer que un algoritmo se ejecute con mayor rapidez incrementando el tamario del
bloque, para reducir el nimero de accesos a los bloques. Como consecuencia, lo que
se debe considerar para los algoritmos que emplean almacenamiento externo serd el
nimero de accesos a los bloques. Se inicia el estudio de algoritmos para almacena-
miento externo con la clasificacién externa.

11.2 Clasificacién externa

La clasificacién de datos organizados como archivos o de forma maés general, la cla-
sificacién de datos almacenados en memoria secundaria, se conoce como clasifica-
cién «externa». Este estudio de clasificacién externa parte del supuesto de que los
datos estdn almacenados en un archivo de Pascal. Se presenta la forma en que un
algoritmo de «clasificacién por intercalacién» puede ordenar un archivo de n regis-
tros en sélo O(logn) pasadas por el archivo; esta cifra es mucho mejor que los O(n)
pasos requeridos por los algoritmos estudiados en el capitulo 8. Después se estudia
cdmo la utilizacién de ciertas caracteristicas del sistema operativo para controlar la
lectura y escritura de bloques en tiempos adecuados puede acelerar la clasificacién
al reducir el tiempo en que el computador estd ocioso, esperando la lectura o escri-
tura de un bloque hacia o desde la memoria principal.

Clasificacion por intercalacion

La idea esencial en la clasificacién por intercalacién es organizar un archivo en frag-
mentos cada vez mds grandes, esto es, secuencias de registros 7,, ..., r;, donde la cla-
ve de r, no es mayor que la clave de r,,, para | <i < k. Se dice que un archivo
Tys -y Ty d€ TgIStros estd organizado en fragmentos de longitud k si para toda i = 0 tal
que ki =< M, Fyg_ gy 1s Trgi- 1)+ 200 T €5 UN fragmento. de longitud k, y ademds si m
no es divisible entre k, y m = pk + g, donde g < k, por lo que la secuencia de regis-
108 Fry_ g4 1s Fm-g+20 - Tmy 1lamada cola, es un fragmento de longitud . Por ejem-
plo, la;secuencia de enteros mostrada en la figura 11.1 estd organizada en fragmen-
tos de longitud 3. Obsérvese que la cola es de longitud menor que 3, pero consta de
registros ordenados, a saber, 5y 12.

[7 15 208 1 13[16 2 3]s 12]

Fig. 11.1. Archivo con fragmentos de longitud tres.
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El paso basico en una clasificacion por intercalacién en archivos es empezar con
dos archivos, como f] v f;. organizados en fragmentos de longitud k. Suponiendo que

1. el nimero de fragmentos, incluyendo las colas, en f] y f. difiere a lo sumo en 1,
2. como maximo uno de f] y f; tiene cola, y
3. el unico con cola tiene por lo menos tantos fragmentos como el otro.

Es un proceso sencillo leer un fragmento de f| y f;, combinar ambos y unir el frag-
mento resultante, de longitud 2%, en alguno de los archivos g, ¥ £, que se han or-
ganizado en fragmentos de longitud 2k. Alternando entre g, y g, se hace que esos
archivos no sélo se organicen en fragmentos de longitud 2k, sino que satisfagan (1),
(2) y (3). Para ver que (2) y (3) se satisfacen, es util observar que la cola entre los
fragmentos de f; y f; queda combinada en (o quiz4 ya estd) el iltimo fragmento creado.

Se empieza por dividir los n registros en dos archivos f| y f;, lo mas uniforme-
mente posible. Cualquier archivo se puede considerar organizado en fragmentos de
longitud 1. Después, se combinan en fragmentos de longitud 1 v se distribuyen en
los archivos g, y g, organizados en fragmentos de longitud 2. Se vacian /| y £, y se
combinan g, y g; en f y f;, ahora estardn organizados en fragmentos de longitud 4.
Después, se combinan f] y f; para crear g, y g, organizados en fragmentos de longi-
tud 8, v asi sucesivamente.

Después de i pasadas de esta naturaleza, se tendrdn dos archivos constituidos
por fragmentos de longitud 2'. Si 2' = n, uno de los dos archivos estard vacio y el
otro tendra un solo fragmento de longitud n, esto es, estaré clasificado. Como 2! = n
cuando i = logn, [logn] pasadas son suficientes. Cada pasada requiere la lectura de
dos archivos y la escritura de otros dos, longitud aproximada »/2. El nimero total
de bloques leidos o escritos en cada paso es aproximadamente 2n/b, donde b es el
nimero, de registros que caben en un bloque. De este modo, el nimero de bloques
leidos y escritos por el proceso de clasificacién completo es O((nlogn)/b) o, de otra
forma, la cantidad de lecturas y escrituras es casi la misma que la requerida para ha-
cer (logn) pasadas por los datos almacenados en un solo archivo. Esta cifra supone
una importante mejora de las O(n) pasadas requeridas por muchos de los algorit-
mos de clasificacién tratados en el capitulo 8.

La figura 11.2 muestra el proceso de combinacién en Pascal. Se leen dos archi-
vos organizados en fragmentos de longitud k y se escriben dos archivos organizados
en fragmentos de longitud 2k. Como ejercicio, se deja la especificacion de un algo-
ritmo que siga las ideas anteriores y que utilice el procedimiento combina de la fi-
gura 11.2 logn veces para clasificar un archivo de n registros.

procedure combina ( k: integer; { longitud del fragmento de entrada |
N, 12, gl, g2: file of tipo_registro );
var
conmuta_salida: boolean; { indica si la escritura es en gl (verdadero) o en
g2 (falso) |
ganador. integer; | elige ¢l archivo con la menor clave del registro actual |
usado: array [1..2] of integer; | usadolj] indica cuéntos registros se han
leido hasta ahora en el fragmento actual del archivo £}
fin: array [1..2] of boolean; | fin[j] es verdadero si ha terminado el
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fragmento de f; — se han leido k registros o se ha alcanzado el fin del
archivo de f;}
actual: array [1..2] of tipo_registro; | los registros actuales de ambos
archivos
procedure toma_registro ( i: integer ); { avanza el archivo f, pero no mds alld
del final del archivo o del fragmento. Fija fin[7] si se encuentra el fin del
archivo o del fragmento |
begin
usadofi] := usado[i] + 1;
if (usadoli] = k) or
(i =1) and eof{f1) or
(i = 2) and eof(f2) then fin[i] := true
else if i = | then read(f1, actuaf{1])
else read(f2, actual2])
end; | toma_registro

begin { combina }
conmuta_salida := true; | los primeros fragmentos intercalados van hacia gl |
rewrite(gl); rewrite(g2),
reset(f1); reset(f2);
while not eof(/1) or not eaff2) do begin { intercala dos archivos |
| asigna valor inicial }
usado[1] = 0; usado[2] := 0;
fin[1] := false; fin[2] := false;
toma_registro(1); toma_registro(2),
while not fin[1] or not fin[2] do begin | intercala dos fragmentos |
{ elige ganador |
if fin[1] then ganador = 2
{ /2 gana por “omisién™; el fragmento de A se termind }
else if fin[2] then ganador = |
{1 gana por omisién |
else | ningiin fragmento se ha terminado }
if actual[1).clave < actuall2].clave then ganador := 1
else ganador = 2;
{ escribe el registro del ganador }
if conmuta_salida then write(gl, actual{ganador])
else write(g2, actuallganadorl);
{ avanza el archivo ganador }
toma_registro{ganador)
end;
{ se ha terminado la intercalacién de dos fragmentos; se conmuta el
archivo de salida y se repite }
conmuta_salida := not conmuta_salida
end
end; | combina |

Fig. 11.2. Procedimiento combina.
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Obsérvese que el procedimiento combina de la figura 11.2 nunca requiere un frag-
mento completo en memoria; lee y escribe un registro de cada vez. No se desea al-
macenar los fragmentos completos que se encuentran en memoria principal que obli-
guen a tener dos archivos de entrada. En otro caso, se podrian leer dos fragmentos
al mismo tiempo desde un solo archivo.

Ejemplo 11.1. Considérese la lista de 23 nimeros que se muestra dividida en dos
archivos en la figura 11.3(a). Se empieza por combinar fragmentos de longitud 1
para crear los dos archivos de la figura 11.3(b). Por ejemplo, los primeros fragmen-
tos de longitud uno son 28 y 31, y se combinan tomando primero 28 y luego 31. Los
dos fragmentos siguientes de longitud uno, 3 y 5, se combinan para formar uno de
longitud dos, que se coloca en el segundo archivo de la figura 11.3(b). Los fragmen-
tos se separan en la figura 11.3(b) por medio de lineas verticales que no son parte
del archivo. Obsérvese que el segundo archivo de la figura 11.3(b) tiene una cola de
longitud uno, el registro 22, mientras que el primer archivo no tiene cola.

Se pasa, de la figura 11.3(b) a la figura 11.3(c) combinando los fragmentos de lon-
gitud dos. Por ejemplo, los fragmentos 28, 31 y 3, 5, se combinan para formar 3, 5,
28, 31 de la figura 11.3(c). Al alcanzar los fragmentos de longitud 16 de la figura
11.3(e), un archivo tiene un fragmento completo y el otro sélo tiene una cola, de lon-
gitud 7. En la iltima etapa, donde los archivos estdn en apariencia organizados como
fragmentos de longitud 32, sucede que se tiene un archivo formado sélo por una
cola, de longitud 23, y el segundo se encuentra vacio. El fragmento sencillo de lon-
gitud 23 es, por supuesto, la clasificacién que se buscaba. O

Aceleracion de la clasificacion por intercalacion

Por medio de un ejemplo simple se ha mostrado el proceso de la clasificacién por
intercalacién partiendo de fragmentos de longitud 1. Se aprovechard mas el tiempo
si se empieza con un paso que, para una k apropiada, lea grupos de k registros den-
tro de la memoria principal, los ordene, por ejemplo, con clasificacién rdpida, y los
devuelva a la memoria secundaria como un fragmento de longitud k.

Por ejemplo, un millén de registros, necesitarian 20 pasadas por los datos para
hacer la clasificacién empezando con fragmentos de longitud 1. Sin embargo, si se
pueden tener 10 000 registros a la vez en la memoria principal, también se pueden
leer 100 grupos de 10 000 registros en una pasada, clasificar cada grupo, y dejar 100
fragmentos de longitud 10 000 distribuidos uniformemente entre dos archivos. Sie-
te pasadas de intercalacién mds culminardn con un archivo organizado como un frag-
mento de longitud 10 000 x 27 = 1 280 000, lo que es mayor que un millén y signi-
fica que los datos estdn clasificados.

Minimizacién del tiempo transcurrido



352  ESTRUCTURAS DE DATOS Y ALGORITMOS PARA ALMACENAMIENTO EXTERNO

28 3 93 10 54 65 30 9 10 69 8 22
31 5 96 40 8 9 39 13 8 77 10

(a) archivos iniciales

28 31]93 9 |54 85|30 39 8[0’8!0
3 5/10 40| 9 65/13 90l69 77|22

(b) organizados en fragmentos de longitud 2

3 5 28 31 9 54 65 858 10 69 77
10 40 93 06(13 30 39 90(8 10 22

(c) organizados en fragmentos de longitud 4

3 5102831409396|8810l0226977
9 13 30 39 54 65 85 90

(d) organizados en fragmentos de longitud 8

35 9 10 13 28 30 31 39 40 54 65 85 9 93 9
8§ 8 10 10 22 69 77

(e) organizados en fragmentos de longitud 16
35889101010 13 22 28 30 31 39 40 54 65 69 77 85 90 93 96

(f) organizados en fragmentos de longitud 32

Fig. 11.3. Clasificacion por intercalacion de una lista.

chivo que se estd leyendo, tal como sucede durante el proceso de clasificacién por
intercalacién. Sin embargo, el hecho es que el tiempo transcurrido por dicho proceso
es mayor que ¢l tiempo empleado en el cdlculo efectuado con los datos presentes en
la memoria principal. Si se clasifican archivos realmente grandes, donde la opera-
cion lleva horas, el tiempo transcurrido resulta un factor importante, aun si no se
paga, y debe buscarse la forma de que el proceso de la clasificacién por intercala-
cién lleve un tiempo total minimo.

Como se ha mencionado, es comun que el tiempo para leer datos de disco o cin-
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ta sea mayor que el tiempo consumido en hacer célculos simples con esos datos,
como la intercalacién. Por tanto, es de esperar que si s6lo hay un canal dedicado a
la transferencia de datos entre la memoria principal y la memoria auxiliar, este ca-
nal formard un embotellamiento, el canal de datos estard ocupado todo el tiempo,
y ¢l tiempo total transcurrido se igualara con el tiempo utilizado en el movimiento
de los datos. Esto es, todos los cdlculos se efectuardn en cuanto los datos se encuen-
tren disponibles, mientras se leen o escriben datos adicionales.

Aun en este ambiente simple, debe tenerse cuidado para asegurar la terminacién en
una cantidad minima de tiempo. Para ver qué puede fallar, supéngase que se lee,
cada vez un bloque, de dos archivos de entrada f; vy f;, en forma alterna. Los archi-
vos estan organizados en fragmentos de longitud bastante mayor que el tamafio de
un bloque, asi que para intercalar dos fragmentos es necesario leer muchos bloques
de cada archivo. Sin embargo, supongase que todos los registros contenidos en el
fragmento del archivo f| preceden a todos los registros del archivo f;. Entonces, como
se leen bloques en forma alterna, todos los blogues de f; tienen que permanecer en
memona. Es posible que no haya espacio para conservar todos esos bloques en la
memoria principal, y aun si lo hubiera, es necesario, después de leer todos los blo-
ques del fragmento, esperar mientras se copia y escribe toco el fragmento que pro-
viene de f;.

Para evitar esos problemas, se consideran las claves de los ultimos registros de
los ultimos bloques leidos de f| y f;, por ejemplo k, y k,, respectivamente. Si algin
fragmento se agota, es obvio que se lee la siguiente de otro archivo. Sin embargo, si
un fragmento no se agota, se contintia leyendo un bloque de f| si k, < k,, y de f;,
en caso contrario. Esto es, debe determinarse cudl de los dos fragmentos tendré pri-
mero todos sus registros seleccionados en ese momento en la memoria principal, y
se rellenan primero registros de ese fragmento. Si la seleccién de registros se efectiia
mads rapido que la lectura, se sabe que al haber leido el iltimo bloque de los dos frag-
mentos, no puede haber mas que dos bloques lienos de registros sin intercalar; los
registros pueden estar distribuidos en tres blogues, pero no en mads.

Intercalacion miltiple

Si la lectura y escritura entre las memorias principal y secundaria es el «embotella-
miento», puede ahorrarse tiempo si se tiene mas de un canal de datos. Supéngase
que se tienen 2m unidades de disco, cada una con su propio canal de comunicacién.
Se podrian colocar m archivos, f|, f;, ..., f,, €n m de las unidades de disco, organiza-
dos como fragmentos de longitud k. Entonces, se pueden leer m fragmentos, uno de
cada archivo, y combinarlos en un fragmento de longitud mk, el cual se coloca en
alguno de los m archivos de salida, g,, &, ..., & cada uno tomando un fragmento
a la vez.

El proceso de intercalacién en memoria principal puede llevarse a cabo en
Xlogm) pasos por registro si se organizan los m registros candidatos, esto es, los re-
gistros mas pequefios de cada archivo que hasta ese momento no se habian selec-
cionado, en un arbol parcialmente ordenado u otra estructura de datos que maneje
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las operaciones en colas de prioridad INSERTA y SUPRIME_MIN en tiempo loga-
ritmico. Para seleccionar el registro con la clave mas pequeiia de la cola de priori-
dad, se realiza SUPRIME_MIN, y después INSERTA, en la cola de prioridad del
siguiente registro del archivo del ganador, como reemplazo del registro seleccionado.

Si hay n registros, y la longitud de los fragmentos se multiplica por m en cada
paso, después de i pasadas los fragmentos serdn de longitud »7'. Si m' = n, esto es,
después de i=log,n pasadas, la lista completa estard clasificada. Como log,n =
= log,n/log, m, se ahorra en un factor de log,m el mimero de veces que se lee cada re-
gistro. Mads aiin, si m es el nimero de unidades de disco utilizadas para los archivos
de entrada, y m son usadas para la salida, es posible procesar datos m veces tan ra-
pido como si existiera sélo una unidad de disco para la entrada y una para la salida,
0 2m veces tan rdpido como si los archivos de entrada y salida estuvieran almace-
nados en una unidad de disco. Lamentablemente, incrementar m en forma indeii-
nida no acelera el procesamiento en un factor de logm: La razén de esto es que para
una m suficientemente grande, el tiempo requerido por la intercalacién en memoria
principal, que en realidad se incrementa como logm, serd superior al de lectura o es-
critura de datos. En este punto, si hay incrementos posteriores en m, aumentardn el
tiempo transcurrido, ya que el cdlculo en memoria principal se convertird en el em-
botellamiento.

Clasificacion en varias fases

Es posible realizar una clasificacién por intercalacién de m-caminos con sélo m + 1
archivos, como alternativa a la estrategia descrita antes, que emplea 2m archivos.
Se efectia una secuencia de pasadas al intercalar fragmentos de m de los archivos
en otros mds largos en el archivo restante. Es necesario tener en cuenta los siguientes:

1. En una pasada, cuando los fragmentos de cada uno de los m archivos se inter-
calan en fragmentos del (m + 1)~ésimo archivo, no es necesario usar todos los frag-
mentos en cada uno de los m archivos de entrada. Antes bien, cada archivo,
cuando es de salida, se ocupa con fragmentos de cierta longitud. Se usan algu-
nos de esos fragmentos para ayudar a llenar cada uno de los otros m archivos
cuando les llegue el turno de ser archivos de salida.

2. Cada paso produce archivos de longitud diferente. Puesto que cada uno de los
archivos cargados con fragmentos en las m pasadas previas contribuye a los frag-
mentos del paso actual, la longitud en una pasada es la suma de las longitudes
de los fragmentos producidos en las m pasadas previas. (Si se han dado menos
de m pasadas, habrd que considerar todos los anteriores como si produjeran frag-
mentos de longitud 1.)

Este proceso de clasificacidén por intercalacién se conoce como clasificacién en
varias fases (polyphase sorting). El cdlculo exacto de los nimeros de pasadas necesa-
rias como una funcién de m y n (el nimero de registros), y el célculo de la distribu-
cién inicial de los fragmentos en m archivos se dejan como ejercicio. Sin embargo,
aqui se dard un ejemplo para dar idea del caso general.
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Ejemplo 11.2. Si m = 2, se comienza con dos archivos f] y f;, organizados en frag-
mentos de longitud 1. Los registros de f y f; se intercalan para hacer fragmentos de
longitud 2 en un tercer archivo, f;. Sélo se intercalan suficientes fragmentos para va-
ciar f,. Después, se intercalan los restantes de longitud 1 de f; con un nimero igual
de fragmentos de longitud 2 de f;. Los resultantes, de longitud 3, quedardn coloca-
dos en f;. Después, deben intercalarse los de longitud 2 de f; con los de longitud
3 de f,. Esos fragmentos, de longitud 5, se colocan en f;, que quedé vacio en la pa-
sada anterior.

La secuencia de longitudes de los fragmentos 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., es la su-
cesién de Fibonacci. Esta secuencia se genera por medio de la relacién de recurren-
cia Fy= Fi=1,y F;=F,_, + F,_,, para i = 2. Obsérvese que la razén entre los ni-
meros de Fibonacci consecutivos F,,,/F, se acerca a la «razén dorada»
(V3 +1)/2 = 1.618... conforme i crece.

De aqui se deduce que para que el proceso continie hasta que la lista quede cla-
sificada, los nimeros iniciales de registros en f; y f; deben ser dos niimeros conse-
cutivos de Fibonacci. Por ejemplo, la figura 11.4 muestra qué sucede al empezar con
n = 34 registros (34 es el nimero de Fibonacci Fy), distribuidos 13 en f] y 21 en f;.
(13 y 21 son el sexto y el séptimo mimeros de Fibonacci, asi que la razén F,/F, es
muy cercana a 1.618; de hecho, es 1.615.) El estado de un archivo se representa en
la figura 11.4 como a(b), lo cual significa que tiene a fragmentos de longitud b. O

después
de la pasada % f 5
inicial 13(1) 21(1) vacio
vacio  8(1) 13(2)
8(3) vacio  5(2)
3(3) 5(5)  vacio
vacio  2(5) 3(8)
2(13) vacio  1(8)
1(13) 1(21) vacio
vacio vacio 1(34)

Fig. 11.4, Ejemplo de clasificacion en varias fases.

NNV R W -

Un caso en el que la velocidad de entrada/salida
no es un cuello de botelia

Cuando la lectura de archivos es el cuello de botella, el siguiente bloque debe esco-
gerse con sumo cuidado. Como ya se dijo, la situacién a evitar es aquella en la que
se tienen que almacenar varios bloques de un fragmento, debido a que ese fragmen-
to tenia registros con claves grandes, los cuales serdn escogidos después de la mayor
parte o de todos los registros del otro fragmento. El truco para evitar este problema
consiste en determinar con rapidez qué fragmento agotard primero sus registros en
memoria principal, comparando los ultimos de esos registros de cada archivo.
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Cuando el tiempo requerido para leer datos en la memoria principal es compa-
rable o menor que el tiempo requerido para procesar los datos, se vuelve ain mads
critica la seleccion del archivo de entrada desde el cual leer un bloque con cuidado,
va que no hay esperanza de construir una reserva de registros dentro de la memoria
principal en caso de que el proceso de intercalacién empiece repentinamente al to-
mar mas registros de un fragmento que del otro. El «truco» mencionado antes re-
sulta 1til en diversas situaciones, como se vera a continuacion.

Considérese el caso donde la intercalacion es el cuello de botella, y no la lectura
o la escritura, por dos razones.

1. Como se ha visto, al tener disponibles varias unidades de disco o cinta, es po-
sible acelerar la entrada/salida lo suficiente para que el tiempo requerido por la
intercalacién supere al tiempo de entrada o al de salida.

2. Los canales de alta velocidad pueden estar pronto disponibles en el mercado.

Por tanto, se considerard un modelo simple del problema que se puede presentar
cuando la intercalacion €%l cuello de botella en una clasificacion realizada con da-
tos almacenados en la memoria secundaria. Especificamente, se supone que

a) Se intercalan fragmentos mucho mds grandes que los blogues.

b) Hay dos archivos de entrada y dos de salida. Los archivos de entrada estdn al-
macenados en un disco (o algun otro dispositivo conectado a la memoria prin-
cipal a través de un solo canal) y los archivos de salida estdn en otra unidad si-
milar con un solo canal.

¢) Los tiempos para

I) leer un blogue
II) escribir un blogue, y
III) seleccionar suficientes registros con las claves més pequefias enire los dos
fragmentos que se encuentran en ese momento en memoria principal, para
llenar un bloque.

son todos iguales.

En dichos supuestos, se considera una clase de estrategias de intercalacién don-
de varios buffers de entrada (espacios para contener un blogue) se ubican en la me-
moria principal. En todo momento, alguno de esos buffers contendrd los registros
no seleccionados de los dos fragmentos de entrada, y uno de ellos estard en el pro-
ceso de ser leido de uno de los archivos de entrada. Los otros dos contendrén la sa-
lida, es decir, los registros seleccionados en el orden de intercalacién adecuado. En
todo momento, uno de esos buffers se encontrard en el proceso de escritura en al-
guno de los archivos de salida y el otro se estard llenando con registros selecciona-
dos de los buffers de entrada.

Una transferencia consiste en hacer lo siguiente (quizé todo al mismo tiempo):

1. la lectura de un bloque de entrada en un buffer de entrada.

2. el llenado de uno de los buffers de salida con los registros seleccionados, es de-
cir, los registros con las claves mds pequeiias, entre todos los que se tengan en
ese momento en el buffer de entrada.
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3. la escritura del otro buffer de salida en uno de los dos archivos de salida que se
esté generando.

Por las suposiciones, (1), (2) y (3) requieren el mismo tiempo. Para obtener el maxi-
mo de eficiencia, se deben efectuar en paralelo. Se puede hacer esto, a menos que
(2), la seleccién de registros con las claves mds pequeiias, incluya algunos de los re-
gistros que se estdn leyendo en ese momento T. Asi, se debe buscar una estrategia
para seleccionar los buffers que se van a leer, de modo que al principio de cada trans-
ferencia los b registros no seleccionados con las claves menores ya se encuentren lis-
tos en los buffers de entrada, donde & es el nimero de registros que llenan un bloque
o buffer,

Las condiciones en las cuales la intercalacién puede efectuarse en paralelo con
la lectura son simples. Sean k, y k, las claves mds grandes de todos los registros no
seleccionados en memoria principal del primero y segundo fragmentos, respectiva-
mente. Entonces, en la memoria principal deben encontrarse por lo menos b regis-
tros no seleccionados cuyas claves no excedan de min(k,, k;). En primer lugar se
mostrard cdmo hacer la intercalacién con seis buffers, tres para cada archivo, y des-
pués se mostrara que es suficiente con cuatro buffers si se reparten entre los dos ar-
chivos.

Esquema de sels buffers de entrada

Este primer esquema se representa en el dibujo de la figura 11.5. Los dos buffers de
salida no se muestran; existen tres buffers para cada archivo; cada uno tiene capa-
cidad para b registros. El 4drea sombreada representa los registros disponibles, y las
claves estdn en orden ascendente en el sentido de las manecillas del reloj. Siempre,
el nimero total de registros no seleccionados es 4b (a menos que el nimero de re-
gistros que permanecen en los fragmentos que se encuentran intercalando sea me-
nor). Inicialmente, se leen los dos primeros bloques de cada fragmento en los buf-
fers 1. Como siempre hay 4b registros disponibles, y a lo sumo 3b pueden proceder
de un archivo, se sabe que hay por 10 menos b registros que vienen de cada archivo.
Si k; y k; son las claves mds grandes disponibles de los dos fragmentos, debe haber
b registros con las claves iguales o menores que k; y b registros con las claves me-
nores o iguales que k,. Asi, hay b registros con claves iguaies o menores que
min(k,, k).

t Es lentador suponer que si (1) y (2) requieren el mismo tiempo, entonces la seleccion no podria nun-
ca coineidir con la lectura; si e! bloque comp'eto no se hubiera leido atun, podrian seleccionarse de entre
los primeros registros del bloque aquellos que tuvieran las claves menores. Sin embargo, por su naturaleza,
en las lecturas de disco transcurre un periodo largo antes de que se encuentre el blogue y pueda realizarse
la lectura. Por tanto. la unica suposicién segura es que nada del bloque que se estd leyendo en una trans-
ferencia estd disponible en cse momento para la seleccidn.

tt Si éstos no son los primeros fragmentos tomados de cada archivo, entonces este paso inicial Gnica-
mente puede hacerse después de leer los anteriores fragmentos y sus uiltimos 4h registros se estén interca-
lando.
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/‘ .

buffers para el archivo | buffers para el archivo 2

Fig. 11.5. Intercalacién con seis buffers de entrada.

La pregunta sobre qué archivo leer a continuacién es trivial. Por lo general, dado
que dos buffers estardn llenos parcialmente, como en la figura 11.5, habrd s6lo un
buffer vacio y deberd llenarse. Si sucede, como cuando se estd empezando, que cada
fragmento tiene dos buffers completamente llenos y uno vacio, se toma cualquiera
de los que se encuentran vacios. Obsérvese que la demostracién de que no es posi-
ble agotar un fragmento [existen b registros con claves iguales 0 menores que min
(k,, k,)] dependia s6lo del hecho de que estuvieron presentes 4b registros.

Ademads, las flechas de la figura 11.5 representan apuntadores a los primeros re-
gistros disponibles (cuyas claves son menores) en ambos fragmentos. En Pascal, se
representaria ese apuntador con dos enteros. El primero, en el intervalo 1..3, repre-
senta el buffer apuntado, y el segundo, en el intervalo 1..b, representa el registro den-
tro del buffer. En forma alternativa, es posible dejar que los buffers sean el primero,
el medio yel ultimo tercios de un arreglo y usar un entero en el intervalo 1..36. En
otros lenguajes, donde los apuntadores pueden apuntar hacia elementos de arre-
glos, puede preferirse un apuntador de tipo | tipo_registro.

Esquema de cuatro buffers

La figura 11.6 sugiere un esquema con cuatro buffers. En el principio de cada trans-
ferencia, estdn disponibles 2b registros. Dos de los buffers de entrada estdn asigna-
dos a uno de los archivos; B, y B, de la figura 11.6 estdn asignados al archivo uno.
Uno de estos buffers estard parcialmente lleno (vacio en el caso extremo), y el otro,
lleno. El cuarto buffer no estd comprometido, ¥ se llenard desde unb de los archivos
durante la transferencia.

Se mantendr4, por supuesto, la propiedad que permite intercalar en paralelo con
la lectura; al menos b registros de la figura 11.6 deben tener claves menores o igua-
les que min(k,, k,), donde k, vy k, son las claves de los dltimos registros disponibles
en los dos archivos, como se indica en la figura 11.6. Se denomina segura a la con-
figuracién que cumple esa propiedad. Al principio, se lee un bloque de cada frag-
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B, B3

L

B,
para e archivo | para el archivo 2

Fig. 11.6. Intercalacién con cuatro buffers de entrada.

mento (este es el caso extremo, donde B, estd vacio y B, estd lleno en la Fig. 11.6),
de modo que la configuracidn inicial esté segura. En el supuesto de que la figura
11.6 es segura, es necesario mostrar que la configuracidn lo serd después de comple-
tar la sigmiente transferencia.

Si k; < k;, se escoge B, para llenarlo con el siguiente blogué del archivo uno y,
en otro caso, llenarlo con el del archivo dos. Supdngase primero que k, < k,. Ya
que B, y B, de la figura 11.6 tienen exactamente b registros, se debe, durante la si-
guiente transferencia, agotar B,; de otra forma, es necesario agotar B, y contradecir
la seguridad de la figura 11.6. Asi, después de una transferencia, la configuracién se
ve como en la figura 11.7(a).

Para comprobar que la figura 11.7(a) es segura, considérense dos casos. Primero,
si k;, la ultima clave del blogue recién leido B,, es menor que k,, entonces, como B,
estd lleno, es muy probable que haya b registros iguales o menores que min(k;, k),
y la configuracidn es segura. Si k, < k;, y dado que se supuso que k, < k; (de otro
modo se hubiera llenado B, del archivo dos), los b registros de B, y B, tienen claves
menores o iguales que min(k,, k;) = k;.

Ahora se estudiar4 el caso donde k; = k; en la figura 11.6. Se escoge leer el si-
guiente bloque del archivo dos. La figura 11.7(b) muestra la situacién resultante.
Como en el caso k, < k,, se argumenta que B, debe agotarse y, por eso, se muestra
que el archivo uno tiene asignado solo el buffer B, de la figura 11.7(b). La demos-
tracién de que esta figura es segura es igual que la de la figura 11.7(a).
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Obsérvese que, como en el esquema con seis buffers, no se lee un archivo més
alld del fin de un fragmento. Sin embargo, si no es necesario leer un bloque desde
uno de los fragmentos actuales, puede leerse un bloque del siguiente fragmento de
ese archivo. Asi, existe la oportunidad de leer un bloque de cada uno de los frag-
mentos siguientes, y entonces serd posible iniciar la intercalacién de los fragmentos
1an pronto como se hayan seleccionado los iltimos registros del fragmento anterior.

ks y/ l y///; k, N ! ky
%A B / B% B%
ky % V/% ky

para el archivo |  para el archivo 2 para el archivo |  para el archivo 2
(a) ()

Fig. 11.7. Configuracién después de una transferencia.

11.3  Almacenamiento de informaci6n en archivos

En esta seccidn, se analizan las estructuras de datos y los algoritmos para el alma-
cenamiento, y recuperacién de informacién en archivos almacenados en forma ex-
terna. Se considerard un archivo como una secuencia de registros, donde cada regis-
tro consiste en la misma secuencia de campos. Los campos pueden ser de longitud
fija, con un nimero predeterminado de bytes, o de longitud variable, con un tamaifio
arbitrario. Los archivos con registros de longitud fija se suelen utilizar en los siste-
mas de administracién de bases de datos para almacenar datos muy estructurados.
Los archivos con registros de longitud variable se usan tipicamente para almacenar
informacién de textos; no estdn disponibles en Pascal. En esta seccidn, se supondrd
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que sélo hay campos de longitud fija; las técnicas empleadas en los registros de lon-
gitud fija pueden modificarse con facilidad para trabajar con registros de longitud
variable.

Las operaciones con archivos que se considerardn son las siguientes:

—

INSERTA un registro determinado en un archivo en particular,

2. SUPRIME de un archivo en particular todos los registros que tengan un valor
asignado en cada campo de conjunto de campos designado.

3. MODIFICA todos los registros de un archivo en particular asignando valores
asignados a ciertos campos en los registros que tengan un valor asignado en otro
conjunto de campos.

4. RECUPERA todos los registros que tengan valores asignados en cada uno de

los campos de un conjunto asignado.

Ejemplo 11.3. Por ejemplo, si se tiene un archivo cuyos registros constan de tres
campos: nombre, direccidn y teléfono. Se podré preguntar por todos los registros con
teléfono = 555-1234, insertar el registro (Juan Pérez, calle Manzana 12, 555-1234) o
eliminar todos los registros con nombre = «Juan Pérez» y direccién = «calle Manza-
na I12». Como otro ejemplo, se puede desear la modificacién de todos los registros
con nombre = «Juan Pérez» para fijar el campo feléfono a 555-1234. O

En buena medida, se pueden considerar las operaciones con archivos como si los
archivos fueran conjuntos de registros y las operaciones fueran las que se analizaron
en los capitulos 4 y 5. Sin embargo, existen dos diferencias importantes. Primero,
cuando se habla de archivos en dispositivos de almacenamiento externo, es forzoso
utilizar la medicién del costo comentada en la seccién 11.1, en la evaluacidn de las
estratégias de organizaci6n de archivos. Esto es, se supone que los archivos estdn al-
macenados en cierta cantidad de bloques fisicos, y que el costo de una operacion es
¢l nimero de bloques que se van a leer en memoria principal o escribir desde me-
moria principal en el almacenamiento externo.

La segunda diferencia es que los registros, siendo tipos de datos concretos en la
mayoria de los lenguajes de programacién, puede esperarse que tengan apuntadores
a ellos, mientras que los elementos abstractos de un conjunto, normalmente no ten-
drén «apuntadores» hacia ellos. En particular, los sistemas de bases de datos con fre-
cuencia hacen uso de apuntadores a registros cuando organizan datos. La consecuen-
cia de dichos apuntadores es que los registros suelen considerarse adheridos; no pue-
den moverse por el almacenamiento, debido a la posibilidad de que un apuntador
de algun lugar desconocido no consiga apuntar al registro si éste se ha movido.

Una forma simple de representar apuntadores a registros es la siguiente. Cada
bloque tiene una direccidn fisica, que es la localizacién del inicio del bloque en el
dispositivo de almacenamiento externo; es funcién del sistema de archivos cuidar
las direcciones fisicas. Una forma de representar las direcciones de los registros es
usar la direccién fisica del bloque que contiene el registro junto con un desplaza-
miento, que da el mimero de bytes que preceden en el bloque al principio del regis-
tro. Esos pares fisicos direccién-desplazamiento pueden almacenarse en campos de
tipo «apuntador a registron».
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Organizacion simple

La forma mds simple, y también menos eficiente, de realizar las operaciones de ar-
chivos anteriores es usar primitivas de lectura y escritura de archivos como las de
Pascal. En esta «organizacién» (que en realidad es una «falta de organizacién»), los
registros pueden almacenarse en cualquier orden. La recuperacién de un registro con
valores especificados en ciertos campos se efectiia rastreando el archivo y viendo en
cada registro si s¢ encuentran los valores especificados. Una insercién en un archivo
puede realizarse agregando el registro al final del archivo.

Para la modificacién de los registros, se rastrea el archivo y se prueba cada re-
gistro para ver si corresponde a los campos designados, y de ser as{, se hacen los cam-
bios necesarios en el registro. Una operacién de eliminacidn trabaja casi siempre de
la misma forma, pero al encontrar un registro cuyos campos corresponden a los va-
lores requeridos para que la eliminacién se lleve a cabo, se debe encontrar la forma
de eliminar el registro. Una posibilidad es correr todos los registros siguientes, una
posicion hacia adelante en sus respectivos bloques, y pasar el primer registro de cada
bloque siguiente a la ltima posicidn del bloque anterior del archivo. Sin embargo,
este enfoque no funciona si los registros estan adheridos, porque un apuntador al
i-ésimo registro del archivo apuntaria entonces al (i + 1)-ésimo registro.

Si los registros est4dn adheridos, es necesario usar un enfoque distinto. Se marcan
de alguna manera los registros eliminados, pero sin mover registros para llenar el
hueco, ni insertar un registro nuevo en ese espacio. Asf, l6gicamente, el registro se
elimina, pero su espacio continlia ocupado en el archivo. Esto es necesario para que,
si se sigue un apuntador a un registro eliminado, se descubra que el registro apun-
tado fue eliminado y se tome la accién apropiada, como hacer que el apuntador sea
NIL y no se le vuelva a seguir. Dos formas de marcar los registros cuando se elimi-
nan son:

1. Sustituir el registro por algin valor que nunca pueda ser el valor de un registro
«real», y cuando se siga un apuntador, suponer que el registro estd eliminado si
tiene ese valor.

2. Que cada registro tenga un bit de eliminacidn, un solo bit que es 1 en registros
que se han eliminado, y 0 en caso contrario.

Aceleracién de operaciones con archivos

La desventaja obvia de los archivos secuenciales es que las operaciones son lentas.
Cada operacidn requiere la lectura del archivo completo, y algunos blogues pueden
requerir ser reescritos también. Por fortuna, existen organizaciones de archivos que
permiten acceder a un registro, leyendo en la memoria principal sélo una pequefia
fraccién del archivo completo.

Para hacer posible dichas organizaciones, se supone que cada registro de archivo
tiene una clave, un conjunto de campos que identifica de manera unfvoca cada re-
gistro. Por ejemplo, el campo nombre del archivo nombre-direccién-teléfono puede
considerarse una clave. Esto es, se puede suponer que no existen simultdneamente
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dos registros en el archivo con el mismo valor en el campo nombre. La recuperacién
de un registro dando valores a sus campos clave, es una operacién habitual que se
realiza con gran facilidad en muchas organizaciones de archivo comunes.

Otro elemento necesario para lograr operaciones rdpidas con archivos es la ca-
pacidad de acceder a blogques en forma directa, en vez de recorrer en secuencia los
bloques que contienen el archivo. Muchas de las estructuras de datos utilizadas para
operaciones rdpidas con archivos usardn apuntadores a los propios bloques, los cua-
les son direcciones fisicas de los bloques, como se describié antes. Desafortunada-
mente, no es posible escribir programas en Pascal, ni en muchos otros lenguajes, que
se ocupen de los datos en el nivel de bloques fisicos y sus direcciones; dichas ope-
raciones se efectiian de ordinario con mandatos del sistema operativo. Sin embargo,
se hard una breve descripcion informal de la forma de trabajo de las organizaciones
que utilizan el acceso directo a bloques.

Archivos con funcién de dispersion

La dispersion (hashing) es una técnica muy utilizada para tener acceso rapido a in-
formacién almacenada en archivos secundarios. La idea bdsica es similar a la dis-
persién abierta estudiada en la seccidn 4.7. Los registros de un archivo se dividen
entre varias cubetas, y cada una consiste en una lista enlazada de uno o més blogues
de almacenamiento externo. La organizacién es similar a la presentada en la figu-
ra 4.10. Existe una tabla de cubetas que contiene B apuntadores, uno para cada cu-
beta. En la tabla de cubetas, cada apuntador es la direccién fisica del primer bloque
de la lista enlazada de bloques para esa cubeta.

Las cubetas estdn numeradas 0, 1, ..., B - 1. Una funcién de dispersién h hace
corresponder cada valor de clave con uno de los enteros 0 a B - 1. Si x es una clave,
h(x) es el nimero de la cubeta que contiene el registro con la clave x, si tal registro
estd presente en alguna. Los bloques que forma cada cubeta se encuentran encade-
nados y forman una lista enlazada. Asi, el encabezado del i-ésimo bloque de una cu-
beta contiene un apuntador a las direcciones fisicas del (i + 1)-ésimo blogue. El ul-
timo blogue de una cubeta contiene un apuntador NIL en su encabezado.

Esta organizacién se ilustra en la figura 11.8. La principal diferencia entre las fi-
guras 11.8 y 4.10 es que aqui, los elementos almacenados en un bloque de una cu-
beta no tienen que estar encadenados con apuntadores; s6lo los bloques deben estar
encadenados.

Si el tamaiio de la tabla de cubetas es pequefio, puede quedar almacenada en me-
moria principal. De otra forma, puede almacenarse en forma secuencial, en tantos
bloques como sea necesario. Para buscar el registro con clave Xx, se calcula h(x), para
encontrar el bloque de la tabla de cubetas que contengan el apuntador al primer blo-
que de la cubeta A(x). Después, se leen los bloques de la cubeta h(x) de manera su-
cesiva, hasta encontrar el que contenga el registro con la clave x. Si se agotan todos
los blogues de la lista enlazada para la cubeta h(x), se concluye que x no es la clave
de ning\in registro.

Esta estructura es eficiente en operaciones donde se especifican los valores de
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Fig. 11.8. Funcion de dispersion con cubetas que contienen bloques encadenados.

los campos de la clave, como la recuperacién de un registro con un valor especifi-
cado en la clave o una insercién de un registro (lo que, como es obvio, especifica el
valor de la clave para ese registro). El nimero promedio de accesos a bloques reque-
rido para una operacién que especifica la clave de un registro es aproximadamente
¢l mimero promedio de blogues en una cubeta, que es n/bk si n es el nimero de re-
gistros, un bloque contiene b registros, y k es el nimero de cubetas. Asi, en prome-
dio, las operaciones basadas en claves son k veces mds rapidas con esta organiza-
cién que con la de archivos no organizados. Lamentablemente, las operaciones no
basadas en claves no se aceleran, puesto que se deben examinar esencialmente todas
las cubetas durante esas otras operaciones. La unica forma general de incrementar
la velocidad en operaciones que no se basan en claves es usar indices secundarios,
que se analizan en el final de esta seccidn.

Para insertar un registro con la clave x, primero se verifica si ya existe un regis-
tro con la misma clave. De ser asf, se informa de un error, dado que se supone que
la clave identifica de manera univoca cada registro. Si no existe el registro con la cla-
ve x, se inseria el registro nuevo en el primer bloque de la cadena para la cubeta
h(x) en el que pueda caber. Si el registro no cabe en ningiin bloque de los existentes
nara la cubeta A(x), se llama al sistema de archivos para encontrar un blogue nuevo
en el cual se pueda colocar el registro. Este bloque nuevo se agrega al final de la ca-
dena de la cubeta A(x).

Fara eliminar un registro con clave x, primero‘debe localizarse, y después se le
asigna su bit de eliminacién. Otra estrategia posible (que no puede usarse cuando
los registros estdn adheridos) es sustituir el registro eliminado por el tltimo de la ca-
dena de h(x). Si la eliminacién del ultimo registro causa el vaciado dei iltimo blo-
que de la cadena se puede devolver el bloque vacio al sistema de archivos para usar-
lo de nuevo mas tarde.

Una organizacién de archivos de acceso con funcién de dispersion bien diseiia-
da, requiere sélo unos cuantos accesos a bloques para cada operacién de archivo. Si
la funcién de dispersién es buena y el numero de cubetas es méds o menos igual al
numero de registros en el archivo, dividido entre el nimero de registros que pueden
caber en un blogue, entonces la cubeta promedio consta de un blogue. Excluyendo
el niimero de accesos a bloques para buscar la tabla de cubetas, una recuperacién
tipica basada en claves hard un solo acceso a un bloque, y una insercién, elimina-
ci6n o modificacidn tipicas efectuardn dos accesos a bloques. Si el nimero prome-
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dio de registros por cubeta excede en mucho de la cantidad que cabe en un bloque,
se puede reorganizar periédicamente la tabla de dispersién incrementando al doble
la cantidad de cubetas y dividiendo cada cubeta en dos. Esas ideas se estudiaron al
final de la seccién 4.8.

Archivos indizados

Otra forma comun de organizar un archivo de registros es mantener el archivo cla-
sificado de acuerdo con los valores de las claves. Entonces es posible buscar en el
archivo como se harfa en un diccionario o en un directorio telefénico, revisando
sélo el primer nombre o palabra de cada pdgina. Para facilitar la bisqueda, se crea
un segundo archivo, llamado indice disperso, que consta de pares (x, b), donde x es
un valor de una clave y b es la direccién fisica del bloque en el cual el primer regis-
tro tiene la clave con valor x. El indice disperso se mantiene clasificado de acuerdo
con los valores de las claves.

Ejemplo 11.4. En la figura 11.9, se observa un archivo y su archivo de indice dis-
perso. Se supone que tres registros del archivo principal, o tres pares del archivo de
indices, caben en un blogue. S6lo se muestran los valores de las claves de los regis-
tros del archivo principal, que se suponen enteros. O

Para recuperar un registro con una clave dada x, primero se busca el par (x, b)
en el archivo indice. Lo que en realidad se busca es la z mds grande tal que z < x
y exista un par (z, b) en el archivo indice. Después, la clave x aparece en el bloque
b, si esta presente en el archivo principal.

Hay varias estrategias para buscar en el archivo de indices; la mds simple es la
busqueda lineal. Se lee el archivo indice desde el principio hasta encontrar el par
(x, &) o el primer par (y, &), donde y > x. En el dltimo caso, el par precedente (z, ")
debe tener z < Xx, y si el registro con la clave x estd en algin sitio, es en el bloque b,

La biisqueda lineal sdlo es posible para archivos de indices pequefios. Un méto-
do mads rdpido es la busqueda binaria. Supéngase que el archivo de indices estd al-
macenado en los bloques &y, b,, ..., b,. Para buscar la clave x, se toma el bloque me-
dio b[,,,zl y se compara x con la clave y del primer par de ese blogue. Si x < y, se
repite la bisqueda en los bloques &y, by, ..., by - . Si x = y, pero x es menor que
la clave del bloque by, , (0 si #=1 de modo que no hay tal bloque), se utiliza la
bisqueda lineal para ver si x corresponde al primer componente de un par de indi-

archivo de indices (3,7)(!0.1)(23,’) L (28.7)(42.r) ®
325 8 10 11 16 23 25 27 28 31 38 42 46

Fig. 11.9. Un archivo principal y su indice disperso.
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ces en el bloque &;,,. De otra forma, se repite la busqueda en los bloques by, 1,
biways 25 s by Con la biisqueda binaria es necesario examinar sélo [logy(n + 1)] blo-
ques del archivo indice.

Para asignar valor inicial a un archivo indizado, se clasifican los registros de
acuerdo con los valores de sus claves, y después se distribuyen los registros entre los
bloques, en ese orden; se puede decidir empaquetar tantos como quepan en cada blo-
que. Otra posibilidad seria preferir dejar espacio para unos registros adicio-
nales que puedan insertarse mas tarde. La ventaja es que después es menos probable
que las inserciones sobrecarguen el bloque en ¢l cual la insercién se lleva a cabo, con
el consecuente requerimiento de tener acceso a los bloques adyacentes. Después de
la divisién de los registros en los bloques de alguna de esas formas, se crea el archi-
vo de indices examinando cada blogue y encontrando la primera clave de cada blo-
que. Como en el caso del archivo principal, puede dejarse alglin espacio para creci-
miento posterior en los bloques que contienen el archivo de indices.

Supdngase que se tiene un archivo clasificado con registros almacena'dos en los
bloques b,, b,, ..., b,. Para insertar un nuevo registro en este archivo, se emplea el
archivo de indices para determinar qué bloque b; debe contener el registro nuevo.
Si el registro nuevo debe quedar en b, se coloca en el orden adecuado. Después,
si el registro nuevo queda como primer registro del bloque b, se ajusta el archivo
indice.

Si el registro nuevo no cabe en b, hay varias estrategias posibles. Tal vez la méds
simple sea ir al blogue b,, ,, el cual puede encontrarse por medio del archivo de in-
dices para ver si el iiltimo registro de b, puede pasarse al principio de b,, ,. De ser
asi, este tiltimo registro se pasa a b, , y €l nuevo puede insertarse en la posicién ade-
cuada en b, El elemento del archivo de indices correspondiente a b,, |, y posible-
mente el de b, debe ajustarse en forma apropiada.

Si b, , , también estd lleno, o si b, es el ultimo bloque (i = m), entonces se obtiene
un bloque nuevo del sistema de archivos. El registro nuevo se inserta en el bloque
nuevo a continuacion de b,. Ahora se emplea este mismo procedimiento para inser-
tar un registro que corresponda al nuevo bloque en el archivo de indices.

Archivos no clasificados con indice denso

Otra forma de organizar un archivo de registros es mantener el archivo en orden alea-
torio y tener otro, llamado indice denso, para ayudar a ubicar los registros. El indice
denso consta de pares (x, p), donde p es un apuntador al registro con la clave x en
el archivo principal. Esos pares estdn clasificados por el valor de la clave, de modo
que una estructura como el indice disperso mencionado antes, o el 4rbol B mencio-
nado en la siguiente seccién, puede usarse para ayudar a encontrar las claves en el
indice denso.

Con esta organizacién se emplean los indices densos para encontrar la localiza-
cién en el archivo principal de un registro con una clave dada. Para insertar un nue-
vo registro, se sigue la pista del altimo blogue del archivo principal y ahi se insertan
los registros nuevos, tomando un nuevo bloque del sistema de archivos si el iltimo
bloque estd lleno. También se inserta un apuntador a ese registro en el archivo del
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indice denso. Para eliminar un registro, tan sélo se ajusta el bit de eliminacién en
el registro, y se elimina el elemento correspondiente en el indice denso (tal vez, ajus-
tando también un bit de eliminacidn).

Indices secundarios

Mientras que las estructuras dispersas e indizadas incrementan bastante la veloci-
dad de las operaciones basadas en claves, ninguna de ellas sirven de ayuda cuando
las operaciones implican una busqueda de registros a partir de valores en campos
que no sean campos clave. Si se desea encontrar los registros con valores dados en
algun conjunto de campos F, ..., F,, es necesario un indice secundario de aquellos
campos. Un indice secundario es un archivo formado de pares (v, p), donde v es una
lista de valores, uno para cada uno de los campos F), ..., F;, ¥ p s un apuntador a
un registro. Puede haber mds de un par con una v dada, y cada apuntador asociado
indica un registro del archivo principal que tiene a v como lista de valores de los cam-
pos F, ..., F.

Para recuperar registros dados los valores de los campos F,, ..., F}, en el indice
secundario se buscan el o los registros con esa lista de valores. El indice secundario
mismo puede organizarse en cualquiera de las formas comentadas para la organiza-
cién de archivos por valores de claves. Esto es, se presume que v sea la clave de (v, p).

Por ejemplo, una organizacién con funcién de dispersién en realidad no depen-
de de que las claves sean unicas, aunque si hubiera muchos registros con la misma
«clavey, éstos podrian distribuirse en cubetas de manera no uniforme, con el efecto
de que la funcién de dispersién no incrementaria mucho la velocidad de acceso. En
¢l caso extremo, como cuando hay sélo dos valores para los campos de un indice se-
cundario, todas las cubetas excepto dos estarfan no vacias, y la tabla de dispersion
s6lo podria incrementar la velocidad de las operaciones en un factor de dos a lo
sumo, sin importar cuntas cubetas haya. De modo semejante, un indice disperso
no requiere que las claves sean tinicas, pero si no lo son, puede haber dos o més blo-
ques del archivo principal que tengan la misma «clave» menor, y todos esos bloques
se recorren al buscar registros con ese valor.

Con cualquier organizacién, de indice disperso o de indice con funcién de dis-
persién para el archivo de indices secundarios, puede desearse ahorrar espacio agru-
pando todos los registros con el mismo valor. Esto es, los pares (v, p,), (v, p2), ...,
(v, p,,) pueden reemplazarse por v seguida de la lista p,, p,, ..., D,

Cabe preguntarse si el mejor tiempo de respuesta a las operaciones aleatorias no
puede obtenerse al crear un indice secundario para cada campo, o aun para todos
los subconjuntos de los campos. Lamentablemente, hay un precio por cada indice
secundario que se desee crear. Primero, estd el espacio necesario para almacenar el
indice secundario, y eso puede ser o no un problema, dependiendo de si el espacio
es una prioridad.

Ademds, cada indice secundario creado disminuye la velocidad de todas las in-
serciones y eliminaciones. La razén es que al insertar un registro se debe insertar tam-
bién un elemento para ese registro en cada indice secundario, para que los indices
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secundarios sigan representando exactamente el archivo. La actualizacién de un in-
dice secundario requiere por lo menos dos accesos a bloques, ya que se debe leer y
escribir un bloque. Sin embargo, puede requerir mucho mads de dos accesos a blo-
ques, ya que es necesario encontrar ese bloque, y cualquier organizacién empleada
para el archivo del indice secundario requerird unos cuantos accesos adicionales, en
promedio, para encontrar cualquier bloque. Algo parecido sucede en cada elimina-
cion. La conclusién es que la seleccidn de los indices secundarios requiere seguir un
criterio, puesto que debe determinarse qué conjuntos de campos se especificardn en
operaciones muy frecuentes de modo que el tiempo ahorrado teniendo esos indices
secundarios disponibles compense los costos de la actualizacién de los {ndices en
cada insercién y eliminacién.

11.4 Arboles de bisqueda externa

La estructura de datos tipo drbol presentada en el capftulo 5 para representar con-
Juntos puede usarse también para representar archivos externos. El 4rbol B, una ge-
neralizacién de los drboles 2-3 analizados en el capitulo 5, es especialmente adecua-
da para almacenamiento externo, y se ha convertido en la organizacién estdndar
para indices en sistemas de bases de datos. Esta seccién presenta las técnicas bésicas
de recuperacion, insercién y eliminacién de informacién en drboles B.

Arboles de bisqueda multiple

Un drbol de bisqueda m-ario es una generalizacién del drbol binario de bisqueda
en el cual cada nodo tiene como médximo m hijos. Generalizando la propiedad del
arbol binario de busqueda, se requiere que si n, y n, son dos hijos de algin nodo, y
n, estd a la izquicrda de n,, los elementos descendientes de n, sean todos menores
que los de n,. Las operaciones MIEMBRO, INSERTA y SUPRIME de un drbol de
biisqueda m-ario se realizan con una generalizacién de las operaciones en drboles bi-
narios de bisqueda, estudiadas en la seccién 5.1.

Sin embargo, aqui interesa el almacenamiento de registros en archivos, donde
los archivos se depositan en bloques de almacenamiento externo. La adaptacién
correcta de la idea de drboles multiples consiste en pensar en los nodos como blo-
ques fisicos. Un nodo interior contiene apuntadores a sus / hijos y también contie-
ne m-1 claves que separan los descendientes del hijo. Los nodos hojas son blogues
también, y contienen los registros del archivo principal.

Si se emplea un drbol binario de busqueda de n nodos para representar un ar-
chivo almacenadc en forma externa, pueden requerirse, en promedio, log,n accesos
a blogues para recuperar un registro del archivo. En cambio, si se utiliza un drbol
de bisqueda m-ario para representar el archivo, requerird, en promedio, sélo log,n
accesos a bloques para recuperar un registro. Para n = 105, el drbol binario de bus-
queda puede requerir cerca de 20 accesos a bloques, mientras que un drbol de 128
caminos requerird sélo 3.
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No se puede hacer m arbitrariamente grande, pues cuanto mayor sea /1, mayor
deberd ser el bloque. Més aiin, es mds lento leer y procesar un bloque més grande,
as{ que hay un valor dptimo de m que reduce la cantidad de tiempo necesario para
recorrer un drbol m-ario de busqueda externa. En la prictica, se obtiene un valor cer-
cano al minimo para un amplio intervalo de m. (Véase Ejercicio 11.18.)

Arboles B

Un drbol B es una clase especial de drbol m-ario balanceado que permite recuperar,
eliminar e insertar registros de un archivo externo con buen rendimiento en el peor
caso. Es una generalizacién de los 4rboles 2-3 de la seccién 5.4. Formalmente, un
drbol B de orden m es un 4rbol de biisqueda m-ario con las siguientes propiedades:

1. La raiz es una hoja o tiene al menos dos hijos.
2. Cada nodo, excepto la raiz y las hojas, tiene entre [m/2] y m hijos.
3. Cada camino desde la raiz hasta una hoja tiene la misma longitud.

Obsérvese que todo drbol 2-3 es un drbol B de orden 3. La figura 11.10 muestra un
arbol B de orden 5, en el cual se supone que caben como maximo tres registros en
un bloque hoja.

221928 pj34(¢(38

l\«
[468 |[i0][12 14 16] [18.20] [22 24 26] [28 30 32][34 36] [38 40 42]

Fig. 11.10. Arbol B de orden 5.

Se puede considerar un drbol B como un indice jerarquico en el cual cada nodo
ocupa un bloque en el almacenamiento externo. La raiz del drbol B es el indice de
primer nivel. Cada nodo que no es hoja en el d4rbol B tiene la forma

(Po. kh By kz, Py ves km pn)

donde p; es un apuntador al i-€simo hijo del nodo, 0 =i =< n, y k; es una clave,
| =i =< n. Las claves dentro de un nodo estdn clasificadas en orden tal que k&, <
< ky < ... k,. Todas las claves del subdrbol al que apunta p, son menores que k,.
Para | =< i < n, todas las claves del subdrbol apuntado por p, tienen valores mayo-
res o iguales que k; y menores que k;, ,. Todas las claves en el subdrbol apuntado
por p, son mayores que k,.

Hay varias formas de organizar las hojas. Aqui se supondra que el archivo prin-
cipal estd almacenado sélo en las hojas, y que cada hoja ocupa un bloque.
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Recuperacion

Para recuperar un registro r con clave x, se sigue el camino desde la rafz hasta la
hoja que contiene a r, si es que existe en el archivo. Se sigue este camino pasando
sucesivamente nodos interiores (pg, ky, p,, --., k,, ,) del almacenamiento externo a
la memoria principal y buscando la posicién de x relativa a las claves ky, k;, ..., k,.
Sik, = x < k;,, acontinuacién se busca el nodo apuntado por p, y se repite el pro-
ceso. Si x < k,, se aplica p, para alcanzar el siguiente nodo; si x = k,, se utiliza p,.
Cuando este proceso llega a una hoja, debe buscarse el registro con la clave x. Si el
numero de elementos de un nodo es pequeiio, es posible utilizar la bisqueda lineal
dentro del nodo, de otra forma, conviene utilizar una busqueda binaria.

insercion

La insercion en un drbol B es similar a la insercion en drboles 2-3. Para insertar un
registro r con clave x en un drbol B, primero se aplica el procedimiento de bisqueda
para localizar la hoja L a la cual corresponde r. Si existe espacio suficiente para r en
L, s¢ inserta r en el orden correspondiente. En este caso no se requieren modifica-
ciones a los antecesores de L.

Si no hay espacio para r en L, es necesario pedir al sistema de archivos un blo-
que nuevo L' para pasar la segunda mitad de los registros de L a L', insertando r en
¢l lugar adecuado en L o L't. Sea el nodo P el padre de L; P es conocido, ya que el
procedimiento de busqueda siguidé un camino desde la raiz hasta L. pasando por P.
Se aplica ahora el procedimiento de insercién recursivamente para colocar en P una
clave k'y un apuntador ["a L k" y I’ se insertan inmediatamente después de la cla-
ve y del apuntador de L. El valor de k" es el de la clave mds pequeiia de L'.

Si P ya tiene m apuntadores, la insercién de k’y I’ dentro de P hard que P se di-
vida y requiera la insercién de una clave y un apuntador en el padre de P. Los efec-
tos de esta insercién pueden transmitirse a los antecesores del nodo L en direccién
a la raiz, por el camino que se sigui6 con el procedimiento de bisqueda original. In-
cluso puede ser necesario dividir la raiz, en cuyo caso se creard una nueva raiz con
las dos mitades de la raiz anterior como sus dos hijos. Esta es la unica situacién en
la que un nodo puede tener menos de m/2 hijos.

Eliminacion

Para eliminar un registro r con una clave x, primero se encuentra la hoja L que con-
tiene a r. Después, se elimina r de L, si existe. Si r es el primer registro en L, es ne-
cesario ir a P, el padre de L, para ajustar el valor de la clave en la entrada de P para
que L sea el nuevo valor de la primera clave de L. Sin embargo, si L es el primer
hijo de P, la primera clave de L no se registra en P, sino que aparece en alguno de

t Esta estraiegia es la mds sencilla de las vanas respuestas aplicables a la situacidn en que ha de divi-
dirse un bloque. En los ejercicios se mencionan algunas otras opciones que proporcionan una mayor ocu-
pacion media de los bloques con una insercién mas laboriosa.
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los antecesores de P, de forma especifica, en el menor antecesor A tal que L no sea
el descendiente mds a la izquierda de A. Asi pues, se debe propagar el cambio en la
menor clave de L de vuelta por la trayectoria de la raiza L.

Si L queda vacio después de la eliminacion, se devuelve al sistema de archivos t;
después se ajustan las claves y los apuntadores de P para reflejar la eliminacién de
L. Si el nimero de hijos de P ahora es menor que m/2, se examina el nodo P’ situa-
do inmediatamente a la izquierda (o a la derecha) de P en el mismo nivel del arbol.
Si P’ tiene por lo menos [m/2] + | hijos, se distribuyen las claves y los apuntadores
de Py P’en forma equitativa entre ambos, cuidando, por supuesto, el orden de cla-
sificacion, de manera que ambos nodos tengan por lo menos [m/2] hijos. Después,
se modifican los valores de las claves para Py P’ en el padre de Py, si fuera nece-
sario, se propagan recursivamente los efectos de este cambio a todos los antecesores
de P que se vean afectados.

Si P’ tiene exactamente [m/2] hijos, es bueno combinar Py P’ en un solo nodo
con 2 [m/2] - 1 hijos (esto es, m hijos a lo sumo). Después, se deben quitar en el pa-
dre la clave y el apuntador correspondientes a P’ Esta eliminacién puede hacerse
con una aplicacion recursiva del procedimiento de eliminacion.

Si los efectos de la eliminacién se propagan hasta la raiz, puede requerirse la com-
binacién de los dos unicos hijos de ésta. En ese caso, el nodo combinado resultante
quedard como nueva raiz, y la raiz anterior puede devolverse al sistema de archivos.
La altura del drbol B se vera reducida en uno.

Ejemplo 11.5. Considérese el 4rbol B de orden 5 de la figura 11.10. Insertar el re-
gistro con clave 23 en este 4rbol produce el 4rbol B de la figura 11.11. Para inser-
tar 23, se debe partir el bloque que contiene 22, 23, 24 y 26, ya que se ha supuesto
que un bjoque se llena con tres registros. Los dos registros mds pequefios permane-
cen en el mismo bloque y los otros dos se colocan en un bloque nuevo. Un par apun-
tador-clave del nodp nuevo debe insertarse en el padre, que entonces se divide, por-
que no puede contener seis apuntadores. La raiz recibe el par apuntador-clave para
¢l nodo nuevo, pero no se divide, porque tiene capacidad en exceso.

1892 °

10{¢[12 ° 22(9)24 L 34|9|38 o |o

| 468 |[12 14 16| 18 20“2223]@5“28 30 32| [343¢| | 38 40 42]

Fig. 11.11. Arbol B después de la insercion.

t Se pueden utilizar estralegias para evitar que los blogues hoja queden totalmente vacios. Como ejem-
plo. a continuacion se describe un esquema que impide que los nodos interiores queden ocupados en me-
nos de la mitad de su capacidad, y esta técnica se puede aplicar también a las hojas, con un valor de m
igual al mayor numero de registros que caben en un blogue.
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Fig. 11.12. Arbol B después de la eliminacién.

[¥]

La eliminacion del registro 10 del drbol B de la figura 11.11 produce el 4rbol B
de la figura 11.12. Aqui, el blogue que contiene a 10 se descarta; su padre queda con
s6lo dos hijos, y el hermano derecho tiene el numero minimo, tres; asi, se combina
el padre con su hermano, haciendo un nodo con cinco hijos. O

Anilisis del tiempo de las operaciones con arboles B

Supdngase que se tiene un archivo con » registros organizado en un 4rbol B de or-
den m. Si cada hoja contiene en promedio b registros, el arbol tiene cerca de [n/b]
hojas. Los caminos mas largos posibles se producen si cada nodo interior tiene la me-
nor cantidad posible de hijos, esto es, m/2. En este caso, habrd unos 2 [n/b)/m pa-
dres de hojas, 4 [n/b)/m® padres de padres de hojas, y asf sucesivamente.

Si hay j nodos en el camino que va de la raiz a una hoja, entonces 2~ ! [n/b)/m/ -
= 1, pues si no habria menos de un nodo en el nivel de la raiz. Por tanto, [n/b] =
(m/2y-', y j = | + log,,, [n/b]. Por ejemplo, si n= 10 b= 10 y m = 100, entonces
J = 3.5. Obsérvese que b no es el numero maximo de registros que se pueden poner
en un bloque, sino un promedio, o nimero esperado. Sin embargo, redistribuyendo
los registros entre bloques vecinos cuando uno se vacia hasta menos de la mitad, se
puede asegurar que b es por lo menos la mitad del valor mdximo. Obsérvese tam-
bién que se ha supuesto que cada nodo interior tiene el minimo nimero posible de
hijos; en la prdctica, el nodo interior promedio tendra mds que el minimo, por lo
que el andlisis anterior resulta conservador.

Para una insercidn o eliminacién, se necesitan j accesos a bloques para localizar
la hoja apropiada. El nimero exacto de accesos adicionales a bloques necesario para
culminar la insercién o la eliminacién, y distribuir sus efectos por el drbol, es dificil
de calcular. La mayor parte de las veces sélo es necesario escribir de nuevo un blo-
que, la hoja que contiene al bloque de interés. Asi, 2 + log,,; [n/b] puede tomarse
como el numero aproximado de accesos a bloques para insercidn o eliminacién.

Comparacion de métodos

Se ha estudiado la funcién de dispersidn, los indices dipersos y los drboles B como
métodos posibles de organizacién de archivos externos. Es interesante comparar en
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cada método el nimero de accesos a bloques relacionados con una operacién con
archivos.

La funcién de dispersién suele ser el método mds rdpido de los tres, y requiere
en promedio dos accesos a bloques por cada operaciéon (excluyendo los accesos re-
queridos para buscar la tabla de cubetas), si el mimero de cubetas es lo bastante gran-
de para que la cubeta tipica use sélo un bloque. Sin embargo, con la funcién de dis-
persién no es fécil acceder a los registros en el orden de clasificacién.

Un indice disperso en un archivo de n registros permite que las operaciones so-
bre archivos se realicen en unos 2 + log(n/bb’) accesos a bloques mediante la bus-
queda binaria; aqui, b es el nimero de registros que caben en un bloque y b’ es el
nimero de pares apuntador-clave que caben en un bloque del archivo indice. Los
arboles B permiten operaciones con archivos en 2 + log,, [n/b] accesos a blogues,
donde m, el grado maximo de los nodos interiores, es aproximadamente 4" Los in-
dices dispersos y los drboles B permiten el acceso a los registros en el orden de clasifi-
cacion,

Todos estos métodos son muy buenos comparados con la busqueda secuencial
obvia en un archivo. Las diferencias de tiempo entre ellos, no obstante, son peque-
fias y dificiles de determinar analiticamente, especialmente considerando que .0s pa-
rdmetros importantes, como la longitud esperada del archivo y la razén de ncupa-
cién de bloques, son dificiles de predecir.

Parece ser que los drboles B se estdn popularizando con rapidez como medio de
acceso a archivos en sistemas de bases de datos. En parte, se debe a su capacidad
para manejar consultas de registros con claves en un intervalo determinado (lo que
aprovecha el hecho de que los registros aparecen ordenados en el archivo principal).
El indice disperso también maneja con eficiencia dichas consultas, pero es casi se-
guro que es menos eficiente que los arboles B. Intuitivamente, la razén de que los
4rboles,B sean superiores a los indices dispersos es que se puede considerar un ar-
bol B como un indice disperso sobre un indice disperso sobre un indice disperso, v
asi sucesivamente (aunque rara vez se necesitan mds de tres niveles de indices). '

Los drboles B también funcionan relativamente bien cuando se usan como indi-
ces secundarios, donde las «claves» no definen univocamente un registro. Aunque
los registros con un valor dado en los campos designados de un indice secundario
se extienden sobre muchos bloques, se pueden leer todos con un nimero de accesos
a bloque igual al nimero de bloques que contienen esos registros, mds ¢l nimero de
sus antecesores en el arbol B. En comparacién, si esos registros, mas otro grupo de
tamafio similar tienen la misma funcién de dispersién y llegan a la misma cubeta,
entonces la recueracién de cualquier grupo de una tabla de dispersién puede reque-
rir un nimero de accesos a bloques cercano al doble del nimero de blogues en los
cuales puede caber cada grupo. Es factible que haya otras razones en favor de los
drboles B, como su rendimiento cuando varios procesos tienen acceso simultdnea-
mente a la estructura, pero eso estd fuera del alcance de este libro.
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Ejercicios

11.1

11.2

11.3

114

*11.5

11.6

1.7

11.8

*11.9

*11.10

Escribase un programa concatena que tome una secuencia de nombres de
archivos como argumentos y escriba el contenido de los mismos en la sali-
da estdndar, concatenando asi los archivos.

Escribase un programa incluye que copie su entrada en su salida, excepto
cuando encuentre una linea de la forma #incluye archivo, en cuyo caso
reemplaza esta linea por el contenido del archivo mencionado. Obsérvese
que los archivos incluidos también pueden contener proposiciones #inclu-
ye.

(Cémo se comporta el programa del ejercicio 11.2 cuando un archivo se in-
cluye a si mismo?

Escribase un programa compara que compare dos archivos, registro por re-
gistro, para determinar si son iguales.

Reescribase el programa de comparacién de archivos del ejercicio 11.4 con
¢l algoritmo SCL de la seccién 5.6 para encontrar la subsecuencia comin
mads larga de registros en ambos archivos,

Escribase un programa encuentra que tome dos argumentos que consten de
una cadena y un nombre de archivo, e imprima todas las lineas del archivo
que contengan la cadena como una subcadena. Por ejemplo, si la cadena
es «adom y el archivo es una lista de palabras, entonces encuentra imprime
todas las palabras que contienen el trigrama «ado».

Escribase un programa que lea un archivo y escriba en su salida estdndar
los registros del archivo clasificados.

{Cuéles son las primitivas que Pascal ofrece para tratar con archivos exter-
nos? ;CSmo pueden mejorarse?

Supéngase que se maneja una clasificacion en varias fases con tres archi-
vos, y en la i-ésima fase se crea un archivo con r, fragmentos de longitud
I, En la n-¢sima fase, se desea un fragmento en uno de los archivos y nin-
guno en los otros dos. Expliquese por qué cada uno de los siguientes enun-
ciados debe ser cierto.

a) l=1_,+1_,parai= 1, donde [, y I, se consideran las longitudes de
los fragmentos en los dos archivos ocupados inicialmente.

b) r;=r_;-r., (o, en forma equivalente, r,_, = r,_, + r, para i >=1), donde
7o ¥ -, son el nimero de fragmentos en los dos archivos iniciales.

c) r,=r,;=1y,portanto,r,r,,, .., r, forma una sucesién de Fibonacci.

(Qué condicién debe agregarse a las del ejercicio 11.9 para hacer posible
una clasificacion en varias fases,

a) con fragmentos iniciales de longitud uno (esto es, [y = [, = 1)?

b) laejecucidn para k fases, pero con fragmentos iniciales diferentes a uno
permitido?
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Sugerencia. Considérense unos cuantos ejemplos, como /,= 50, /,_, =31 0
1= 50,1, ,=32.

**11.11 Generalicense los ejercicios 11.9 y 11.10 a clasificaciones de varias fases
con mds de tres archivos.

**11.12 Muéstrese que:

a) Cualquier algoritmo de clasificacién externa que utilice sélo una cinta
como almacenamiento externo debe requerir un tiempo € (n?) para cla-
sificar n registros.

b) Un tiempo O(nlogn) es suficiente si hay dos cintas para almacenamien-
to externo.

11.13 Supodngase que se tiene un archivo externo de arcos dirigidos x — y que for-
ma un grafo aciclico, y que no hay suficiente espacio en la memoria inter-
na para contener el conjunto completo de vértices o aristas al mismo tiem-
po.

a) Escribase un programa de clasificacién topoldgica externa que escriba
un ordenamiento lineal de vértices, de modo que si x — y es un arco
dirigido, el vértice x aparezca antes de y en ¢l ordenamiento lineal.

b) ;Cudl es la complejidad de tiempo y espacio de este programa como
una funcién del nimero de accesos a blogues?

¢) ;Qué haria este programa si el grafo dirigido fuera ciclico?

**d) ,Cuél es el nimero minimo de accesos a bloque necesarios para clasi-
ficar topoldgicamente un grafo dirigido aciclico almacenado externa-
mente?

11.14 Supéngase que se tiene un archivo de un millén de registros, donde cada
registro ocupa 100 bytes. Los bloques son de 1000 bytes de longitud, y un
apuntador a un bloque ocupa 4 bytes. Diséficse una organizacién con fun-
ci6én de dispersién para este archivo. ;Cudntos bloques se necesitan para la
tabla de cubetas y las cubetas?

11.15 Diséiiese una organizacion con arboles B para el archivo del ejercicio 11.14.

11.16 Escribanse programas para implantar las operaciones RECUPERA, INSER-
TA, SUPRIME y MODIFICA en

a) archivos con funcién de dispersién,
b) archivos indizados,
¢) archivos con 4rboles B.

11.17 Escribase un programa para encontrar el k-ésimo elemento mds grande en

a) un archivo con indice disperso
b) un archivo con drbol B
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*11.20

*11.21
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Supdngase que se necesitan a + bm milisegundos para leer un bloque que
contiene un nodo de un drbol m-ario de busqueda, y ¢ + d log;m milisegun-
dos para procesar cada nodo en memoria interna. Si hay » nodos en el 4r-
bol, es necesario leer cerca de log,n nodos para localizar un registro dado.
Por tanto, el tiempo total requerido para encontrar un registro dado en el
arbol es

(log,n¥a + bm + ¢ + dlogm) = (log,n)(a + ¢ + bm)/log,m) + d)

milisegundos. Hdganse estimaciones razonables para los valores de a, b, ¢
y d, y represéntese graficamente esta cantidad como una funcién de m.
(Para qué valor de m se obtiene el minimo?

Un édrbol B* es un arbol B en el que cada nodo interno estd lleno en dos
terceras partes por lo menos (en vez de la mitad). Diséfiese un esquema de
insercién para drboles B* que retrase la divisién de nodos internos hasta
que dos nodos hermanos estén llenos. Los dos nodos hermanos pueden en-
tonces dividirse en tres, cada uno lleno en dos terceras partes. ;Qué venta-
jas y desventajas tienen los drboles B* en relacién con los 4rboles B?

Cuando la clave de un registro es una cadena de caracteres, se puede ahorrar
espacio almacenando sélo un prefijo de la clave como separador clave de
cada nodo interno de un drbol B. Por ejemplo, «gato» y «perro», pueden
separarse por el prefijo «g» 0 «ga» de «gato». Diséiiese un algoritmo de in-
sercion en drboles B que utilice prefijos de claves como separadores que
sean siempre lo mds cortos posible.

Supéngase que en cierto archivo las operaciones de insercidn y eliminacién
se efectiian en una fraccién p del tiempo, y en el tiempo 1-p restante se rea-
lizan recuperaciones donde se especifica exactamente un campo. Hay k
campos en los registros, y una recuperacion especifica el i-ésimo campo con
probabilidad g;. Supéngase también que una recuperacién requiere g mili-
segundos si no hay indice secundario para el campo especificado, y b mili-
segundos, si lo hay, y que una insercién o eliminacion requiere ¢ + sd mi-
lisegundos, donde s es el nimero de indices secundarios. Determinese,
como una funcién de a, b, ¢, d, p y las g, qué indices secundarios deben
crearse para el archivo, de manera que el tiempo promedio por operacién
se minimice.

Supdngase que las claves son de un tipo que puede ordenarse linealmente,
como los nimeros reales, y que se conoce la distribucién de probabilidades

con que apareceran las claves de valores dados en el archivo. Se puede apro-.

vechar este conocimiento para mejorar una bisqueda binaria cuando se
busca una clave en un indice disperso. Un esquema, llamado bisqueda por
interpolacidn, usa esta informacidn estadistica para predecir donde es mds
probable que se encuentre una clave x, en el intervalo de bloques de {ndi-
ces By, ..., B, a los cuales se ha limitado la bisqueda. Proporciénese
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a) un algoritmo para aprovechar el conocimiento estadistico en esta for-
ma, y

b) una demostracién de que O(loglogn) accesos a bloques son suficientes,
en promedio, para encontrar una clave.

11.23 Supdngase que se tiene un archivo externo de registros, y que cada registro
consta de una arista de un grafo G y un costo asociado a esa arista.

a) Escribase un programa para construir un drbol abarcador de costo
minimo para G, suponiendo que existe suficiente memoria para alma-
cenar todos los vértices de G, pero no todas las aristas.

b) (Cuadl es la complejidad de tiempo de ese programa como una funcién
del nimero de vértices y aristas?

Sugerencia. Un enfoque posible de este problema es mantener en memoria
un bosque con los componentes conexos actuales. Cada arista es leida y pro-
cesada como sigue: si la siguiente arista tiene extremos en dos componen-
tes distintos, se agrega y se mezclan los componentes. Si la arista crea un
ciclo en un componente ya existente, se agrega y se elimina la arista de ma-
yor costo del ciclo (que puede ser la arista actual). Este enfoque es similar
al algoritmo de Kruskal, pero no requiere clasificar las aristas, lo cual es un
aspecto importante de este problema.

11.24 Supdngase que se tiene un archivo que contiene una secuencia de nimeros
positivos y negativos a,, a,, ..., 4,. Escribase un programa O(n) para encon-
trar una subsecuencia contigua a,, a,,, ..., ; que tenga la suma mayor g, +
@;,, + ... + a; de cualquier subsecuencia.

Notas bibliogréficas

Como material adicional sobre clasificacion externa, véase Knuth [1973). Material
posterior sobre estructuras de datos externas y su uso en sistemnas de bases de datos
puede encontrarse en esa obra y en Ullman [1982] y Wiederhold [1982]. La clasifi-
cacion en varias fases se estudia en Shell [1971]. El esquema de intercalacién con
seis buffers de la seccién 11.2 es de Friend [1956], y el de cuatro, de Knuth [1973].

La seleccion de indices secundarios, de la cual el ejercicio 11.21 es una simplifi-
cacién, se analiza en Lum y Ling [1970] y Schkolnick [1975]. Los drboles B se pre-
sentaron originalmente en Bayer y McCreight [1972]. En Comer [1979], se exami-
nan muchas variantes, y en Gudes y Tsur [1980] se evahia el rendimiento en la pricti-
ca.

La informacién acerca del ejercicio 11.12, clasificacién con una y dos cintas, pue-
de encontrarse en. Floyd y Smith [1973]. El ejercicio 11.22 sobre busqueda por in-
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terpolacion se analiza con detalle en Yao y Yao [1976], v Perl, Itai y Avni [1978].

Una implantacién excelente del enfoque sugerido en el ejercicio 11.23 para
el problema del drbol abarcador externo de costo minimo fue estudiada por
V. A. Vyssotsky, alrededor de 1960 (sin publicar). El ejercicio 11.24 se debe a
M. I. Shamos.
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ﬂ2 Administracion de memoria

En este capitulo se analizan las estrategias basicas para reutilizar el espacio en me-
moria o compartirlo entre objetos distintos que crecen y se contraen de manera ar- .
bitraria. Por ejemplo, se estudiardn los métodos que mantienen listas enlazadas de
espacio disponible, y técnicas de «recoleccién de basura», que sirven para conocer la
disponibilidad de espacio s6lo cuando parece que se ha terminado el espacio dispo-
nible.

12.1 Aspectos de la administracién de memoria

En la operacién de sistemas de computo existen muchas situaciones en las que se
administra un recurso limitado de memoria, es decir, se comparte entre varios «com-
petidores». Un programador que no se ocupe de la realizacion de programas del sis-
tema (compiladores, sistemas operativos, etcétera) tal vez no perciba dichas activi-
dades, debido a que suelen realizarse «entre bastidores». Como ejemplo, los progra-
madores de Pascal saben que el procedimiento new(p) hard que el apuntador p se-
fiale hacia un objeto nuevo del tipo correcto; pero, ;de donde procede el espacio
para el objeto? El procedimiento new tiene acceso a una region grande de memoria,
conocida como «estructura dindmica» (heap), que las variables del programa no
usan. De esa region, se selecciona un blogue no utilizado de bytes consecutivos su-
ficiente para contener un objeto del tipo al que apunta p, y se hace que p contenga
la direccién del primer byte de ese bloque. Pero jcomo sabe el procedimiento new
qué bytes de la memoria estdn «desocupados»? La seccién 12.4 sugiere la respuesta.

Auln més misterioso es lo que sucede si se modifica el valor de p, bien por una
asignacién o por otra llamada a new(p). El bloque de memoria al que apunta p pue-
de ser ahora inaccesible, en el sentido de que no hay forma de llegar a él mediante
las estructuras de datos del programa, y se puede reutilizar su espacio. Por otro lado,
antes de cambiar p, su valor pudo haberse copiado en otra variable. En ese caso, el
bloque de memoria serd parte todavia de las estructuras de datos del programa.
(Cdémo se puede saber si un bloque de la regién de memoria utilizada por el proce-
dimiento new ya no es requerido por el programa?

El tipo de administracién de memoria que se efecttia en Pascal sdlo es uno mds.
Por ejemplo, en algunas situaciones, como Pascal, objetos de tamaiios distintos com-
parten el mismo espacio de memoria; en otras situaciones, todos los objetos que com-
parten el espacio son del mismo tamaiio. Esta distincién con respecto a los tamafios
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de los objetos es una forma de clasificar las clases de problemas de administracién
de memoria a que uno debe enfrentarse. A continuacion se presentan algunos ejem-
plos mds.

1. En el lenguaje de programaci6én LISP, el espacio de memoria se divide en celdas
que, en esencia, son registros que constan de dos campos; cada campo puede con-
tener un dftomo (un objeto del tipo elemental, como puede ser un entero) o un
apuntador a una celda. Los dtomos y apuntadores son del mismo tamafio, asi
que todas las celdas requieren el mismo numero de bytes. Todas las estructuras
de datos conocidas pueden construirse a partir de esas celdas. Por ejemplo, las
listas enlazadas de 4tomos pueden usar los primeros campos de las celdas para
contener d4tomos, y los segundos campos, para contener apuntadores a las si-
guientes celdas de la lista. Los drboles binarios pueden representarse utilizando
el primer campo de cada celda para apuntar al hijo izquierdo, y el segundo, para
apuntar al hijo derecho. Al ejecutar un programa en LISP, el espacio de memo-
ria empleado para contener una celda puede ser a la vez parte de estructuras dis-
tintas en momentos diferentes, ya sea porque una celda se mueve entre estruc-
turas, o porque se separa de todas las estructuras y su espacio se utiliza de nuevo.

2. Un sistema de archivos, en general, divide los dispositivos de almacenamiento
secundario, como los discos, en blogues de longitud fija. Por ejemplo, UNIX
siempre usa bloques de 512 bytes. Los archivos se almacenan en una secuencia
de bloques (que no son necesariamente consecutivos). Conforme se crean y des-
truyen archivos, los bloques del almacenamiento secundario quedan disponibles
para ser utilizados de nuevo.

3. Un sistema operativo de multiprogramacion tipico permite que varios progra-
mas compartan la memoria principal al mismo tiempo. Cada programa requie-
re una cantidad determinada de memoria, la cual es conocida por el sistema ope-
rativo, y este requisito es parte de la solicitud de servicio emitida cuando se de-
sea ejecutar el programa. Mientras en los ejemplos (1) y (2) los objetos que com-
parten memoria (celdas y bloques, respectivamente) eran todos del mismo ta-
mafio, distintos programas requieren cantidades diferentes de memoria. Asi,
cuando termina un programa que usa 100K bytes, puede reemplazarse por otros
dos que manejen 50K cada uno, o uno 20K y otro 70K (con 10K no utilizados).
Como solucidn distinta, los 100K bytes liberados a la terminacién del programa
pueden combinarse con los 50K adyacentes que estén sin utilizar, y entonces
puede ejecutarse un programa que requiera hasta 150K. Otra posibilidad es que
ningun programa nuevo quepa en el espacio liberado, y que 100K bytes quede
momentdneamente sin utilizar,

4. Hay muchos lenguajes de programacién, como SNOBOL, APL o SETL, que asig-
nan espacio a objetos de tamafio arbitrario. A esos objetos, que son valores asig-
nados a variables, se les asigna un bloque de espacio de un gran bloque de me-
moria, que suele denominarse estructura dindmica (heap). Cuando cambia al va-
lor de una variable, al valor nuevo se le asigna un espacio en la estructura dina-
mica, y un apuntador para que la variable apunte al nuevo valor. Es posible que
el valor anterior de la variable quede ahora sin utilizar, y su espacio se pueda
volver a utilizar. Sin embargo, los lenguajes como SNOBOL o SETL realizan asig-
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naciones como A = B haciendo que el apuntador de A apunte al mismo objeto
que el apuntador de B; si 4 o B fueran reasignados, el objeto anterior no se li-
beraria y su espacio no podria solicitarse.

Ejemplo 12.1. En la figura 12.1(a) se observa la estructura dindmica que puede ma-
nejarse en un programa en SNOBOL con las variables 4, B y C. El valor de cual-
quier variable en SNOBOL es una cadena de caracteres y, en este caso, el valor de
Ay B es «BUENOS DIAS» y el valor de C es «PASA LA SAL».

Se ha elegido Ia representacion de cadenas de caracteres por medio de apunta-
dores a bloques de memoria en la estructura dindmica. Esos blogues tienen sus dos pri-
meros bytes (el nimero 2 es un valor tipico que podria cambiarse) dedicados a un en-
tero que da la longitud de la cadena; por ejemplo, «BUENOS DIAS» tiene longitud
11, contando el espacio entre palabras, asi que el valor de A (y de B) ocupa 13 bytes.

Si el valor de B se cambia por «kBUENAS NOCHES», se puede encontrar un blo-
que vacio en el mont6n con 15 bytes para almacenar el nuevo valor de B, incluyen-
do los dos bytes de la longitud. Se hace que el apuntador de B apunte al nuevo va-
lor, como se muestra en la figura 12.1(b). El bloque que contiene el entero 11 y «BUE-
NOS DIAS» aiin es 1til, pues 4 continia apuntando a €l. Si el valor de A cambia,
ese bloque quedara sin uso y puede volver a utilizarse. La forma de saber que no
hay apuntadores a tales bloques es un tema importante en este capitulo O

| [12] suenospus | [13] easarasa | |

' s R

| IIZI BUENOS DIAS | IlSlBUENASNOCHE.Sl Il3l PASA LA SAL | J

0O A o

(b)

Fig. 12.1. Variables de cadenas en una estructura dinamica.

En los cuatro ejemplos anter’ ires, se pueden observar diferencias a lo largo, por
lo menos, de dos «dimensiones» ortogonales. El primer aspecto es si los objetos que
se encuentran compartiendo el espacio son de la misma longitud o no. En los dos
primeros ejemplos, los programas en LISP y el almacenamiento de archivos, los ob-
jetos, celdas tipo LISP en un caso, y bloques con partes de archivos, en el otro, son
del mismo tamario. Este hecho permite ciertas simplificaciones del problema de la
administracién de memoria. Por ejemplo, en la realizacién en LISP, una regién de
memoria se divide en espacios, cada uno de los cuales puede contener exactamente
una celda. El problema de la administracion es encontrar espacios vacios para ubi-
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car las celdas recién creadas y nunca se necesiia almacenar una celda en una posi-
¢i6n en que se translapen dos espacios. Igualmente, en el segundo ejemplo, un disco se
divide en bloques de tamaiio idéntico, y a cada bloque se le asigna parte de un ar-
chivo; nunca se emplea un bloque para almacenar partes de dos o mds archivos, aun-
que un archivo termine en mitad de un bloque.

En contraste, el tercero y cuarto ejemplos cubren la asignacién de memoria para
un sistema de multiprogramacién y administracién de una estructura dindmica para
los lenguajes que tratan con variables cuyos valores son objetos «grandes», y aqui
se habla de asignacién de espacio en bloques de tamaiio diferente. Este requisito pre-
senta ciertos problemas que no se presentan en el caso de longitudes fijas. Por ejem-
plo, se teme la fragmentacidn, una situacién en la cual hay mucho espacio sin utili-
zar, pero estd distribuido en fragmentos tan pequefios que no puede encontrarse es-
pario para un objeto grande. Se profundizard mas acerca de la administracion de es-
tructuras dindmicas en las secciones 12.4 y 12.5.

El segundo aspecto importante es si la recoleccion de basura, un término muy des-
criptivo para la recuperacién de espacio no utilizado, se efectia explicita o implici-
tamente, esto es, mediante un mandato del programa o sélo como respuesta a una
peticién de espacio que no puede satisfacerse de otra manera. En el caso de la ad-
ministracién de archivos, cuando se elimina un archivo, los blogues que se utiliza-
ron para contenerlo son conocidos por el sistema de archivos. Por ejemplo, el siste-
ma de archivos puede grabar la direccién de uno o mds «bloques maestros» para
cada archivo existente; los bloques maestros listan las direcciones de todos los blo-
ques utilizados por el archivo. Asi, cuando se elimina un archivo, el sistema de ar-
chivos puede hacerlo explicitamente disponible para reutilizar todos los blogues em-
pleados por ese archivo.

En contraste, las celdas de LISP continian ocupando su espacio en memoria
cuando se apartan de las estructuras de datos del programa. Debido a la posibilidad
de que haya varios apuntadores a una celda, no se puede decir cudndo una celda
estd separada por completo y, por tanto, tampoco recoger en forma explicita las cel-
das, como se hizo con los bloques de un archivo eliminado. Tarde o temprano, to-
dos los espacios en memoria corresponderdn a celdas itiles o inutiles, y la siguiente
solicitud de espacio para otra celda activard implicitamente una «recoleccién de
basura»; en ese momento, el intérprete de LISP marca todas las celdas utiles, por me-
dio de un algoritmo similar al que se presentard en la seccién 12.3, y después enla-
zara todos los bloques que contengan celdas iniitiles en una lista de espacio dispo-
nible, para poderlas reutilizar.

La figura 12.2 ilustra las cuatro clases de administracién de memoria y da un
ejemplo de cada una. De la figura 12.2 ya se han comentado los ejemplos de blo-
ques de tamafio fijo. La administracién de la memoria principal en un sistema de
programacién miltiple es un ejemplo de peticién explicita de bloques con longitud
variable. Esto es, cuando un programa termina, el sistema operativo, sabiendo qué
area de memoria se otorgd al programa y sabiendo que ningiin otro programa puede
usar ese espacio, hace que el espacio quede inmediatamente disponible para cual-
quier otro programa.

La administracién de una estructura dindmica en SNOBOL o en muchos otros
lenguajes es un ejemplo de blogues con longitud variable y recoleccién de basura.
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recuperacién del espacio no utilizado

explicita recoleccién de basura
fijo sisterna de archivos LISP
tamaifio
del bloque
. sistema de
variable multipro scita SNOBOL

Fig. 12.2. Ejemplos de las cuatro estrategias de administracién de memoria.

Como en LISP, un intérprete tipico de SNOBOL no intenta recuperar blogues de
memoria hasta que se agota el espacio. En ese momento, el intérprete realiza una
recoleccién de basura igual que lo hace un intérprete de LIPS, pero con la posibilidad
adicional de que las cadenas se muevan en torno a la estructura dindmica para re-
ducir la fragmentacién, y que los bloques libres adyacentes se combinen para for-
mar bloques mas grandes. Obsérvese que los dos dltimos pasos no tienen sentido en
un ambiente LISP.

12.2 Administracién de bloques de igual tamano

Supéngase que se tiene un programa que maneja celdas con un par de campos cada
una; cada campo puede ser un apuntador a una celda o puede contener un «itomon.
Por supuesto, la situacion es igual a la de un programa escrito en LISP, pero el pro-
grama puede escribirse casi en cualquier lenguaje, incluso en Pascal, si se definen
las celdas del tipo registro variante. Las celdas vacias que se encuentran disponibles
para su incorporacioén a una estructura de datos se colocan en una lista de espacio
disponible, y cada variable del programa se representa por un apuntador a una cel-
da; la celda apuntada puede pertenecer a una gran estructura de datos.

Ejemplo 12.2. En la figura 12.3, se observa una estructura de datos posible. A, By
C son variables, y las letras minisculas representan dtomos. Obsérvense algunos fe-
noémenos interesantes: la celda que contiene el 4tomo a estd apuntada por la varia-
ble A y por otra celda; la celda que contiene el 4tomo ¢ estd apuntada por dos celdas
distintas; las celdas que contienen g y s son un caso especial, porque aunque se apun-
tan mutuamente, no son accesibles desde las variables 4, B o C, ni estdn en la lista
de espacio disponible. O

Supdngase que cuando se ejecuta el programa, se pueden quitar celdas nuevas de
la lista de espacio disponible; por ejemplo, puede ser conveniente sustituir el apun-
tador nulo de la celda con el 4tomo ¢ de la figura 12.3 por un apuntador a una celda
nueva que contenga el 4tomo i/ y un apuntador nulo. Esta celda se eliminari de la
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Fig. 12.3. Red de celdas.

cabeza de la lista de espacio disponible. También es posible que de vez en cuando
los apuntadores cambien, de forma que las celdas se separen de las variables del pro-
grama, como sucedi6 con las celdas g y & de la figura 12.3. Por ejemplo, la celda en
que se encuentra el 4&tomo ¢, pudo haber apuntado alguna vez a la celda que contie-
ne a g. Como otro ejemplo, el valor de la variable B puede cambiar en un momento
dado, lo cual si nada mas ha cambiado, aparta la celda apuntada por B en la figura
12.3, al igual que la celda que contiene a d y e (pero no la celda que contiene a c,
pues ésta es accesible desde 4). Las celdas que no pueden alcanzarse desde ninguna
variable y que no estdn en la lista de espacio disponible son conocidas como celdas
inaccesibles.

Cuando se separan las celdas, y no las vuelve a necesitar el programa, seria de-
seable que volvieran a la lista de espacio disponible, para poderlas usar de nuevo.
Si no se reclaman dichas celdas, con el tiempo se llegar4 a la situacién inaceptable
de que el programa no esté empleando todas las celdas, aunque requiera una celda
nueva, y la lista de espacio disponible esté vacia. Es entonces cuando debe realizarse
una recoleccion de basura, lo que consume tiempo. Este paso de recoleccién de basura
es «impliciton, en el sentido de que no lo llamé explicitamente la peticién de espacio.

Cuentas de referencia

Un enfoque atractivo para la deteccidn de celdas inaccesibles consiste en incluir en
cada celda una cuenta de referencia, esto es, un campo de tipo entero cuyo valor sea
igual al nimero de apuntadores a la celda. Es fécil mantener las cuentas de referen-
cia; cuando se hace que un apuntador apunte a una celda, se agrega un uno a la cuen-
ta de referencia de esa celda, y cuando se reasigna un apuntador no nulo, primero
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disminuye en uno la cuenta de referencia de la celda apuntada. Si una cuenta de re-
ferencia llega a valer cero, la celda serd inaccesible y se podra devolver a la lista de
disponibles.

Lamentablemente, las cuentas de referencia no siempre funcionan. Las celdas
con g y h de la figura 12.3 son inaccesibles y enlazadas en un ciclo. Sus cuentas de
referencia valen 1, de manera que no se pueden devolver a la lista de disponibles.
Se puede intentar detectar ciclos de celdas inaccesibles de distintas formas, pero tal
vez no valga la pena hacerlo. Las cuentas de referencia son utiles para estructuras
que no tienen ciclos de apuntadores. Un ejemplo de estructura sin posibilidades de
ciclos es una coleccién de variables apuntando a bloques que contienen datos, como
en la figura 12.1. De esta forma, se puede hacer la recoleccién de basura de forma
explicita, recogiendo un bloque cuando su cuenta de referencia ha alcanzado el va-
lor cero. Sin embargo, cuando las estructuras de datos permiten ciclos de apuntado-
res, la estrategia basada en cuentas de referencia por lo general es inferior a otro en-
foque que se analizard en la siguiente seccion, tanto en funcién del espacio requeri-
do por las celdas como del tiempo relacionado con el caso de las celdas inaccesibles.

12.3 Algoritmos de recoleccion de basura
para bloques de igual tamano

Ahora se presenta un algoritmo para detectar qué celdas de una coleccién de los ti-
pos sugeridos en la figura 12.3 son accesibles desde las variables del programa. Se
definird con precision el problema definiendo un tipo de celda en Pascal que es una
variante de tipo registro; las cuatro variantes, que se llamardn PP, PA, AP, AA, se
determinan segin cudles de los dos campos de datos son apuntadores y cudles son
atomos. Por ejemplo, PA significa que el campo izquierdo es un apuntador y el cam-
po derecho es un dtomo. Un campo booleano adicional en las celdas, llamado mar-
ca, indica si la celda es accesible. Es decir, poniendo marca en verdadero al hacer
la recoleccién de basura, se «marca» la celda, indicando que es accesible. En la figura
12.4 se muestran las definiciones de los tipos.

type
tipo_4tomo = { algiin tipo apropiado, de preferencia,
del mismo tamafio que los apuntadores |
patrones = (PP, PA, AP, AA),
tipo_celda = record
marca: boolean;
case patrdn: patrones of
PP: (izquierda: t tipo_celda; derecha: t tipo_celda);
PA: (izquierda: ! tipo_celda; derecha: tipo_itomo);
AP: (izquierda: tipo_atomo; derecha: t tipo_celda);
AA: (izquierda: tipo_atomo; derecha: tipo_dtomo);
end;

Fig. 12.4. Definicion del tipo de las celdas.
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Se supone que hay un arreglo de celdas, que ocupa casi toda la memoria, y una
coleccioén de variables, que son apuntadores a las celdas. Por simplicidad, se da por
hecho que hay s6lo una variable, llamada fisente, apuntando a una celda, pero la ex-
tensién a muchas variables no es dificil . Esto es, se declara

var
fuente: t tipo—celda;
memoria: array [1..tamaro_memoria) of tipo_celda;

Para marcar las celdas accesibles desde fuente, primero se «desmarcan» todas las
celdas, sean o no accesibles, recorriendo todo el arreglo memoria y poniendo el cam-
po marca en falso. Después, se realiza una bisqueda primera de profundidad en el
grafo que emana de fuente, marcando todas las celdas visitadas. Las celdas visitadas
son exactamente aquellas que son accesibles. Después, se recorre el arreglo memoria
para agregar a la lista de espacio disponible todas las celdas no marcadas. La figura
12.5 muestra un procedimiento bpfpara realizar la buisqueda en profundidad; bpfse
llama con el procedimiento recoge que desmarca todas las celdas, y marca las celdas
accesibles llamando a bpf. No se presenta el codigo para enlazar la lista de espacio
disponible debido a las peculiaridades de Pascal. Por ejemplo, aunque se pueden en-
lazar las celdas disponibles con todas las celdas izquierdas o todas las derechas, ya
que se ha supuesto que los apuntadores y los d4tomos tienen el mismo tamaiio, no
estd permitido reemplazar 4tomos por apuntadores en las celdas que sean del tipo
variante AA4.

(1)  procedure bpf( celda_actual: 1 tipo_celda );
{ Si se marcé la celda actual no se hace nada; en caso contrario,
debe marcarse y llamar a bpf en cualquier celda apuntada por

la celda actual |
begin
(2) with celda_actual t do
3) if marca = false then begin
4) marca = true,
(5) if (patrén = PP) or (patron = PA) then
(6) if izquierda <> nil then
()} bpflizquierda);
8 if (patrén = PP) or (patrén = AP) then
9) if derecha <> nil then
(10) bpflderecha),
end
end; { bpf}

(11) procedure recoge;,
var
i: = integer;

t Cada lenguaje de programacién debe proporcionar un método propio de representacion del conjun-
10 de variables actual, y cualquiera de los métodos estudiados en los capitulos 4 y 5 es adecuado. Por ejem-
plo, la mayor parte de las aplicaciones usan una tabla de dispersién para guardar las variables.
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begin
(12) for i := 1 to tamario_memoria do | “desmarcar” todas las celdas |
(13) memaoria[i].marca ;= false;
(14) bpfifuente); | marcar las celdas accesibles }
(15) | aqui va el cédigo para la recogida |
end; | recoge |

Fig. 12.5. Algoritmo para marcar celdas accesibles.

Recoleccion en el mismo sitio

El algoritmo de la figura 12.5 tiene un defecto sutil; en un ambiente de programa-
cién donde la memoria es limitada, puede suceder que no haya espacio disponible
para almacenar la pila requerida para las llamadas recursivas a bpf. Como se ilustré
en la seccion 2.6, cada vez que bpf se llama a si mismo, Pascal (o cualquier otro len-
guaje que permita la recursién) crea un «registro de activacidn» para esa llamada par-
ticular a bpf. En general, un registro de activacion contiene espacio para pardmetros
y variables locales al procedimiento, del cual cada llamada necesita su propia copia.
Algo que también es necesario en cada registro de activacion es una «direccién de
retorno», el lugar al cual debe regresar el control cuando termina esta llamada re-
cursiva al procedimiento.

En el caso particular de bpf, s6lo se necesita espacio para el pardmetro y la di-
reccién de retorno [esto es, fue llamado desde la linea (14) de recoge, desde la li-
nea (7) o la (10) de otra invocacién de bpf]. No obstante, esta solicitud de espacio
es suficiente para que, si toda la memoria se enlaza en una sola cadena extendida
desde fuente (por lo que el numero de llamadas activas a bpf puede ser en algiin mo-
mento igual a la longitud de esta cadena), se requerird bastante mas espacio para la
pila de registros de activacién que el asignado para la memoria. Si ese espacio quiza
no estuviera disponible, seria imposible realizar la marcacion.

Por fortuna, hay un ingenioso algoritmo, conocido como algoritmo de Deutsch-
Schorr-Waite, para hacer la marcacion en el mismo sitio. Es necesario convencerse
de que la secuencia de celdas sobre la cual se ha realizado una llamada a bpf, sin ha-
ber terminado, en realidad forma un camino desde fuente hasta la celda en la cual
se hizo la llamada actual a bpf. Asi, se puede usar una versién no recursiva de bpf,
y en vez de una pila de registros de activacién para registrar el camino de celdas des-
de fuente hasta la celda que se estd examinando en ese momento, se pueden usar los
campos apuntadores del camino para contener el camino mismo. Esto es, cada cel-
da del camino, excepto la tltima, contiene en el campo derecha o izquierda un apun-
tador a su predecesor, la celda mds cercana a fuente. Se describird el algoritmo de
Deutsch-Schorr-Waite con un campo extra de un solo bit, llamado atrds, que es de
un tipo enumerado (/,D), e informa si el campo izquierdo o ¢l derecho apunta al pre--
decesor. Mds tarde, se evaluard la forma de almacenar la informacién contenida en
atrds en el campo patron, sin necesidad de espacio adicional en las celdas.

El nuevo procedimiento para busqueda en profundidad no recursiva, que se lla-
ma bpfnr, se vale de un apuntador, actual, a la celda actual, y un apuntador, previo,
al predecesor de la celda actual. La variable fuente apunta a una celda fuentel que
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tiene un apuntador sélo en su campo derecho t. Antes de marcar se asigna valor ini-
cial a fuentel para tener atrds = D, y su campo derecho apuntando a si mismo. A la
celda que suele apuntar fuentel, apunta ahora actual, y a fuentel ahora previo. Se de-
tiene la operacién de marcado ocurre cuando actual = previo, lo cual sélo ocurre
cuando ambos apuntan a fuentel, y se ha revisado por completo la estructura.

Ejemplo 12.3. La figura 12.6(b) muestra una posible estructura que emana de fisente.
Si hace una bisqueda primera de profundidad en la estructura, se visitan (1), (2),
(3) y (4), en ese orden. La figura 12.6(b) muestra las modificaciones hechas a los
apuntadores cuando la celda actual es (4). Se muestra el valor del campo atrds, aun-
que no sucede lo mismo con los campos marca y patrén. El camino actual va de (4)

Suente

Suente |

(a) Estructura de una celda

Pt Y

=

(b) Situacién en la que la celda (4) es la actual

Fig. 12.6. Uso de apuntadores para representar el camino de regreso a fuente.

a(3)a(2)ya(l), de vuelta a fuentel; estd representado por lineas (apuntadores) de
puntos. Por ejemplo, la celda (1) tiene atrds = I, ya que el campo izquierda de (1),
que en la figura 12.6 contiene un apuntador a (2), estd apuntando hacia atras, en
vez de hacia adelante a lo largo del camino; sin embargo, se restaurard ese apunta-
dor cuando la bisqueda en profundidad por fin regrese de la celda (2) ala (1). Ana-
logamente, en la celda (2), atrds = D, y el campo derecho de (2) apunta hacia atrds
en el camino hacia (1), en vez de dirigirse a (3), como lo hacia en la figura 12.6(a). O

1 Esta incomodidad es necesania debido a las peculiaridades de Pascal.
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Son tres los pasos basicos para realizar la busqueda en profundidad:

1. Avanzar. Si se determina que la celda actual tiene uno o mds apuntadores no nu-
los, se avanza al primero de ellos, esto es, se sigue el apuntador en izquierda, pero
si no lo hay, se sigue el apuntador en derecha. Por «avanzam se entiende hacer
que la celda apuntada se convierta en la celda actual y, la celda actual, en la an-
terior. Para ayudar a encontrar el camino de regreso, se hace que el apuntador
recién seguido apunte a la celda anterior. Esos cambios se muestran en la figura
12.7(a), en el supuesto de que se siga al apuntador izquierdo. En esa figura, los
apuntadores anteriores se representan con lineas de trazo continuo, y los nuevos,
con lineas de puntos.

2. Conmutador. 5i se determina que las celdas siguientes a la actual ya se han revi-
sado (por ejemplo, la celda actual puede tener sélo 4tomos, puede estar marcada,
o se pudo haber «replegado» a la celda actual desde la apuntada por el campo de-
recha de la actual), se consulta el campo afrds de la celda anterior. Si ese valor
es I, y el campo derecha de la celda previa contiene un apuntador no nulo a al-
guna celda C, se hace que C se convierta en la celda actual, y la identidad de la
celda anterior no se cambia. Sin embargo, el valor de atrds en la celda anterior
se hace D, y el apuntador izquierdo en esa celda recibe su valor correcto; esto es,
se hace que apunte a la celda actual anterior. Para mantener el camino de regreso
a fuente desde la celda anterior, se hace que el apuntador a C en el campo dere-
cha apunte hacia donde apuntaba izquierda. La figura 12.7(b) muestra esos cam-
bios.

3. Replegar. Si se determina, como en (2), que las celdas que parten de la actual se
han recorrido, pero el campo atrds de la celda anterior es D, o es /, pero el campo
derecho contiene un 4tomo o un apuntador nulo, entonces se han revisado todas
las celdas que parten de la anterior. Se efectia el repliegue haciendo que la celda
anterior sea la actual y que la celda siguiente en el camino de la celda anterior a
Jfuente sea la nueva celda anterior. Esos cambios se muestran en la figura 12.7(c),
en el supuesto de que atrds = D en la celda anterior.

Una coincidencia fortuita es que cada paso de la figura 12.7 se puede considerar
como la rotacién simultdnea de tres apuntadores. Por ejemplo, en la figura 12.7(a),
se reemplazan simultineamente (previo, actual, actual t.izquierda) por (actual, ac-
tual V.izquierda, previo), respectivamente. Debe subrayarse la simultaneidad: la ubi-
cacién de actual t.izquierda no cambia al asignar un valor nuevo a actual. Para rea-
lizar esas modificaciones a los apuntadores es 1til contar con un procedimiento ro-
tar, que se muestra en la figura 12.8. Obsérvese en especial que el paso de pardme-
tros por referencia asegura que las ubicaciones de los apuntadores se establezcan an-
tes de cambiar ninglin valor.

Ahora se considera el disefio del procedimiento no recursivo bpfnr para hacer el
marcado. Este procedimiento es uno de esos raros procesos que son mas faciles de
entender cuando se escriben con etiquetas y proposiciones goto. En especial, existen
dos «estados» del procedimiento, «avance» representado por la etiqueta 1, y «replie-
gue», representado por la etiqueta 2. Se introduce inicialmente el primer estado, y
también siempre que se pasa a una celda nueva, por un paso de avance o uno de
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conmutacién. En este estado, se intenta otro paso de avance, y sélo se efectiia un re-
pliegue o una conmutacion si existe un bloqueo, que se puede deber a dos razones:
1) la celda recién alcanzada ya estd marcada, o 2) no hay apuntadores no nulos en
la celda. Cuando hay un bloqueo, se cambia al segundo estado o «replegadon.

(c) Replegar

Fig. 12.7. Tres pasos bésicos.

procedure rota ( var pl, p2, p3: t tipo_celda );
var
temp: 1 tipo_celda;
begin
temp = pl;
pl = p2;
p2 = p3;
p3 = temp
end; | rota |

Fig. 12.8. Procedimiento de modificacién de apuntadores.
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El segundo estado se alcanzard cuando ocurra un repliegue o cuando no sea po-
sible permanecer en estado de avance porque hay un bloqueo. En el estado de re-
pliegue, se prueba si ya se ha replegado hasta la celda ficticia fuentel. Como se ana-
lizé antes, se reconocer4 esta situacién porque previo = actual, en cuyo caso se pasa
al estado 3. De otra forma, se decide un repliegue para permanecer en ese estado o
se pasa al estado de avance. El cddigo de bpfir se muestra en la figura 12.9; este c6-
digo utiliza las funciones blogue_izq, bloque_der y blogue, que prueban si los cam-
pos izquierdo o derecho de una celda, o ambos, tienen un dtomo o un apuntador
nulo, blogue también prueba si hay una celda marcada.

function bloque_izquierdo ( celda: tipo_celda): boolean;
| prueba si el campo izquierda es un &tomo o un apuntador nulo }

with celda do
if (patron = PP) or (patrén = PA) then
if izquierda <> nil then return (false);
return (true)
end; | blogue_izquierdo |
function bloque_derecho ( celda : tipo_celda ): boolean;
{ prueba si el campo derecha es un 4tomo o un apuntador nulo }
begin
with celda do
if (patrén = PP) or (patron = AP) then
if derecha <> nil then
return (false);
return (true)
end; | blogue_derecho |

function blogue ( celda : tipo_celda ): boolean;
{ prueba si la celda est4 marcada o no contiene un apuntador no nulo s |

if (celda.marca = true) or bloque_izquierdo(celda) and blogue_derecho
(celda) then
return (true)
else
return (false)
end; { blogue |
procedure bpfhr; | marca las celdas accesibles desde fuente |
var
actual, previo: ftipo_celda;
begin { asignacién de valor inicial }
actual := fuentel}.derecha; { celda apuntada por fiente 1 }
previo = fuentel; | previo apunta a fuentel |
fuentelt.atrds = D,
fuentelt.derecha = fuentel; | fuentel se apunta a sf mismo }
fuentelt.marca = true;
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estado 1: | intenta avanzar |
if bloque{actualt) then begin | prepara el repliegue |
actualt.marca := true;
goto estado?
end
else begin { marca y avanza |
actualt.marca := true;
if bloque_izquierdolactuall) then begin { sigue al apuntador derecho |
actualt .atrds := D,
rota(previo, actual, actualt .derecha); irealiza los cambios
de la figura 12.7(a), pero siguiendo al apuntador derecho |
goto estadol
end

else begin | sigue al apuntador izquierdo |
actualt.atrds =1,
rota(previo, actual, actualt.izquierda),
{ realiza los cambios de la figura 12.7(a) |
goto estadol
end

end;

estado2: { termina, repliega o conmuta
if previo = actual then { termina |
goto estado3
else if (previot.atrds = I) and
not blogue_derecho(previot) then begin | conmuta }
previot.atrds == D,
rota(previot.izquierda, actual, previot.derecha),
{ realiza los cambios de la figura 12.7(b) |
goto estadol
end
else if previot.atrds = D then | repliega |
rota (previo, previot.derecha, actual)
{ realiza los cambios de la figura 12.7(c) |
else { previot .atrds =11
rota(previo, previot.izquierda, actualy,
{ realiza los cambios de la figura 12.7(c), pero con el campo
izquierda de la celda previa comprendido en el camino |
goto estado2
end;

estado3: { poner aqui el codigo para enlazar celdas no marcadas en la
lista de espacio disponible |
end; { bpfr|

Fig. 12.9. Algoritmo no recursivo para marcar celdas.
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Algoritmo Deutsch-Schorr-Waite sin un bit extra para el campo atras

Es posible, aunque poco probable, que el bit extra utilizado en las celdas por el cam-
po atrds haga que las celdas necesiten un byte extra, o incluso de una palabra adi-
cional. En tal caso, es bueno saber que en realidad no se necesita el bit extra, al me-
nos si se programa en un lenguaje que, a diferencia de Pascal, permita utilizar los
bits del campo patrdn para propésitos distintos de los declarados: designadores del
formato de registro variante. El «truco» consiste en observar que si se usa el campo
atrds, como su celda estd en el camino de vuelta a fuentel, los valores posibles del
campo patrén estdn restringidos. Por ejemplo, si atrds = I, entonces se sabe que el
patrén debe ser PP o PA, pues es obvio que el campo izquierda tiene un apuntador.
Los mismo sucede cuando atrds = D. Asi, si se dispone dos bits para representar pa-
trén y (cuando sea necesario) atrds, se puede codificar la informacién necesaria como
en la figura 12.10, por ejemplo.

Debe observarse que en el programa de la figura 12.9, siempre se sabe si se estd
usando atrds, para saber qué interpretacién de la figura 12.10 es aplicable. Tan sélo
cuando actual apunta a un registro, el campo atrds en ese registro no se usa; cuando
previo lo apunta, entonces si. Por supuesto, cuando se mueven esos apuntadores, es
necesario ajustar los cédigos; por ejemplo, si actual apunta a una celda con los
bits 10, que se interpretan de acuerdo con la figura 12.10 como patrén = AP, y se de-
cide avanzar, de modo que previo apuntard ahora a esta celda, se fija atrds = D, pues
sélo el campo derecho contiene un apuntador, y los bits apropiados son 11. Obsér-
vese que si el patrén fuera A4, que no tiene representacién en la columna central
de la figura 12.10, no se querrd que previo apunte a la celda, pues no hay apuntado-
res que seguir en un movimiento de avance.

Codigo En el camino hacia fuente 1 | Fuera del camino
00 atrds = I, patrén = PP patrén = PP
01 atrds = I, patrén = PA patrén = PA
10 atrds = D, patron = PP patron = AP
11 atrds = D, patrén = AP patron = AA

Fig. 12.10. Interpretacién de dos bits como patrdn y atras.

12.4 Asignacion de almacenamiento para objetos
de diferentes tamanos

Considérese ahora el manejo de una estructura dindmica, como lo presenta la figura
12.1, donde hay una coleccién de apuntadores a bloques asignados. Los bloques con-
tienen datos de algun tipo. En la figura 12.1, por ejemplo, los datos son cadenas de
caracteres. Aunque el tipo de los datos almacenados en la estructura dindmica no
tiene por qué ser cadenas de caracteres, se supone que los datos no tienen apunta-
dores a localidades de la estructura dindmica.

El problema de la administracién de estructuras dindmicas tiene aspectos que fa-
cilitan y también dificultan su mantenemiento en comparacién con las estructuras
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de listas de celdas de igual tamaiio, tratadas en la secci6n anterior. El factor princi-
pal que facilita el problema es que el marcado de bloques usados no es un proceso
recursivo; s6lo se tienen que seguir los apuntadores externos de la estructura dind-
mica y marcar los bloques apuntados. No es necesaria una blisqueda en profundi-
dad de una estructura enlazada ni de un algoritmo como el Deutsch-Schorr-Waite.

Por otro lado, la administracién de la lista de espacio disponible no es tan sim-
ple como en la seccién 12.3. Podria imaginarse que las regiones vacias [por ejemplo,
en la Fig. 12.i(a) hay tres regiones vacias] estdn enlazadas como se sugiere en la fi-
gura 12.11. Ah{ se observa una estructura dindmica de 3000 palabras dividida en cin-
co bloques. Dos bloques de 200 y 600 palabras, respectivamente, contienen los va-
lores de X e Y. Los tres bloques restantes estdn vacios, y estdn enlazados en una ca-
dena que parte de dispo, el encabezado para el espacio disponible.

dispo

i TSR, A .

n valor l A valor
500(0( # [vacio §200(1 de x [1000(0]#|vaciog600)1 de Y 700)0 | @ | vacio
| e ——
R e equilibrio del blogue
bit vacio/lleno
contador XI ‘ | Yl l l

Fig. 12.11. Una estructura dindmica con lista de espacio disponible.

Para que los bloques vacios se puedan encontrar siempre que se requiera alma-
cenar datos nuevos, y pueda disponerse de los que contienen datos initiles, en esta
seccién se hacen las siguientes suposiciones.

1. Cada bloque es bastante grande para contener

a) un contador que indique el tamaifio (en bytes o palabras, de acuerdo con el
computador) del bloque,

b) un apuntador (para enlazar el blogue al espacio disponible), mds

¢) un bit para indicar si el bloque estd vacio o no; este bit se conoce como bit
vacio / lleno o usado / no usado.

2. Un bloque vacio tiene, desde la izquierda (direccién mds baja), un contador que
indica su longitud, un bit vacio/lleno con un valor de cero, que indica que el blo-
que estd vacio, un apuntador al siguiente bloque disponible, y el espacio libre.

3. Un bloque que contiene datos tiene, desde la izquierda, un contador, un bit va-
cfo / lleno con valor 1 indicando que el bloque estd en uso, y los datos t.

1 Obsérvese que en la figura 12.1, en vez de un coniador que indica la longitud del bloque, se emplea
la longitud de los datos.
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Una consecuencia interesante de las suposiciones anteriores es que los blogues
deben ser capaces de almacenar datos, algunas veces (cuando estdn en uso), y apun-
tadores, en otras (cuando estdn en desuso), exactamente en el mismo lugar, con lo
que es imposible 0 muy incomodo escribir programas que manipulen blogues de
esta clase en Pascal o cualquier otro lenguaje fuertemente orientado a tipos. Asi, esta
seccion debe ser discursiva por necesidad; sélo pueden escribirse programas en seu-
do-Pascal, nunca programas reales en Pascal. Sin embargo, no hay ningilin problema
para escribir programas que hagan las cosas descritas en lenguaje ensamblador o en
la mayoria de los lenguajes de programacién de sistemas, como C.

Fragmentacioén y compactacién de blogues vacios

Para ver uno de los problemas especiales que se presentan en el manejo de estruc-
turas dindmicas, supongdse que la variable ¥ de la figura 12.11 cambia, de forma
que el bloque que representa a Y debe devolverse al espacio disponible. Es mds fécil
insertar el bloque nuevo al principio de la lista de disponibles, como se sugiere en
la figura 12.12. En esa figura se observa un caso de fragmentacion, la tendencia a
representar grandes dreas vacias en la lista de espacio disponible por medio de «frag-
mentos», esto es, varios blogques pequeiios formando el total. En el caso en cuestion,
los ultimos 2300 bytes de la estructura dindmica de la figura 12.12 estdn vacios, pero
el espacio estd dividido en tres blogues de 1000, 600 y 700 bytes, y esos bloques no
estdn siquiera, en orden consecutivo en la lista de disponibles. Sin alguna forma de
recoleccién de basura, seria imposible satisfacer una peticion de, por ejemplo, un blo-
que de 2000 bytes.

Es obvio que cuando se devuelve un bloque a la lista de disponibles es conve-
niente observar los blogues inmediatamente a la izquierda y a la derecha del bloque
que se estd haciendo disponible. Encontrar el bloque de la derecha es sencillo; si el
blogque que se estd recuperando empieza en la posicién p y el contador vale ¢, el blo-
que de la derecha empieza en la posicidn p + c. Si se conoce p (por ejemplo, el apun-
tador Y de la Fig. 12.11 contiene el valor p del bloque hecho disponible en la Fig.
12.12), basta con leer los bytes que empiezan en la posicién p, tantos como se re-
quieran para contener ¢, y obtener el valor ¢. Del byte p + ¢, se salta el campo del

dispo| L } ~
5
( [ 3 R
500(0 1 vacio 2001 “;:"}f 1000{0 lIvacio 0 .Ivacio 700|0]e| vacio

Fig. 12.12. Después de devolver el bloque de Y.
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contador para encontrar el bit que indica si el bloque esta vacio o no. Si estd vacio,
los bloques que empiezan en p y en p + ¢ pueden combinarse.

Ejemplo 12.4. Supodngase que la estructura dindmica de la figura 12.11 empieza en
la posicién 0. Entonces, el blogue de Y que se estd devolviendo empieza en el
byte 1700, asi que p= 1700 y ¢ = 600. El bloque que empieza en p + ¢ = 2300 tam-
bién esta vacio, por lo que se pueden combinar en un solo bloque que empieza en
1700 con un contador de 1300, la suma de los contadores de los dos bloques. O

Sin embargo, no es tan fécil fijar la lista de disponibles después de combinar los
blogues. Se puede crear el bloque combinado agregando tan sélo el contador del se-
gundo bloque a ¢. Sin embargo, el segundo bloque permaneceré enlazado en la lista
de disponibles y deberd separarse, para lo cual es necesario encontrar el apuntador
a ese bloque desde su predecesor en la lista de disponibles. Se presentan varias es-
trategias, pero ninguna se recomienda en especial.

1. Recorrer la lista hasta encontrar un apuntador con valor p + ¢. Este apuntador
debe estar en el bloque anterior al que se ha combinado con su vecino. Reem-
plazar el apuntador encontrado por el apuntador del bloque de p + ¢. Esto, en efec-
to, elimina el bloque que empieza en la posicién p + ¢ de la lista de disponibles.
Su espacio queda disponible, por supuesto; es parte del bloque que empieza en
p. En promedio, habrd que revisar la mitad de la lista de disponibles, asi que el
tiempo requerido es proporcional a esa longitud.

2. Usar una lista doblemente enlazada para el espacio disponible. Entonces, el blo-
que predecesor puede encontrarse con rapidez y el blogue-en p + ¢ se puede eli-
minar de la lista. Este enfoque requiere un tiempo constante, independiente de
la longitud de Ia lista de disponibles, pero requiere espacio adicional para otro
apuntador en cada bloque vacio, incrementando asi el tamafio minimo de un blo-
que para contener un contador, un bit vacio/lleno, y dos apuntadores.

3. Conservar clasificada toda la lista de espacio disponible de acuerdo con la posi-
cion. Entonces, se sabe que el bloque de la posicién p es el predecesor en la lista
del bloque en p + ¢, y la manipulacién del apuntador necesaria para eliminar el
segundo bloque puede efectuarse en un tiempo constante. Sin embargo, la inser-
cion de un blogue disponible nuevo requiere revisar en promedio la mitad de la
lista, por lo que no es més eficiente que el método (1).

De los tres métodos, el primero y el tercero requieren un tiempo proporcional a
la longitud de la lista de disponibles para devolver un bloque al espacio disponible
y combinarlo con su vecino derecho, si estd vacio. Este tiempo puede ser prohibiti-
vo o no, dependiendo de lo larga que sea la lista y del tiempo total del programa se
consume en la manipulacién de la estructura dindmica. El segundo método —doble
enlace para la lista de disponibles— tiene sélo el defecto de incrementar el tamaiio
minimo de los blogues. Lamentablemente, cuando se considera como combinar un
bloque devuelto con su vecino de la izquierda, como en los otros métodos, se obser-
va que el doble enlace no ayuda a encontrar vecinos izquierdos en menos tiempo
que el requerido para recorrer la lista de disponibles.

Encontrar un bloque inmediatamente a la izquierda del actual no es fécil. La po-
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sicién p de un bloque y de su contador ¢ determinan la posicién del bloque de la
derecha, pero esto no sirve como guia para encontrar el principio del bloque izquier-
do. Es necesario encontrar un bloque vacio que empiece en alguna posicion p, y ten-
ga un contador ¢, tal que p, + ¢, = p. Para esto hay tres posibles estrategias.

1. Revisar la lista de disponibles buscando un blogue en la posicion p, y con con-
tador ¢, donde p, + ¢,= p. Esta operacion lleva un tiempo proporcional a la lon-
gitud de la lista de disponibles.

2. Conservar un apuntador en cada bloque (usado o no) indicando la posicién del
bloque de la izquierda. Este enfoque permite encontrar el bloque izquierdo en un
tiempo constante; se prueba si estd vacio, en cuyo caso se combina con el bloque
en cuestion. Se puede encontrar el bloque en la posicién p + ¢ y hacer que apunte
al principio del bloque nuevo, para poder mantener esos apuntadores a la izquier-
dat.

3. Mantener clasificada la lista de disponibles de acuerdo con la posicién. Entonces
el blogue vacio de la izquierda se encuentra al insertar en la lista el bloque va-
ciado recientemente, y sélo es necesario revisar, usando la posicién y el contador
del bloque vacio anterior, que no se interponga ningiin bloque no vacio.

Al igual que con la intercalacién de bloques vacios recientes con el bloque de la
derecha, el primero y tercer enfoques para la biisqueda e intercalacién con el bloque
de la izquierda requieren un tiempo proporcional a la longitud de la lista de dispo-
nibles. El método (2) también requiere tiempo constante, pero tiene una desventaja
sobre los problemas relativos a la lista de disponibles doblemente enlazada (ya su-
gerida en relacién con la buisqueda de los blogues vecinos de la derecha). Mientras
que el doble enlace de los blogues vacios aumenta el tamafio minimo de los bloques,
no puede decirse que este enfoque desperdicie espacio, ya que s6lo los bloques que
no se usan para almacenar datos son los que se enlazan. Sin embargo, apuntar a los
vecinos izquierdos requiere un apuntador en los bloques utilizados y en los no uti-
lizados, y con justicia puede acusérsele de consumir espacio. Si el tamafio promedio
de los bloques es de cientos de bytes, el espacio extra para un apuntador puede ser
despreciable. Por otro lado, el espacio adicional puede ser prohibitivo si el blogue
tipico tiene sélo 10 bytes de longitud.

Para resumir las implicaciones de estas exploraciones en cuanto a como combi-
nar blogues vacios recientes con vecinos vacios, hay tres enfoques para tratar la frag-
mentacion.

1. Usar uno de varios enfoques, como puede ser conservar clasificada la lista de dis-
ponibles, que requiere un tiempo proporcional a la longitud de la lista cada vez
que un bloque queda sin utilizar, pero permite encontrar y combinar vecinos va-
cios.

2. Usar una, lista de espacio disponible doblemente enlazada cada vez que un blo-
que quede sin utilizar, y también utilizar apuntadores a los vecinos izquierdos de
todos los bloques, estén o no disponibles, para combinar vecinos vacios en un
tiempo constante.

+ Como ejercicio, se debe descubrir cémo mantener los apuntadores cuando un blogue se divide en
dos; se toma una parte para un elemento de datos nuevo. mientras que la otra permanece vacia.
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3. No hacer nada explicito para combinar vecinos vacios. Cuando no sea posible en-
contrar un blogue tan grande como para contener datos nuevos, revisar los blo-
ques de izquierda a derecha, combinando vecinos vacios y después crear una lis-
ta nueva de disponibles. Un bosquejo del programa que hace esto se muestra en
la figura 12.13.

(1)  procedure combina;

var
(2) p, ¢: apuntadores a bloques;

{ p indica el extremo izquierdo del bloque vacio que se est4
acumulando; ¢ indica un bloque a la derecha de p que se
incorporaré en el bloque p si estd vacio |

begin

(3) p= bloque mds a la izquierda de la estructura dindmica;

(4) vaciar la lista de disponibles;

(5) while p < extremo derecho de la estructura dindmica do

(6) if p apunta a un bloque lleno con contador ¢ then

(7 p == p + ¢, | saltar los blogues llenos |

(8) else begin { p apunta al principio de una secuencia de

bloques vacios; deben combinarse }

9 g = p + ¢; | asignar el valor inicial g al siguiente bloque |

(10) while ¢ apunta a un bloque vacio con un contador, d, y ¢ <
extremo derecho de la estructura dindmica do begin
(11) agregar d al contador del blogue apuntado por p;
(12) g=qg+d
end

(13) inserta el bloque apuntado por p en la lista de disponibles;
(14) p=gq

end
end; | combina}

Fig. 12.13. Combinacién de bloques vacios adyacentes.

Ejemplo 12.5. Como ejemplo, considérese el programa de la figura 12.13, aplicado
a la estructura dindmica de la figura 12.12. Sup6ngase que el byte de mas a la iz-
quierda de la estructura dindmica es cero, as{ que inicialmente, p = 0. Como ¢ = 500
para el primer blogue, a g se le asigna un valor inicial p + ¢ = 500. Cuando el bloque
que empieza en 500 estd lleno, el ciclo de las lineas (10) a (12) no se ejecuta y el blo-
que que consta de los bytes 0 a 499 se coloca en la lista de disponibles, haciendo que
dispo apunte al byte 0 y poniendo un apuntador nil en el lugar designado en ese blo-
que (después del contador y el bit vacio/lleno). Después, se asigna a p el valor 500
en la linea (14), y se incrementa a 700 en la linea (7). El apuntador g toma el valor
1700 en la linea (9), y después, 2300 y 3000 en la linea (12), al tiempo que 600 y
700 se agregan al contador 1000 en el bloque que empieza en 700. Cuando g excede
del byte de mds a la derecha, 2999, el bloque que empieza en 700, que ahora tiene
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el contador 2300, se inserta en la lista de disponibles. Entonces, en la linea (14), p
se ajusta en 3000 y el ciclo externo finaliza en la linea (5). O

El nimero total de blogues y el niimero de blogues disponibles puede no ser muy
diferente, y probablemente la frecuencia con que se puede encontrar que no hay blo-
ques vacios bastante grandes sea baja, se cree que el método (3), combinar bloques
vacios adyacentes sélo cuando se termine el espacio adecuado, es superior a (1) en
una situacién real. El método (2) es un posible competidor, pero considera los re-
quisitos de espacio adicional y el hecho de que se requiere un tiempo extra cada vez
que se inserta o elimina un bloque de la lista de disponibles, se cree que (2) serd pre-
ferible a (3) en circunstancias muy raras, y tal vez se pueda olvidar.

Seleccion de bloques disponibles

Se ha tratado con detalle qué debe suceder cuando deja de necesitarse un bloque y
se puede devolver al espacio disponible. Existe también el proceso inverso de pro-
porcionar bloques para contener nuevos datos. Es evidente que se debe seleccionar
algiin bloque disponible y usarlo parcial o totalmente para contener los datos nue-
vos. Hay dos temas a tener en cuenta. Primero, ;qué blogue vacio se selecciona? Se-
gundo, si es necesario usar sélo parte de un bloque seleccionado, ;jqué parte se usa?

La segunda pregunta es facil de aclarar. Si se utiliza un bloque con contador c y
se requieren d<<c bytes de ese bloque, se escogen los ltimos d bytes. De esta forma,
s6lo es necesario reemplazar ¢ por ¢-d, y el bloque vacio restante puede permanecer
en la lista de disponibles 1. O

Ejemplo 12.6. Supéngase que se requieren 400 bytes para la variable W en la situa-
cion representada en la figura 12.12. Podria decidirse tomar los 400 bytes finales de
los 600 que existen en el primer bloque de la lista de disponibles. Tal situaci6n se
muestra en la figura 12.14,

La seleccidén de un bloque para colocar datos nuevos no es ficil, debido a que
existen conflictos entre las metas de tales estrategias. Se desea, por un lado, poder
tomar con rapidez un bloque vacio en el cual quepan los datos y, por otro, hacer
una seleccién de un bloque vacio que reduzca la fragmentacién. Hay dos estrategias
que representan extremos en el espectro conocidas como «primer ajuste» y «mejor
ajusten, y se describen a continuacién. '

1. Primer ajuste. Para seguir la estrategia de primer ajuste, cuaando se necesita un blo-
que de tamafio d, se revisa la lista de disponibles desde el principio hasta llegar
a un blogue de tamaiio ¢ = d. Utilicense las ltimas 4 palabras en ese bloque,
como se describié antes.

2. Mejor ajuste. Para seguir la estrategia de mejor ajuste, cuando se necesita un blo-
que de tamaifio 4, se examina toda la lista de disponibles para encontrar el blo-
que de tamafio minimo 4 que sea lo més cercano posible a d. Se toman las lti-
mas d palabras de ese bloque.

t 8i ¢ - d es 1an pequeflo que un contador y un apuntador no caben, hay que utilizar el bloque com-
pleto y eliminarlo de la lista de disponibles.
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Fig. 12.14. Configuracién de la memoria.

Pueden hacerse algunas observaciones acerca de estas estrategias. La estrategia
de mejor ajuste es bastante mds lenta que la de primer ajuste, ya que con esta ultima
se puede esperar encontrar, en promedio, un bloque suficiente con rapidez, mien-
tras que con la de mejor ajuste es necesario recorrer toda la lista de disponibles. La
estrategia de mejor ajuste puede acelerarse si se mantienen listas de bloques dispo-
nibles de acuerdo con varias gamas de tamaiios. Por gjemplo, se puede mantener
una lista de bloques disponibles con longitud entre 1 y 16 bytes 1, entre 17 y 32, en-
tre 33 y 64, y asi sucesivamente. Esta «mejora» no beneficia en forma apreciable la
estrategia de primer ajuste, y, de hecho, puede alentarla si las estadisticas de los ta-
marfios de bloques son malas. (Compdrese la bisqueda del primer blogue de tamafio
mayor que 32 en la lista de disponibles completa y en la lista de bloques de tamafio
17 a 32, por ejemplo.) Una iltima observacién es que un espectro de estrategias se
puede definir entre las dos planteadas aqui, buscando ¢l mejor ajuste entre los pri-
meros k bloques disponibles para algiin tamatfio fijo k.

La estrategia de mejor ajuste parece reducir la fragmentacién en comparacién
con la de primer ajuste, en el sentido de que la primera tiende a producir «fragmen-
tos» muy pequefios, es decir, bloques abandonados. Y aunque el nimero de esos frag-
mentos es casi ¢l mismo que para el primer ajuste, tienden a ocupar un drea menor.
Sin embargo, el mejor ajuste no tiende a producir «fragmentos» de tamafio medio.
En cambio, los bloques disponibles tienden a ser fragmentos muy pequefios o blo-
ques devueltos al espacio disponible. Como consecuencia, hay secuencias de peti-
ciones que la estrategia de primer ajuste puede satisfacer y la de mejor ajuste no, y
viceversa.

Ejemplo 12.7. Supdngase, como en la figura 12.12, que la lista de disponibles consta
de los blogues de tamafio 600, 500, 1000 y 700, en ese orden. Si se emplea la estra-
tegia de primer ajuste y se hace una peticidén de un bloque de tamaiio 400, se obtie-
ne el bloque de tamafio 600 que es el primero de la lista en el cual cabe un blogue
de tamafio 400. La lista de disponibles tiene ahora bloques de tamafio 200, 500,
1000 y 700. Asi que es imposible satisfacer de inmediato tres peticiones de bloques
de tamafio 600 (aunque se puede hacer después de combinar bloques vacios adya-
centes o al recorrer bloques utilizados sobre la estructura dindmica).

t En realidad, hay un tamafio de blogue minimo mayor que 1, puesto que los bloques deben contener
un apuntador, un contador y un bit vacio/lleno si se van a encadenar a una lista de disponibles.
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No obstante, si se aplicara la estrategia de mejor ajuste con la lista de disponi-
bles 600, 500, 1000 y 700, y llegara la peticion de 400, podria colocarse donde ajus-
ta mejor, esto es, en el bloque de 500, dejando una lista de bloques disponibles de
600, 100, 1000 y 700. En este caso, se pueden satisfacer tres peticiones de bloques
de tamafio 600 sin necesidad de recurrir a la reorganizacién del almacenamiento.

Por otro lado, hay situaciones donde, al empezar con la lista 600, 500, 1000, 700
de nuevo, la estrategia de mejor ajuste puede fallar, mientras que la de primer ajuste
puede funcionar sin necesidad de reorganizacién del almacenamiento. Dada la pe-
ticién de 400 bytes, el mejor ajuste puede, igual que antes, dejar la lista en 600, 100,
1000 y 700, mientras que el primer ajuste la deja en 200, 500, 1000 y 700. Supdn-
gase que las dos peticiones siguientes son de 1000 y 700, de manera que cualquier
estrategia asignarfa completamente los dos ltimos bloques vacios, dejando 600 y
100 en el caso del mejor ajuste, y 200 y 500, en el caso del primer ajuste. Ahora
bien, el primer ajuste puede satisfacer peticiones de bloques de tamaiio 200 y 500,
mientras que el mejor ajuste obviamente no podrd. O

12.5 sistemas de manejo de memoria por afinidades
(buddy systems)

Hay una familia de estrategias para mantener una estructura dindmica que evite par-
cialmente los problemas de fragmentacién y distribucién dificil de bloques vacios.
Esas estrategias, llamadas «sistemas de manejo de memoria por afinidades»,
consumen poco tiempo al combinar bloques vacios adyacentes. El inconveniente es
que los bloques llegan en un surtido limitado de tamafios, asi que se puede desper-
diciar algin espacio colocando datos en un blogue més grande de lo necesario.

La idea central de todos los sistemas por afinidades es que los bloques son sélo
de ciertos tamafios; por ejemplo, 5, < 5, < 53 < ... < §, son todos los tamaifios en-
tre los cuales pueden encontrarse los bloques. Algunas selecciones comunes para la
secuencia s,, Sy,... son 1, 2, 4, 8,... (el sistema de afinidades exponencial) y 1, 2, 3, 5,
8, 13,... (el sistema de afinidades de Fibonacci, donde s,,, = s, + 5.,). Todos los blo-
ques vacios de tamaiio 5, estan enlazados en una lista, y hay un arreglo de encabe-
zados de lista de disponibles, una para cada tamafio s; permitido t. Si se requiere
un bloque de tamafio 4 para un grupo de datos nuevo, se escoge un bloque dispo-
nible de tamafio s, tal que s; = d, pero s, < d, esto es, el tamafio mds pequefio per-
mitido en el cual caben los datos nuevos.

Surgen algunas dificultades cuando no existen bloques vacios del tamafio desea-
do s;. En ese caso, es necesario encontrar un bloque de tamaiio s;,, y dividirlo en
dos, uno de tamafio s, y el otro de tamafio 5., — 5; 1. El sistema de afinidades im-
pone la restriccién de que s,, — 5; sea alguna s, para j < i. Ahora se ve la forma en

t Puesto que los blogues vacios deben contener apuntadores (y, como se verd, otra informacién tam-
bién), en realidad no se inicia la secuencia de tamafios permitidos en 1, sino en algun nimero apropiado
mas grande en la secuencia, como 8 bytes.

1% Por supuesto, si no hay blogues vacios de tamaiio s,,,, se crea uno dividiendo un bloque de tamaiio
S;,p ¥ asi sucesivamente. Si no existen bloques de ningun tamafio mayor, en realidad no hay espacio y es
necesario reorganizar la estructura dindmica como en la seccién siguiente.
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que se puede restringir la seleccién de valores para las s5;. Si se hace que j =i - k,
para alguna k = 0, dado que s,,, — 5, = 5, se sigue que

Siv) = 8 o Si-k (12')

La ecuacién (12.1) es aplicable cuando i > k, y junto con los valores para sy, s;,...,
s;, determina completamente a Sy, $t.2,--.. Por ejemplo, si k=0, (12.1) queda como

— (12.2)

empezando con s, = | en (12.2), se obtiene la secuencia exponencial 1, 2, 4, 8,.... Por
supuesto, no importa el valor inicial de s,; las s crecerdn exponencialmente en (12.2).
Otro ejemplo, si k= 1,5, =1y s,=2, (12.1) se transforma en

Sitl = & + 5 (12.3)

esta ecuacién define la sucesién de Fibonacci: 1, 2, 3, 5, 8, 13,....

Para cualquier valor de k escogido en (12.1), habré un sistema de afinidades de
orden k-ésimo. Para cualquier k, la secuencia de tamaiios permitidos crece exponen-
cialmente; esto es, la razén s,,,/s; se aproxima a alguna constante mayor que uno.
Por ejemplo, para k = 0, s,,,/s; es exactamente 2. Para k = 1 la razén se aproxima a
la «razén dorada» (V5+1)/2 = 1.618, y la razén decrece conforme k crece, pero
nunca es menor que 1.

Distribucién de bloques

En el sistema de afinidades de orden k-ésimo, cada bloque de tamaiio s;,, se puede
considerar formado por un bloque de tamaiio s; y otro de tamafio 5, ,. Para ser més
especificos, supdngase que el blogue de tamafio s, estd a la izquierda (en las posicio-
nes numeradas menores) del bloque de tamafio s, , t. Si se considera la estructura
dindmica como un solo bloque de tamaiio s,, para alguna n grande, entonces las po-
siciones en las que los bloques de tamaiio 5, pueden empezar estdn completamente
determinadas.

Las posiciones en el sistema exponencial, o de orden 0-ésimo, son féciles de de-
terminar. Si se supone que las posiciones en la estructura estdn numeradas a partir
de 0, un bloque de tamaiio s5; empieza en cualquier posicién que comience con un
miiltiplo de 2/, esto es, 0, 2/,.... M4s aiin, cada bloque de tamaifio 2*!, que empiece,
por ejemplo, en j2*! estd compuesto de dos «grupos afines» de tamaiio 2, que em-
piezan en las posiciones (2/)2/, que son j2*', y (2j + 1)2'. Asi, es fécil encontrar el gru-
po afin de un bloque de tamafio 2. Si empieza en algin miltiplo par de 2/, como
(2/)2', su afin esté a la derecha, en la posicién (2/ + 1)2'. Si empieza en un miiltiplo
impar de 2/, por ejemplo, en (2j + 1)2/, su afin estd a la izquierda, en (2/)2".

Ejemplo 12.8. No es simple el comportamiento de los sistemas de afinidades de or-
den mayor que cero. La figura 12.15 muestra el sistema de afinidades de Fibonacci

t A veces es conveniente considerar que los bloques de tamaito s, 5., forman un bloque de tama-
fio 5,,, como «afines; de ahi el término «sistema de afinidades».
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utilizado en una estructura dindmica de tamaifio 55, con bloques de tamaiios s, s,,...,
53=2,3,5,8, 13, 21, 34 y 55. Por ejemplo, el blogue de tamaiio 3 que empieza en
26 es afin al blogue de tamafio 5 que empieza en 21; juntos, forman el bloque de
tamaiio 8 que empieza en 21 y que es afin al bloque de tamafio 5 que empieza en
29. Juntos, estos conforman el bloque de tamaifio 13 que empieza en 21, y asi sucesi-
vamente. O

1] |

0 35 8 1113 1618 21 2426 29 3234 3739 42 4547 5052 55

Fig. 12.15. Division de una estructura dinamica segun el sistema de afinidades
de Fibonacci.

Asignacion de bloques

Si se requiere un bloque de tamaiio n, se escoge cualquiera de la lista de disponibles
de tamafio s, donde 5, = ne i=1 0 5., < n, esto es, el bloque de mejor ajuste. En
un sistema de afinidades de orden k-ésimo, si no hay bloques de tamaiio s, es po-
sible elegir un blogue de tamafio s, 0 S, para dividirlo, obteniendo en cualquier
caso algun bloque de tamaiio s;. Si no existen bloques de esos tamaiios, se crea uno
aplicando la estrategia de divisién recursivamente para ¢l tamaiio s,,,.

Sin embargo, hay una pequefia trampa. En un sistema de orden k-ésimo, puede
ser que no se dividan los bloques de tamaiio s, 5; ..., 5, ya que de eso puede resultar
un bloque de tamaifio menor que S,. Se debe usar dicho bloque completo si no se
encuentra disponible otro menor. Este problema no surge si k = 0, esto es, en el sis-
tema exponencial. Puede reducirse en el sistema de Fibonacci si se empieza con
s= 1, pero esa seleccién quizd no sea aceptable, puesto que los bloques de tamaiio
uno (byte o palabra, tal vez), pueden ser muy pequefios para contener un apuntador
y un bit vacio/lleno.

Devolucién de bloques al espacio disponible

Cuando un bloque queda listo para reutilizarse, se puede ver una de las ventajas de
los sistemas de afinidades. Algunas veces se puede reducir la fragmentacién combi-
nando el blogue que quedd disponible recientemente con su afin, si éste estd dispo-
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nible también t. De hecho, si fuera el caso, se puede combinar el bloque resultante
con su afin, si estd vacio, y asi sucesivamente. La combinacidn de grupos afines va-
cios requiere sélo una cantidad constante de tiempo, lo que la convierte ¢n una al-
ternativa atractiva cuando se presentan combinaciones periddicas de bloques vacios
adyacentes, como se sugirié en la seccién anterior, que requiere un tiempo propor-
cional al numero de blogues vacios.

El sistema exponencial hace que la localizacion de grupos afines sea especialmen-
te fécil. Si se acaba de devolver el bloque de tamafio 2 que empieza en p2', su afin
estd en (p + 1)2' si p es par, y en (p— 1)2' si p es impar.

Para un sistema de orden k = 1, la localizacién de afines no es tan simple. Para
hacerla mds facil es necesario almacenar cierta informacién en cada bloque.

1. Un bit vacio/lleno, como tienen todos los blogues.
2. El indice de tamanio, un entero i tal que el bloque sea de tamaiio s,.
3. El contador de afinidad izquierdo, descrito a continuacion,

En cada par de afines, uno (el afin izquierdo) estd a la izquierda del otro (el afin
derecho). Intuitivamente, el contador de afinidad izquierdo de un bloque dice cudn-
tas veces consecutivas éste es todo o parte de un afin izquierdo. En un aspecto for-
mal, toda la estructura dindmica, tratada como un bloque de tamaiio s,, tiene un con-
tador de afinidad izquierdo igual a 0. Cuando se divide cualquier bloque de tamafio
Si41> con el contador de afinidad izquierdo b, en bloques de tamaiio s, y s,_;, que son
los afines izquierdo y derecho, respectivamente, el afin izquierdo tiene un contador
b+ 1, mientras que el derecho tiene un contador igual a 0, independiente de b. Por
ejemplo, en la figura 12.15, el bloque de tamafio 3 que empieza en 0 tiene un con-
tador de afinidad izquierdo igual a 6, y el bloque de tamafio 3 que empieza en 13
tiene un contador izquierdo igual a 2.

Adema4s de la informacidn anterior, los blogues vacios, pero no los utilizados, tie-
nen apuntadores de avance y de retroceso para la lista de disponibles del tamarfio ade-
cuado. Los apuntadores bidireccionales facilitan las combinaciones de afines, que de-
ben eliminarse de la lista de disponibles.

La forma en que se maneja esta informacién es como sigue. Supdngase que k es
el orden del sistema de afinidades. Cualquier bloque que empiece en la posicién p
con un contador de afinidad izquierdo igual a 0 es un afin derecho. Asi, si tiene in-
dice de tamaiio j, su afin izquierdo es de tamafio s;,, y empieza en la posicién p -s;,;.
Si el contador de afinidad izquierdo es mayor que 0, entonces el bloque es un afin
izquierdo de un bloque de tamafio s, ,, €l cual estd localizado en la posicién p + s;.

Si se combina un afin izquierdo de tamafio s, teniendo un contador de afinidad
izquierdo igual a b, con un afin derecho de tamaiio s5,_;, el bloque resultante tendra
un indice de tamafio / + 1, que empieza en la misma posicién que el bloque de ta-
mafio s, y tiene un contador de afinidad izquierdo b — 1. Asi, la informacién nece-
saria puede mantenerse con facilidad al combinar dos afines vacios. Como ejercicio,
se puede comprobar que la informacién se mantiene al dividir un bloque vacio de
tamariio 5, en un bloque ocupado de tamafio 5; y uno vacio de tamaiio 5, ;.

1 Igual que en la seccién anterior, se supone que un bit de cada bloque esta reservado para indicar si
el bloque estd en uso o vacio.
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Si se mantiene toda esta informacion, y se ligan las listas de disponibles en am-
bas direcciones, sélo se emplea una cantidad constante de tiempo en cada division
de un blogue o se combinan los afines en un bloque mds grande. Como el nimero
de combinaciones nunca puede exceder del numero de divisiones, la cantidad total
de trabajo es proporcional a este niimero. No es dificil reconocer que la mayor parte
de las solicitudes de un blogue no requieren divisiones, ya que hay disponible un blo-
que del tamaiio correcto. Sin embargo, hay situaciones extremas en las que cada asig-
nacioén requiere bastantes divisiones. El ejemplo extremo es donde se solicita repe-
tidamente un bloque del tamafio mds pequeiio y después se devuelve. Si hay n ta-
marfios diferentes, se requieren por lo menos n/k divisiones en un sistema de orden
k-ésimo, las cuales estardn seguidas de n/k combinaciones cuando se devuelve el blo-
que.

12.6 Compactacion del almacenamiento

Hay ocasiones en las que, aun después de combinar todos los bloques adyacentes,
no es posible satisfacer una solicitud de un blogue nuevo. Esto puede deberse sim-
plemente a que en el montén no hay espacio para formar un bloque del tamaiio de-
seado. Pero es mds tipica una situacién como la que se muestra en la figura 12.11,
donde si bien hay 2200 bytes disponibles, no se puede satisfacer una solicitud de un
blogue mayor de 1000. El problema es que el espacio disponible estd dividido entre
varios bloques no contiguos. Hay dos enfoques generales a este problema.

1. Lograr que el espacio disponible para el conjunto de datos pueda estar compues-
to de varios bloques vacios. Si ocurre asi, también se puede requerir que todos
los bloques sean del mismo tamarfio y consistan en espacio para un apuntador y
para los datos. En un bloque utilizado, el apuntador indica el siguiente bloque usa-
do para los datos, y es nulo en el iltimo bloque. Por ejemplo, si se estuvieran al-
macenando datos cuyo tamaiio fuera casi siempre pequefio, se escogerian blogues
de tamaiio igual a 16 bytes, con 4 utilizados para un apuntador y 12 para los da-
tos. Si los conjuntos de datos fueran en general mas grandes, podrian escogerse
bloques con varios cientos de bytes, asignando de nuevo cuatro para un apunta-
dor y el resto para los datos.

2. Cuando falla la combinacién de bloques vacios adyacentes, y no se es capaz de
proveer un bloque bastante grande, se mueven los datos por la estructura dind-
mica de manera que todos los bloques llenos queden en el extremo izquierdo (po-
sicion mas baja), v se forme un bloque grande disponible a la derecha.

El método (1), que usa cadenas de blogues para un conjunto de datos, tiende a
consumir mucho espacio. Si se escoge un tamano de bloque pequefio, se emplea una
fraccién grande de espacio para «las cabeceras», los apuntadores necesarios para
mantener las cadenas. Al utilizar bloques grandes, se ocupa menos espacio en las ca-
beceras, pero muchos bloques estardn casi desperdiciados, almacenando pocos da-
tos. La tinica situacién en que esta clase de enfoque es preferible, es cuando los con-
juntos de datos tipicos sean muy grandes. Por ejemplo, muchos sistemas de archi-
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vos trabajan de esta forma, dividiendo la estructura dindmica, que por lo comin es
una unidad de disco, en bloques del mismo tamaifio, por ejemplo 512 a 4096 bytes,
dependiendo del sistema. Como muchos archivos son mucho mds grandes que esos
nimeros, no se desperdicia demasiado el espacio, y los apuntadores a los bloques
que conforman un archivo requieren relativamente poco espacio. La asignacién de
espacio bajo esta disciplina es casi directa, debido a lo que se ha aprendido en las
secciones anteriores, por lo que no se analizard aquf la manera de realizarla.

Problema de la compactacion

Un problema que debe enfrentarse con frecuencia es el de tomar una coleccién de
bloques en uso, como la sugerida en la figura 12.16(a), donde cada bloque puede ser
de tamaiio diferente y estar apuntado por mas de un apuntador, y correrlos hacia la
izquierda hasta que todo el espacio disponible quede en el extremo derecho de la es-
tructura dindmica, como se muestra en la figura 12.16(b). Como es natural, los apun-
tadores deben continuar apuntando a los mismos datos.

datos | datos 2 datos 3

o A A 0

(a) Antes de la compactacién

datos 1 datos 2 | datos 3

DT g O oY

(b) Después de la compactacién

Fig. 12.16. Proceso de compactacién del almacenamiento.

Existen soluciones simples a este problema asignando un poco de espacio adi-
cional en cada bloque, y se analizard otro método mas complicado, pero eficiente,
que no requiere espacio extra en los bloques utilizados, sélo el que se ha usado hasta
ahora en cualquiera de los esquemas de manejo del espacio estudiados, es decir, un
bit vacio/lleno y un contador que indique el tamaiio del bloque.
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Un esquema simple para la compactacién consiste en revisar primero todos los
bloques desde la izquierda, sean llenos o vacios, y calcular una «direccién de avan-
ce» para cada bloque lleno. La direccion de avance de un blogque es su posicién ac-
tual menos la suma de todo el espacio vacio que se encuentra a su izquierda, esto
es, la posicién a la cual habra de pasar finalmente. Es fécil calcular la direccién de
avance. Al revisar los bloques desde la izquierda, se acumula la cantidad de espacio
vacio que se encuentra para sustraer esta cantidad a la posicién de cada bloque vis-
to. El algoritmo se plantea en la figura 12.17.

(1) var
p: integer; | posicién del bloque actual |
hueco: integer; | cantidad total de espacio vacio hallado
hasta ahora |
begin
(2) p = extremo izquierdo de la estructura dindmica;
(4) hueco = 0;
(5) while p = extremo derecho de la estructura dindmica do begin
{ hace que p apunte al blogue B |
(6) if B estd vacio then
(@) hueco = hueco + contador en el bloque B
else { B estd lleno |
(8) direccién de avance de B := p - hueco;
9) p = p + contador en el bloque B
end
end;

Fig. 12.17. Célculo de las direcciones de avance.

Una vez calculada la direccién de avance, se revisan todos los apuntadores al
montdn t. Se sigue cada apuntador hacia alglin bloque B para reemplazar el apun-
tador por la direccién de avance encontrada en ese bloque. Por iiltimo, se mueven
todos los bloques llenos hacia su direccién de avance. Este proceso es similar al de
la figura 12.17, con la linea (8) reemplazada por

for i= p to p -1 + contador en B do
estructura dindmica [i - hueco] : =estructura dindmicalil];

para pasar el bloque B a la izquierda en una cantidad igual a hueco. Obsérvese que
el movimiento de blogues llenos, que requiere un tiempo proporcional a la cantidad
de bloques en uso dentro de la estructura dindmica, probablemente dominaré los de-
mads costos de compactacién.

t En el resto del texto se supone que la coleccién de dichos apuntadores estd disponible. Por ejemplo,
una realizacién normal de SNOBOL almacena pares que constan de un nombre de variable y un apuntador
al valor de ese nombre en una tabla de dispersi6n, con la funcién de dispersidn calculada a partir del nom-
bre. Examinar la tabla completa permite visitar todos los apuntadores.
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Algoritmo de Morris

F. L. Morris descubrié un método para la compactacién de la estructura dindmica
sin usar espacio en los blogues para la direccién de avance. No obstante, requiere
un bit de marca asociado con cada apuntador y con cada bloque para indicar el fi-
nal de una cadena de apuntadores. La idea esencial es crear una cadena de apunta-
dores que salen de una posicion fija en cada bloque lleno y enlazados todos a ese
bloque. Por ejemplo, en la figura 12.16(a) se observan tres apuntadores, 4, D y E,
apuntando al bloque lleno del extremo izquierdo. En la figura 12.18, se encuentra
la cadena deseada de apuntadores. Una porcién de los datos de tamaifio igual a la
de un apuntador se ha extraido del blogue y colocado al final de la cadena, donde
se encontraba el apuntador A4.

bit indicador de que el apuntador estd presente

|l| { l datosli
N

e _ g
G - D
ey Py
bit indicador datos que estaban donde
del fin de cadena esta ahora el apuntador £

Fig. 12.18. Encadenamiento de apuntadores.

El método para crear dichas cadenas de apuntadores es como sigue. Se exami-
nan todos los apuntadores en cualquier orden conveniente. Supdngase un apunta-
dor p al blogue B. Si el bit de marca en el bloque B es cero, entonces p es el primer
apuntador encontrado que apunta a B. Se colocan en p los contenidos de las posi-
ciones de B utilizadas para la cadena de apuntadores, y se hace que esas posiciones
de B apunten a p. Después, se hace el bit de marca en B igual a 1, indicando que
ahora tiene un apuntador, y el bit de marca en p igual a 0, indicando el fin de la ca-
dena de apuntadores y la presencia de los datos desplazados.

Ahora bien, al considerar el apuntador p al bloque B, el bit de marca en B estd
en uno; entonces, B ya tiene la cabeza de la cadena de apuntadores. Se copia el apun-
tador de B en p, para que B apunte a p, y se hace el bit de marca en p igual a 1; de
este modo, p queda, efectivamente, en la cabeza de la cadena.

Una vez que se tienen todos los apuntadores a cada bloque enlazados en una ca-
dena que parte desde ese bloque, se pasan los bloques llenos tan a la izquierda como
sea posible, igual que en el sencillo algoritmo analizado con anterioridad. Por dlti-
mo, se examina cada bloque en su nueva posicién y se recorre su cadena de apun-
tadores. Cada apuntador localizado se actualiza para que apunte al bloque en su nue-
va posicién. Al encontrar el final de la cadena se reinstalan los datos de B, conteni-
dos en el dltimo apuntador, a su lugar correcto en el bloque B y se fija el bit de mar-
ca del bloque igual a 0.
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Ejercicios

12.1

12.2

*12.3

Considérese la siguiente estructura dindmica de 1000 bytes, donde los blo-
ques en blanco estdn en uso, y los bloques etiquetados estdn enlazados en
una lista libre en orden alfabético. Los mimeros indican la posicién del pri-
mer byte de cada blogue.

0 100 200 400 500 575 700 850 900 999
(o [ T » [ Telal Telsl |

Supdngase que se realizan las siguientes peticiones:

1) asignar un bloque de 120 bytes,

2) asignar un bloque de 70 bytes,

3) devolver al frente de la lista de disponibles el blogque que se encuentra
entre los bytes 700 y 849, y

4) asignar un bloque de 130 bytes.

Proporcidnese la lista de espacio libre, en orden, después de ejecutar la se-
cuencia de pasos anterior, suponiendo que los bloques libres se seleccionan
de acuerdo con la estrategia de

a) primer ajuste

b) mejor ajuste.

Obsérvese la siguiente estructura dindmica, donde las regiones en blanco se
encuentran en uso y las regiones etiquetadas estdn vacias.

"0 100 200 300

500
[TaT T & [ |

Establézcase una secuencia de solicitudes que puedan satisfacerse al em-
plear

a) primer ajuste, pero no mejor ajuste
b) mejor ajuste, pero no primer ajuste

Supdngase que se utiliza un sistema de afinidades exponencial con tama-
fos 1, 2, 4, 8 y 16 en una estructura dindmica de tamaifio 16. Si se solicita
un blogue de tamaifo n, para 1 < n < 16, es necesario asignar un blogque
de tamafio 2/, donde 2! < n < 2. La porcién no utilizada del bloque, si
existe, no puede emplearse para satisfacer ninguna otra solicitud. Si se ne-
cesita un bloque de tamaiio 2, i < 4, y no existe dicho bloque libre, pri-
mero se busca un bloque de tamaiio 2! y se divide en dos partes del mis-
mo tamaifio. Si no existe un bloque de tamafio 2**!, se busca y se parte un
blogue de tamaiio 2", y asf sucesivamente. Si se llega a buscar un bloque
libre de tamafio 32, el proceso falla y no puede satisfacerse la solicitud. A
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124

12.5

12.6

12.7

128

129

*12.10

efectos de este ejercicio, no se combinan blogues libres adyacentes en la es-
tructura dindmica.

Existen secuencias de solicitud a,, ay, ..., @, cuya suma es menor que
16, tal que la 1ltima peticién no puede satisfacerse. Por ejemplo, considé-
rese la secuencia 5, 5, 5. La primera peticién hace que el bloque inicial de
tamaiio 16 se parta en dos bloques de tamaifio 8, uno de los cuales se usa
para satisfacer la solicitud. El bloque libre restante de tamafio 8 satisface
la segunda, y no queda espacio libre para satisfacer la tercera.

Encuéntrese una secuencia a,, a,, ..., 4, de enteros entre 1 y 16 (no es
necesario que sean idénticos), cuya suma sea lo mds pequeiia posible, tal
que, tratada como una secuencia de solicitudes de blogues de tamaiio a,,
a,, ..., @, la Gltima peticién no se satisfaga. Expliquese por qué esta secuen-
cia de peticiones no se satisface, pero cualquier otra secuencia cuya suma
sea mds pequeiia si puede satisfacerse.

Considérese la compactacién de memoria en la administracion de bloques
de igual tamafio. Sup6ngase que cada blogue consta de un campo para da-
10s y otro para apuntador, y que se han marcado todos los bloques que se
encuentran en uso actualmente. Los bloques estdn ubicados entre las loca-
lidades de memoria a y b. Se desea relocalizar todos los blogues activos de
manera que ocupen memoria contigua partiendo de a. Recuérdese que, para
relocalizar un bloque, el campo del apuntador de cualquier bloque que
apunta al blogue relocalizado debe actualizarse. Diséiiese un algoritmo para
la compactacién de bloques.

Se da un arreglo de tamaiio n. Proporcidnese un algoritmo para correr to-
dos los.elementos del arreglo k& lugares en forma ciclica, en sentido con-
trario al de las manecillas del reloj, sélo con una cantidad constante de me-
moria adicional, independiente de k y n. Sugerencia. Téngase en cuenta qué
sucede si se invierten los k primeros elementos, los n-k ltimos elementos
y, por ultimo, ¢l arreglo completo.

Diséfiese un algoritmo para sustituir una subcadena y de una cadena xyz
por otra subcadena y’, con la menor cantidad posible de memoria adicio-
nal. ;Cudl es la complejidad de tiempo y espacio de este algoritmo?
Escribase un programa para hacer una copia de una lista dada. ;Cudl es la
complejidad de tiempo y espacio del programa?

Escribase un programa para determinar si dos listas son idénticas. ;Cudl es
la complejidad de tiempo y espacio de este programa?

Obténgase el algoritmo de compactacion de las estructuras dindmicas de
Morris, mostrado en la seccidn 12.6.

Diséfiese un esquema de asignacién de almacenamiento para una situacién
en la que la memoria se asigna y libera en bloques de longitud 1 y 2. Pro-
porciénense cotas sobre la eficiencia del algoritmo.
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Notas bibliograficas

La administracién eficiente almacenamiento es un tema central en muchos lengua-
jes de programacidn, incluyendo SNOBOL [Farber, Griswold y Polonsky (1964)],
LISP [McCarthy (1965)], APL [Iverson (1962)] y SETL [Schwartz (1973)]. Nicholls
[1975] y Pratt [1975] comentan las técnicas de administracién de almacenamiento
en el contexto de la compilacién de lenguajes de programacion.

El sistema de afinidades para asignacién de almacenamiento fue publicado por
primera vez por Knowlton [1965]. Los sistemas de afinidades de Fibonacci fueron
estudiados por Hirschberg [1973].

El elegante algoritmo de marcado utilizado en la recoleccién de basura fue descu-
bierto por Peter Deutsch (Deutsch y Bobrow [1966]) y por Schorr y Waite [1965]. El
esquema de compactacion de estructuras dindmicas de la seccidn 12.6 se debe a
Morris [1978].

Robson [1971] y Robson [1974] analizan la cantidad de memoria requerida para
algoritmos dindmicos de asignacién de almacenamiento. Robson [1977] presenta un
algoritmo acotado en espacio de trabajo para copiar estructuras ciclicas. Fletcher y
Silver [1966] contiene otra solucién al ejercicio 12.5 que utiliza poca memoria adi-
cional.
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