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  :التمرٌن الأول 

 

  .3 و شعاعها  Ω 1,0,1 مركزها  𝒮 لدٌنا الفلكة 

                                :  إذن معادلتها الدٌكارتٌة تكتب على الشكل 

 𝒮 ∶   𝑥 − 1 2 +  𝑦 − 0 2 +  𝑧 − 1 2 = 32                            

∶ 𝒮 :    ٌعنً   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 2𝑧 − 7 = 0  

;𝐴 2:  من جهة ثانٌة لدٌنا  2;−1 .   

22:    نلاحظ أن  + 22 +  −1 2 − 2 2 − 2 −1 − 7 = 0 

  𝐴𝜖 𝒮:    إذن 

∶ 𝒫    و    Ω 1,0,1:  لدٌنا  2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 13 = 0     

,𝑑 Ω:  حصلنا إذن على   𝒫  = 3 = 𝑅𝑎𝑦𝑜𝑛 𝒮    

  . 𝒮  مماس للفلكة  𝒫 و هذا ٌعنً أن المستوى 

   𝒫  مستقٌم عمودي على المستوى  𝐷 لدٌنا 

  . 𝐷  تكون موجهة للمستقٌم  𝒫 كل متجهة منظمٌة على المستوى : إذن 

∶ 𝒫 :    لدٌنا  2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 13 = 0 

;𝑢   2المتجهة : إذن  1;   . 𝒫  متجهة منظمٌة على المستوى  2

;𝑢   2: و بالتالً  1;   . 𝐷  متجهة موجهة للمستقٌم  2

,A 2,2  و   Ω 1,0,1:  و لدٌنا  ,Ω𝐴       1,2:   إذن   .  1− −2   

∧      Ω𝐴 هو مثلوث إحداثٌات المتجهة   3−;6−;6 : و بالتالً  𝑢  .   

∧      Ω𝐴:    لدٌنا  𝑢  =  6;−1,−3  

∧      Ω𝐴 :    إذن  𝑢   =  62 +  −6 2 +  −3 2 =  81 = 9 

  𝑢   2,1,2:    و لدٌنا كذلك 

=   𝑢 :    إذن   22 + 12 + 22 =  9 = 3 

Ω𝐴:   إذن .           نقطة من𝐴من جهة أخرى لدٌنا  = 3  

∧      Ω𝐴 :    ٌعنً  𝑢   =  Ω𝐴       ∙  𝑢    

∙       Ω𝐴 :    أي   𝑢   ∙ sin  Ω𝐴      , 𝑢    =  Ω𝐴       ∙  𝑢    

sin:   ٌعنً   Ω𝐴      , 𝑢    = ,      Ω𝐴 :      أي 1 𝑢    ≡
𝜋

2
  𝜋     

 . متعامدتان       Ω𝐴 و   𝑢و هذا ٌعنً أن المتجهتان 
⊥ 𝐷 :    فإن         متجهة موجهة للمستقٌم     و بما أن   Ω𝐴   

 A و هً النقطة  𝒮  مار من إحدى نقط الفلكة  𝐷 نلاحظ إذن أن المستقٌم 

  .Ω𝐴و عمودي على حامل الشعاع 

  .𝐴 فً النقطة  𝒮  مماس للفلكة  𝐷 المستقٌم : إذن 

  :التمرٌن الثانً 

𝑧2:     المعادلة التالٌة ℂلنحل فً  − 6𝑧 + 25 = 0 

=∆:    لدٌنا   −6 2 − 4 25 = −64 =  8𝑖 2 

 :    معرفٌن كما ٌلً 𝑧1  و z2إذن المعادلة تقبل حلٌن عقدٌٌن 

  مستقٌمٌة𝐶 و 𝐷 و 𝐴و هذا ٌعنً أن النقط 

 :توجد طرٌقة أخرى أسهل مما سبق ذكره فً الإجابة و هً  : ملاحظة

𝑑 :     إذن                        ننطلق من النتٌجة  − 𝑐 = 3 𝑎 − 𝑐 .   

=      𝐶𝐷:  هذه الكتابة العقدٌة تكافئ باستعمال المتجهات  3𝐶𝐴         

 . نقط مستقٌمٌة 𝐶 و 𝐷 و 𝐴و هذا ٌعنً أن النقط 

 و نسبته 𝐵 تحاكً مركزه النقطة 𝑕لدٌنا 
3

2
.  

 :     تطبٌق معرف بما ٌلً 𝑕ٌعنً أن 

= 𝑕 𝐴  و ننطلق من الكتابة                         لٌكن   𝑃.   

= 𝑕  : 𝑎𝑓𝑓 𝑃إذن حسب تعرٌف التحاكً 
3

2
 𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑏 + 𝑏   

𝑝: أي  =
3

2
 𝑎 − 𝑏 + 𝑏 ًٌعن  :𝑝 =

3

2
 3 + 4𝑖 − 3 + 4𝑖 + 3 − 4𝑖 

𝑝:  أي  =
3

2
 8𝑖 + 3 − 4𝑖 أي      :𝑝 = 3 + 8𝑖 

 :     لدٌنا 

,𝑑 Ω :  إذن   𝒫  =
 2 × 1 + 0 + 2 × 1 − 13 

 22 + 12 + 22
=

9

 9
= 3 

 :     ٌعنً                                     :   و منه 
 Ω𝐴      ∧ 𝑢   

 𝑢   
= Ω𝐴 

 Ω𝐴      ∧ 𝑢   

 𝑢   
=  Ω𝐴        

𝑧1 =
6 − 8𝑖

2
= 3 − 4𝑖      و       𝑧2 =

6 + 8𝑖

2
= 3 + 4𝑖  

𝑑 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
=
 5 + 6𝑖 −  2 + 3𝑖 

 3 + 4𝑖 −  2 + 3𝑖 
=

3 + 3𝑖

1 + 𝑖
=

3 1 + 𝑖 

 1 + 𝑖 
= 3 

 : إذن 
𝑑 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
= 3 

;      𝐶𝐴 :    أي                                            :  ٌعنً  𝐶𝐷                ≡ 0  2𝜋    arg  
𝑑 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
 ≡ 0  2𝜋  

𝑕 ∶    𝒫     ⟼     𝒫                                           
𝑀 𝑧     ⟼    𝑀′ 𝑧′                               

𝑧    ⟼    𝑧′ =
3

2
 𝑧 − 𝑏    + 𝑏

 

𝑑 − 𝑝

𝑎 − 𝑝
=
 5 + 6𝑖 −  3 + 8𝑖 

 3 + 4𝑖 −  3 + 8𝑖 
=

2 − 2𝑖

−4𝑖
=
𝑖 − 1

2𝑖
 

=
𝑖 𝑖 − 1 

2 𝑖 𝑖
=
−1

2
 −𝑖 − 1 =

1

2
+

1

2
𝑖 

 :       و منه                             :   إذن 
𝑑 − 𝑝

𝑎 − 𝑝
=

1

2
+

1

2
𝑖  

𝑑 − 𝑝

𝑎 − 𝑝
 =   

1

2
 

2
+  

1

2
 

2
=
 2

2
 

 :     بحٌث 𝜃ٌكفً الآن أن نبحث عن 
𝑑 − 𝑝

𝑎 − 𝑝
=
 2

2
𝑒𝑖𝜃  

 :    ننطلق إذن من الكتابة 
 2

2
𝑒𝑖𝜃 =

1

2
+

1

2
𝑖 

∧      Ω𝐴                                            :      و منه  𝑢  =  
1
2
−2
 ∧  

2
1
2
  

=  
2 1
−2 2

 𝑖 −  
1 2
−2 2

 𝑗 +  
1 2
2 1

 𝑘   

= 6𝑖 − 6𝑗 − 3𝑘   

 :   و بالتالً 
 Ω𝐴      ∧ 𝑢   

 𝑢   
=

9

3
= 3 

 أ 1

1 

 1 ب

 أ 2

 ب 2

 ب 2

 ج 2

 2 أ

 𝒮  

𝑢    𝐷  

𝑑 − 𝑐

𝑎 − 𝑐
= 3 

𝑝 = 𝑎𝑓𝑓 𝑃  
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 :  ٌعنً 

 2

2
cos 𝜃 =

1

2

 2

2
sin 𝜃 =

1

2

 :     أي  
cos𝜃 =

 2

2

sin𝜃 =
 2

2

     

  :  ٌعنً 
cos 𝜃 = cos  

𝜋

4
 

sin𝜃 = sin  
𝜋

4
 

𝜃:    إذن    ≡
𝜋

4
  2𝜋     

 :      و من هذه النتٌجة نستنتج أن 

 :      و بالتالً 

  :التمرٌن الثالث 

عندما نسحب عشوائٌا و بالتتابع و بدون إحلال كرتٌن من صندوق ٌحتوي 

 :على تسع كرات فإنه توجد 

  𝐶9
 . إمكانٌة لسحب الكرة الأولى 1

  𝐶9
 . إمكانٌة لسحب الكرة الثانٌة 1

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:    إذن  𝐶9
1 × 𝐶8

1 = 72 

 . هو كون امكانٌات هذه التجربة العشوائٌة Ω: بحٌث 

ٌعنً سحب الكرتٌن بالتتابع  ) المتغٌر العشوائً الذي ٌربط كل سحبة 𝑋لٌكن 

 .بعدد الكرات البٌضاء المتبقٌة فً الصندوق بعد السحب  (و بدون إحلال 

 .و نحول التجربة العشوائٌة إلى شجرة الاحتمالات التالٌة 

نلاحظ من خلال هذه الشجرة أن تجربتنا العشوائٌة تحتمل ثلاث نتائج 

 :ممكنة و هً 

  إما الحصول على كرتٌن سوداوٌن. 

  أو الحصول على كرة سوداء و الأخرى بٌضاء. 

  أو الحصول على كرتٌن بٌضاوٌن. 

 فً الحالة الأولى تبقى كرتٌن بٌضاوٌن فً الصندوق

 فً الحالة الثانٌة تبقى كرة بٌضاء واحدة فً الصندوق
 .فً الحالة الثالثة تكون الكرات المتبقٌة فً الصندوق كلها سوداء 

  .2 أو 1 أو 0:  ٌأخذ ثلاث قٌم ممكنة و هً 𝑋إذن المتغٌر العشوائً 

= 𝑋 Ω:    أو بتعبٌر آخر نكتب   0; 1; 2  

 :و ٌمكن أن نجٌب بكل بساطة على هذا السؤال بطرٌقة ثانٌة 

 .و سوف نستعمل فٌها شجرة الاحتمالات السابقة 

𝑝 𝑋:    لدٌنا  = 0 = 𝑝 𝐵1 ∩ 𝐵2 = 𝑝 𝐵1 × 𝑝𝐵1
 𝐵2  

𝑝 𝑋                           : و لدٌنا  = 1 = 𝑝 𝑁1 ∩ 𝐵2 + 𝑝 𝐵1 ∩ 𝑁2  

 : المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 التطبٌق 𝑋نقصد بقانون احتمال المتغٌر العشوائً 

  .𝑋أو بتعبٌر آخر ٌجب تحدٌد احتمال كل قٌمة من قٌم المتغٌر العشائً 

𝑝 𝑋:  لدٌنا حسب الأسئلة السابقة  = 1 =
7

18
𝑝 𝑋  و   = 0 =

1

36
.   

𝑝 𝑋:  ٌكفً الآن تحدٌد الاحتمال  =  :و من أجل ذلك أقترح طرٌقتٌن   .  2

 :    التً تصبح 
 2

2
cos𝜃 + 𝑖

 2

2
sin 𝜃 =

1

2
+

1

2
𝑖 

 :    نستنتج إذن 
𝑑 − 𝑝

𝑎 − 𝑝
=
 2

2
𝑒
𝑖𝜋
4  

  
𝑃𝐴 =  2 𝑃𝐷           

 𝑃𝐴      ; 𝑃𝐷      
         

 ≡
𝜋

4
 2𝜋  

  

 
 
 

 
 

 
 
𝑑 − 𝑝

𝑎 − 𝑝
 =

 2

2
               

arg  
𝑑 − 𝑝

𝑎 − 𝑝
 ≡

𝜋

4
 2𝜋 

  

   :       ٌعنً                                       :  ٌعنً 
 
𝑑 − 𝑝

𝑎 − 𝑝
 =

1

 2
               

 𝑃𝐴      ; 𝑃𝐷      
         

 ≡
𝜋

4
 2𝜋 

    
 2 𝑑 − 𝑝 =  𝑎 − 𝑝 

 𝑃𝐴      ; 𝑃𝐷                ≡
𝜋

4
 2𝜋  

  

=
2

9
×

1

8
=

1

36
 

=
7

9
×

2

8
+

2

9
×

7

8
=

14

72
+

14

72
=

7

18
 

𝑃𝑋  ∶    0; 1; 2     ⟼    0,1                                                   

𝑘    ⟼   𝑃𝑋 𝑘 = 𝑝 𝑋 = 𝑘 
 

 

B B N 

N N 

N 

N N 

N 

الكرات المتبقٌة 

فً الصندوق 

 كلها سوداء
𝑝 𝑋 = 0 = 𝑝    

الكرة الأولى 

المسحوبة 

 بٌضاء

الكرة الثانٌة 

المسحوبة 

 بٌضاء
= 𝑝   و    

=
𝐶2

1 × 𝐶1
1

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=

2

72
=

1

36
 

نسحب كرة 

بٌضاء و أخرى 

 سوداء
𝑝 𝑋 = 1 = 𝑝    

=
𝐶2

1 × 𝐶7
1

72
+
𝐶2

1 × 𝐶2
1

72
=

14

72
+

14

72
=

28

72
=

7

18
 

الأولى سوداء 

= و الثانٌة بٌضاء 𝑝  + 𝑝   
الأولى بٌضاء 

و الثانٌة 

 سوداء

= 𝑝   أو    
الأولى بٌضاء 

و الثانٌة 

 سوداء

الأولى سوداء 

 و الثانٌة بٌضاء

2 

1 

3 𝑵𝟏 

𝑩𝟏 

𝑵𝟐 

𝑩𝟐 

𝑵𝟐 

𝑩𝟐 

𝟐

𝟗
 

𝟕

𝟗
 

𝟔

𝟖
 

𝟕

𝟖
 

𝟏

𝟖
 

نسحب 

الكرة 

 الأولى

نسحب 

الكرة 

 الثانٌة

𝟐

𝟖
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  :التمرٌن الخامس 

  :التمرٌن الرابع 

 : الطرٌقة الأولى 

𝑝 𝑋:   نعلم أن  = 0 + 𝑝 𝑋 = 1 + 𝑝 𝑋 = 2 = 1  

𝑝 𝑋                       :  إذن  = 2 = 1 − 𝑝 𝑋 = 0 − 𝑝 𝑋 = 1  

 .استعمال شجرة الاحتمالات السابقة  : الطرٌقة الثانٌة

 :  المعرف بـ 𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋قانون احتمال المتغٌر العشوائً : و بالتالً 

 :     كما ٌلً  𝐸 𝑋نحسب الأمل الرٌاضً : و منه 

 :     لدٌنا .  عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 

∶ 𝑃𝑛 : لنبٌن صحة العبارة التالٌة    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   1 − 𝑢𝑛 > 0 

1:  لدٌنا  − 0 > 1:    إذن 0 − 𝑢0 > 0   

 . صحٌحة  𝑃0 و هذا ٌعنً أن العبارة 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     نفترض أن    1 − 𝑢𝑛 > 0 

1 :  إذن  − 𝑢𝑛  كمٌة موجبة قطعا  . 

1 6: و منه  − 𝑢𝑛  5 و + 2 1 − 𝑢𝑛  كمٌتان موجبتان قطعا . 

: ٌعنً 
6 1−𝑢𝑛  

5+2 1−𝑢𝑛  
 . كمٌة موجبة قطعا لأنها خارج كمٌتٌن موجبتٌن قطعا 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    و منه    1 − 𝑢𝑛+1 > 0 

 . صحٌحة  𝑃𝑛+1 و هذا ٌعنً أن العبارة 

 : حصلنا إذن على الأشٌاء التالٌة 
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                          
 𝑃𝑛  ⟹  𝑃𝑛+1   ;    ∀𝑛𝜖ℕ 

  

 . دائما صحٌحة  𝑃𝑛 و بالتالً حسب مبدأ الترجع فإن العبارة 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  أو بتعبٌر آخر    1 − 𝑢𝑛 > 0   

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 

 :    لدٌنا 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛+1∀ :    نحصل إذن على النتٌجة التالٌة  =
5

6
𝑣𝑛 

 هندسٌة و أساسها 𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ و هذا ٌعنً أن المتتالٌة 
5

6
.  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛∀ : إذن الحد العام لهذه المتتالٌة هو  = 𝑣0 ×  
5

6
 
𝑛−0

 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛∀ :   و بالتالً  =  
5

6
 
𝑛

 

   ;   𝑛𝜖ℕ∀ :     إذن 
5

6
 
𝑛
 𝑢𝑛 − 1 = 2𝑢𝑛 − 1 

   ;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٌعنً 
5

6
 
𝑛
𝑢𝑛 −  

5

6
 
𝑛

= 2𝑢𝑛 − 1  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    أي    
5

6
 
𝑛
− 2 =  

5

6
 
𝑛
− 1 

 نلاحظ أن  
5

6
 
𝑛

  متتالٌة هندسٌة أساسها 
5

6
 1 و هو عدد موجب و أصغر من 

. 

= 1 −
1

36
−

7

18
=

7

18
 

𝑝 𝑋 = 2 = 𝑝 𝑁1 ∩ 𝑁2 = 𝑝 𝑁1 × 𝑝𝑁1
 𝑁2  

=
7

9
×

6

8
=

42

72
=

7

12
 

𝑃𝑋  ∶    0; 1; 2     ⟼    0,1                                                  

0    ⟼    𝑃𝑋 0 = 𝑝 𝑋 = 0 =
1

36

1    ⟼    𝑃𝑋 1 = 𝑝 𝑋 = 1 =
7

18

2    ⟼    𝑃𝑋 2 = 𝑝 𝑋 = 2 =
7

12

 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    إذن    1 − 𝑢𝑛+1 =
6 1 − 𝑢𝑛 

5 + 2 1 − 𝑢𝑛 
 

  ;   𝑛𝜖ℕ∀  :    ٌعنً 
6 1 − 𝑢𝑛 

5 + 2 1 − 𝑢𝑛 
> 0 

𝑣𝑛+1 =
2𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛+1 − 1
=

2 1 + 4𝑢𝑛 
 7 − 2𝑢𝑛 

− 1

 1 + 4𝑢𝑛 
 7 − 2𝑢𝑛 

− 1
 

=
2 1 + 4𝑢𝑛 −  7 − 2𝑢𝑛 

 1 + 4𝑢𝑛 −  7 − 2𝑢𝑛 
=

5

6
 

2𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 − 1
 =

5

6
𝑣𝑛  

𝑣0 :    و لدٌنا  =
2𝑢0 − 1

𝑢0 − 1
=
−1

−1
= 1 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑣𝑛∀  :      لدٌنا . 𝑛 𝜖 ℕلٌكن  =
2𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 − 1
=  

5

6
 
𝑛

 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    أي    𝑢𝑛 =
 

5
6 

𝑛

− 1

 
5
6 

𝑛

− 2

 

lim :     إذن 
𝑛∞

 
5

6
 
𝑛

= 0 

lim :    و منه 
𝑛∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

 
 

5
6 

𝑛

− 1

 
5
6 

𝑛

− 2

 =  
0 − 1

0 − 2
 =

1

2
 

lim :     و بالتالً 
𝑛∞

𝑢𝑛 =
1

2
 

𝑥2   :    لدٌنا  − 1 2010 ′ = 2010 2𝑥  𝑥2 − 1 2009  

𝑥2    :   إذن  − 1 2010 ′ 𝑑𝑥 =  2010 2𝑥  𝑥2 − 1 2009 𝑑𝑥 

𝑥2  :    ٌعنً  − 1 2010 =  2010 2𝑥  𝑥2 − 1 2009 𝑑𝑥 

𝐸 𝑋 =  𝑥𝑖 ∙ 𝑝 𝑋 = 𝑥𝑖 

𝑖

=  𝑘 ∙ 𝑝 𝑋 = 𝑘 

𝑘=2

𝑘=0

 

= 0 ∙ 𝑝 𝑋 = 0 + 1 ∙ 𝑝 𝑋 = 1 + 2 ∙ 𝑝 𝑋 = 2  

=  0 ×
1

36
 +  1 ×

7

18
 +  2 ×

7

12
 =

14

9
 

1 − 𝑢𝑛+1 = 1 −
1 + 4𝑢𝑛
7 − 2𝑢𝑛

=
 7 − 2𝑢𝑛 

 7 − 2𝑢𝑛 
−
 1 + 4𝑢𝑛 

 7 − 2𝑢𝑛 
 

=
6 − 6𝑢𝑛
7 − 2𝑢𝑛

=
6 1 − 𝑢𝑛 

5 + 2 1 − 𝑢𝑛 
 

 أ 2

 ب 2

1 

1 
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  :التمرٌن السادس 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 :    و لدٌنا 

 :    لدٌنا 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     حصلنا إذن على ما ٌلً    𝑓 −𝑥 = 𝑓(𝑥) 

 و تمثٌلها المبٌانً متماثل بالنسبة لمحور الأراتٌب ℝ دالة زوجٌة على 𝑓إذن 

. 

𝑦 ذو المعادلة   𝐷 إذن المستقٌم  = 1𝑥 +   مقارب مائل للمنحنى  0

∶ D :  أي  . ∞+بجوار  𝑦 = 𝑥 مقارب مائل للمنحنى  بجوار  +∞ 

. 

 

 ، ندرس إشارة  𝐷 لدراسة الوضع النسبً للمنحنى          و المستقٌم 

− 𝑓 𝑥 الفرق   𝑥 .   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :      نعلم أن    𝑒−2𝑥 > 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :       إذن    1 + 𝑒−2𝑥 > 1 > 0 

 :   أي 
1

2010
 𝑥2 − 1 2010 =   2𝑥  𝑥2 − 1 2009 𝑑𝑥 

 ⟼ 𝑥   دالة أصلٌة لـِ                                              :إذن 
1

2010
 𝑥2 − 1 2010  𝑥 ⟼  2𝑥 𝑥2 − 1 2009  

 2𝑥 𝑥2 − 1 2009
 2

1

𝑑𝑥 =  
 𝑥2 − 1 2010

2010
 

1

 2

 

=
  2

2
− 1 

2010

2010
−
 1 − 1 2010

2010
=

1

2010
 

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑓 𝑥 = 𝑥  
𝑒2𝑥 − 1

𝑒2𝑥 + 1
  

= 𝑓 −𝑥   :    لدٌنا .  عددا حقٌقٌا 𝑥لٌكن   −𝑥  
𝑒−2𝑥 − 1

𝑒−2𝑥 + 1
  

= 𝑓 −𝑥   :    ٌعنً   𝑥  
1 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥  

= 𝑓 −𝑥   ( :   أ (1و منه حسب نتٌجة   𝑥  
𝑒2𝑥 − 1

𝑒2𝑥 + 1
 = 𝑓(𝑥) 

;   𝑥𝜖ℝ∀    ( :  أ (1لدٌنا حسب السؤال    𝑓 𝑥 − 𝑥 =
−2𝑥𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥
 

  ;   𝑥𝜖ℝ∀    :    و منه 
𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥
> 0 

  ;   𝑥𝜖ℝ∀    :     أي 
−2𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥
< 0 

2𝑥   :   لدٌنا  + 1 ln 𝑥 + 1 
2

0

𝑑𝑥 

=  6 ln 3 − 0 −  
𝑥 𝑥 + 1 

 𝑥 + 1 

2

0

𝑑𝑥 

=  6 ln 3 − 0 −  𝑥
2

0

𝑑𝑥 

= 6 ln 3 −  
𝑥2

2
 

0

2

= 6 ln 3 −  2 − 0  

= 6 ln 3 − 2 

=   𝑥2 + 𝑥 ln 𝑥 + 1  0
2 −  

𝑥2 + 𝑥

𝑥 + 1
 

2

0

𝑑𝑥 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :  إذن    𝑓 𝑥 = 𝑥  
𝑒2𝑥 − 𝑒0

𝑒2𝑥 + 𝑒0  

;   𝑥𝜖ℝ∀  :  ٌعنً    𝑓 𝑥 = 𝑥  
𝑒2𝑥 − 𝑒2𝑥 𝑒−2𝑥

𝑒2𝑥 + 𝑒2𝑥 𝑒−2𝑥  

;   𝑥𝜖ℝ∀  :  أي    𝑓 𝑥 = 𝑥  
𝑒2𝑥 1 − 𝑒−2𝑥 

𝑒2𝑥 1 + 𝑒−2𝑥 
  

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑓 𝑥 = 𝑥  
1 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥   ًو بالتال: 

  = 𝑥  
1 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥
− 1 = 𝑥  

1 − 𝑒−2𝑥 −  1 + 𝑒−2𝑥 

1 + 𝑒−2𝑥   

  = 𝑥  
−2𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥 =  
−2𝑥𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥  

− 𝑓 𝑥   :    و لدٌنا  𝑥 = 𝑥  
1 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥 − 𝑥 

;   𝑥𝜖ℝ∀    :    إذن    𝑓 𝑥 − 𝑥 =
−2𝑥𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥
 

lim :لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥  
1 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥  

=  +∞  
1 − 𝑒−∞

1 + 𝑒−∞
 =  +∞  

1 − 0

1 + 0
 =  +∞  

lim :إذن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim :   إذن 
𝑥→+∞

 
−2𝑥𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥 = 0 

lim : و لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 

1 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥  

=  
1 − 𝑒−∞

1 + 𝑒−∞
 =

1 − 0

1 + 0
= 1 

 :   من النتائج السابقة نحصل على ما ٌلً 

 
 
 

 
 

  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞       

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1             

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 1𝑥 = 0

  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
=  :   إذن  1

2 
 1 ج

 أ 1

 ب 1

2 

lim :   و لدٌنا 
𝑥→+∞

 
−2𝑥𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥 = lim
𝑢→−∞
𝑢=−2𝑥

 
𝑢𝑒𝑢

1 + 𝑒𝑢
  

= lim
𝑢→−∞

 𝑢𝑒𝑢 
0−
  

1

1 + 𝑒𝑢 
0+

 = 0 × 1 = 0 
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− 𝑓 𝑥 إذن إشارة الفرق   𝑥  تتعلق فقط بإشارة  𝑥.  

𝑥إذا كان   ≥ − 𝑓 𝑥  فإن    0 𝑥 ≤ 0 

 : و نلخص ما حصلنا علٌه فً الجدول التالً 

;0  على المجال  𝐷 و بالتالً           ٌوجد أسفل المستقٌم  +∞ .  

 :       إذن 

𝑓:  أي  ′ 0 = و مدلول هذه النتٌجة مبٌانٌا هو أن المنحنى         . 0

 .ٌقبل مماسا أفقٌاً فً النقطة ذات الأفصول صفر 

 

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  𝑥:    إذن  .  ∞+ ≥ 0 

4𝑥:  و منه  ≥ 𝑒4𝑥:      أي 0 ≥ 𝑒0    

𝑒4𝑥:  ٌعنً  ≥ 𝑒4𝑥:     ٌعنً 1 − 1 ≥ 0    

;𝑥 𝜖  0 ∀:    و بالتالً  +∞   ;  𝑒4𝑥 − 1 ≥ 0 

𝑒4𝑥 و هذا ٌعنً أن الكمٌة   − ;0   كمٌة موجبة على المجال  1 +∞ .  

𝑥∀ :  و نعلم كذلك أن  ≥ 0   ;   4𝑥𝑒2𝑥 ≥ 0.   

;0  كمٌة موجبة كذلك على المجال 4𝑥𝑒2𝑥ٌعنً أن  +∞ .  

𝑒4𝑥 : إذن  − 1 + 4𝑥𝑒2𝑥  0  كمٌة موجبة على; +∞ .  

𝑥∀ :    و بالتالً  ≥ 0   ;   𝑒4𝑥 − 1 + 4𝑥𝑒2𝑥 ≥ 0 

;0  فقط على المجال 𝑓لقد تَمَّ الإقتصار على دراسة الدالة : ملاحظة  +∞  

 . دالة زوجٌة و منحناها متماثل بالنسبة لمحور الأراتٌب 𝑓لأن الدالة 

𝑥∀ :    أي  ≥ 0   ;   𝑓 ′(𝑥) ≥ 0 

;0  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة  +∞ .  

𝑥إذا كان   ≤ − 𝑓 𝑥  فإن    0 𝑥 ≥ 0 

;   𝑥𝜖ℝ∀    :    لدٌنا    𝑓 𝑥 = 𝑥  
𝑒2𝑥 − 1

1 + 𝑒2𝑥  

   ∀𝑥𝜖ℝ   ;  𝑓 ′ 𝑥 =  
𝑒2𝑥 − 1

1 + 𝑒2𝑥 + 𝑥  
𝑒2𝑥 − 1

1 + 𝑒2𝑥 

′

 

  =  
𝑒2𝑥 − 1

1 + 𝑒2𝑥 + 𝑥  
2𝑒2𝑥 𝑒2𝑥 + 1 − 2𝑒2𝑥 𝑒2𝑥 − 1 

 1 + 𝑒2𝑥 2   

  =  
𝑒2𝑥 − 1

1 + 𝑒2𝑥 + 𝑥  
4𝑥𝑒2𝑥

 1 + 𝑒2𝑥 2  

=
 𝑒2𝑥 + 1  𝑒2𝑥 − 1 + 4𝑥𝑒2𝑥

 𝑒2𝑥 + 1 2
=
𝑒4𝑥 − 1 + 4𝑥𝑒2𝑥

 𝑒2𝑥 + 1 2
 

𝑓 :    و منه  ′ 0 =
𝑒0 − 1 + 4 × 0 × 𝑒0

 𝑒0 + 1 2
=

1 − 1 + 0

1
= 0 

𝑥∀    :       إذن  ≥ 0   ;   
𝑒4𝑥 − 1 + 4𝑥𝑒2𝑥

 𝑒2𝑥 + 1 2
≥ 0 

0 

−∞ 

+ 𝑓 𝑥 − 𝑥 

0 

− 

+∞ 𝒙 

 𝐷  
الوضع النسبً 

  لـِ          و
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C  𝐷   

𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C ٌوجد فوق  𝐷  ٌوجد أسفل  

𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

نقطة 
 انعطاف

𝒙 0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

+∞ 

0 

+∞ 

 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 𝐷  

𝑥𝜖ℝ   ;  𝑓∀  :       إذن  ′ 𝑥 =
𝑒4𝑥 − 1 + 4𝑥𝑒2𝑥

 𝑒2𝑥 + 1 2
 

 ج 3

4 

 أ 3

 ب 3

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 
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